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Devoir a la maison 1

E a rendre avant le 4 octobre i

‘Fxercice 1. Fournir une démonstration ou un contre-exemple pour les questions suivantes.
1. Soit (x,),>1 une suite de réels et soit f: R — IR une fonction continue. A-t-on alors 1’égalité
suivante :

f (limsup xn) =limsup f(x,) ?

n—-oo n—-o0

2. Soit X,Y deux ensembles et f : X — Y une application. Pour A C P(Y), on note f~!(A) =
{f"1(A): A € A). A-t-on, pour tout A C P(Y), la relation suivante :

a(fHA) = fH(o(A)?

3. Soit (X x Y, F) un espace-produit mesuré et 7: X x Y — X la projection canonique. L'ensemble
Fx = {m(F): F € F} est-il une tribu?

4. Soit (E, A) un espace mesurable. Soit C une famille de parties de E, et soit B € ¢(C). Existe-t-il
forcément une famille dénombrable D C C telle que Be o(D)?

Com;gé‘
1. Cest faux : prenons x, = (-1)" et f(x) = —x, alors f(limsup,_, x,) = f(1) = -1 et d’autre part
limsup,,_,. f(x,) = limsup,_,(-1)""! = 1 (on rappelle que la limite supérieure est la plus
grande valeur d’adhérence d’une suite).

Remarque. Si f est continue et croissante alors le résultat annoncé est vrai : montrez-le.

2. C’est vrai, montrons la double inclusion. Tout d’abord, il est clair que f~!(A) c f~!(c(A)), ce qui
implique que o(f~1(A)) C f1(o(A)) car f~1(5(A)) est une tribu (voir la tribu réciproque dans
I’exercice 2 du TD 1). Ensuite, notons

B={(BcY:f (B ea(f1(A))

Comme A C B, on en déduit que o(A) C 0(B) = B car B est une tribu (voir la tribu image dans
I'exercice 2 du TD 1). Il s’ensuit que f~'(c(A)) C o(f~1(A)), ce qui clot la preuve.

3. C’est faux. On considere pour X = Y = {0,1} la tribu F engendré par I'élément (0,0) € X x Y. 1l
est clair que
F ={2, X xY,{(0,0)}, X x Y\{(0,0)}}.
On vérifie que Fx = {@,{0}, X}, ce qui n’est pas une tribu.
4. Clest vrai. En effet, soit G = {B € 0 (C) : 3D C C dénombrable tel que B € o (D)}. Montrons que G
est une tribu.
> AvecD=0,ona Ee€g.
> Si A € G, alors il existe D C C dénombrable tel que A € 0 (D), et donc A€ o (D) :ona A €G.

> Si (A,) C G, alors pour tout n il existe D,, C C dénombrable tel que A, € o (D,,), et donc
U,A, € 6(D), ou D = J,D, CC est dénombrable (étant une union dénombrable d’en-
sembles dénombrables) :ona J, A, €G.

Le DM est a rendre pendant le TD, ou a déposer dans mon casier a ’entrée de l’espace Cartan. Pour toute question,
n’hésitez pas a m’envoyer un mail a michel.pain@ens.fr, ou bien a venir me voir au bureau V2.



En conclusion, G est une tribu, et, comme C C G (pour B € C, il suffit de prendre D = {B}), on
obtient G = o (C).

o<

FExercice 2. (“Cardinal” d’une tribu) Soit (E,.A) un espace mesurable. On définit, pour tout x € E,
I'atome de la tribu A engendré par x par

X = ﬂ A.
AeAtel que xeA

1. Montrer que les atomes de A forment une partition de E.

2. Montrer que si A est au plus dénombrable alors A contient ses atomes et que chaque élément
de A s’écrit comme une réunion au plus dénombrable d’atomes.

3. En déduire qu’il n’existe pas de tribu infinie dénombrable.
Corrigé.
1. On remarque que x € X pour tout x € E, donc x =0 et

| Ji=E.

xeE
Montrons maintenant que
XNY20 = i=y.
Soit x,y,z € E tels que z € xNy. Alors chaque ensemble A € A contenant x contient z. Supposons

qu’il existe B € A contenant z mais ne contenant pas x. Alors B¢ € A et contient x. Ainsi B¢
contient z ce qui est contradictoire. Donc x = z et de méme y = z. Donc x = 7.

2. Supposons que A soit finie ou dénombrable. Alors chaque atome x s’écrit comme une réunion
au plus dénombrable d’éléments de A et donc appartient a .A. De plus, si A € A, alors

a={ ]
x:x€A

et cette réunion est au plus dénombrable car les atomes appartiennent a A. De plus, les atomes
formant une partition de E, cette écriture est unique.

3. Soit C I’ensemble des atomes de A supposée finie ou dénombrable. D’apres la question 2., on
définit une bijection ¢ de P(C) dans A par,

@: CeP(C)»—>Ux.

xeC
Si C est fini, alors A est finie. Si C est infini, alors P(C) est indénombrable et donc A aussi.

=0

FExercice 3. Soit (Q,.A) un espace mesurable tel que {w} € A pour tout w € Q. Soit y une mesure
positive sur A. On dit que y est portée par S € A si u(S°) =0, que w € Q) est un atome ponctuel pour y
si pu({w}) > 0, que p est diffuse si elle n’a pas d’atomes ponctuels, et que p est purement atomique si elle
est portée par I’ensemble de ses atomes ponctuels.

1. Que peut-on dire d’'une mesure qui est diffuse et purement atomique ?
2. Montrer que I'ensemble des atomes ponctuels d’une mesure finie y est dénombrable.

3. Soit p une mesure finie sur A. Montrer qu’il existe un unique couple de mesures (y , y,) sur A,
avec p, diffuse et y, purement atomique, tel que y = py + ;.

Corrigé.



1. Elle est alors portée par I'ensemble de ses atomes ponctuels, qui est vide car elle est diffuse.
Cette mesure est donc nulle.

2. Pour tout k > 0, on pose Dy = {w € Q : p({w}) > 1/k}. Alors Card(Dy) < ku(Q) (s’il existe au moins
N éléments distincts dans Dy, alors pu(Dy) > N/k). Soit D I’ensemble des atomes ponctuels de p.
Alors D est I'union dénombrable pour k > 0 des ensembles finis Dy, donc D est dénombrable.

3. Soit D I'ensemble des atomes ponctuels de y qui est dénombrable donc mesurable par hypotheése
sur la tribu A. Pour tout A € A, on pose py(A) = y(AND®) et u,(A) = u(AND) (ce sont les mesures
de densité 1 et 1 pc par rapport a y). Les atomes de p, sont D et p,(D¢) = 0 donc p, est purement
atomique. Pour w € Q, p;({w}) = 0 en séparant les cas w € D et w € D donc p, est diffuse. Enfin,

onapu=pg+pg.
Pour l'unicité, considérons un couple (p4, y1,) vérifiant les conditions. Pour tout w € (2, on a

plw)) = pa(fw)) + pa{w)) = pa({w}),

car p, est diffuse. Donc y, a pour ensemble d’atomes D, donc p,(D°) = 0 car y, purement ato-
mique. D’autre part, pour tout B C D, B est dénombrable (et donc mesurable) donc

Ha(B) =) pallw)) =) plfew)) = p(B),

weB w€eB

et donc, pour tout A € A, p,(A) = p,(AND)+ pu,(ANDC) = u(AND)+0 et ug(A) = u(A) — p,(A) =
u(AND).
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Exercice 4. (Produit de tribus boréliennes)

1. Soit (X,dy) et (Y,dy) des espaces métriques séparables (c’est-a-dire admettant une suite dense).
L'objectif de cette question est de montrer que B(X xY) = B(X)® B(Y), ou X x Y est muni de la
topologie produit. On rappelle que la topologie produit sur X x Y est engendrée par la distance
dx«y définie par

V(xp) (¥, 9) € XY, dyxy((x,9),(x,") = max(dx(x,x"), dy(y,y")).

(a) Montrer que, pour tout A € B(X), AxY e B(XxY).
(b) En déduire que B(X)®B(Y) C B(X xY).

(c) Montrer que, pour tout ouvert non vide U de X x Y, il existe deux suites (z,,),en € (X x V)N
et (7,)nen € (RN telles que

U= U B(z,, 1),

nelN
ou B(z,r) est 1a boule de centre z et de rayon r pour dx.y.
(d) En déduire que B(XxY)cC B(X)®B(Y).

2. () Soit X un espace métrique. Dans cette question, on montre que 'on n’a pas forcément
B(X?) = B(X)® B(X).
(a) Soit C € B(X)® B(X). Montrer qu’il existe une suite de boréliens (A,),en € B(X)N telle que

Ceo({A,, xA, :mmnelN}).

(b) Soit (A,)uen € B(X)N une suite de boréliens. Pour u € {0,1}N, on note

A siu, =1
DY .= " . BY = D,
" { (A,))° siu,=0 et (]\I n
ne

Montrer que G := {J,)er B X B” : I C ({0, 1}N)2} est une tribu.



(c)

(d)

Comgé.

1.(a)

En déduire qu’il existe deux familles de boréliens (C;);cr, (C;/)ier € B(X)R telles que
C= U CixCl.

En utilisant la question précédente, trouver un espace métrique X tel que B(X?) = B(X)®B(X).

On pose
={AeB(X):AxY eB(XxY)}.

On vérifie aisément que G est une tribu. Or G contient tous les ouverts de X (car si U est un
ouvert de X alors U x Y est un ouvert de X x Y donc appartient a B(X x Y)), donc G = B(X).

Soit Ae B(X)etBeB(Y),onaAxB=(AxY)N(XxB).Or AxY € B(X xY) par la question
1.(a) et X x B € B(X xY) par symétrie entre les roles de X et Y, donc Ax B € B(X xY). Comme
la tribu B(X) ® B(Y) est engendrée par les A x B pour A € B(X) et Be B(Y), on en déduit que
B(X)®B(Y)C B(XxY).

Les espaces X est séparable donc on peut considérer des suites (x,,),en € X™ et (V) penw € YN
respectivement denses dans X et dans Y. Alors 'ensemble {(x;,y;) : i,j € N} N U est dense
dans U et dénombrable : il permet de définir une suite (z,,),en € UN dense dans U.

Si U =XxY,on peut prendre r,, = 1 pour tout n € IN.

Supposons a présent U = X x Y. Pour n € N, on pose r,, := dxxy(z,, U°). On a r,, >0 car U° est
fermé et r,, < oo car U # X x Y. Alors on a clairement B, (z,,7,) C U. Réciproquement, soit z €
U, montrons qu’il existe n € IN tel que z € B.,(z,,, ;). On pose r := d,(z, U°) € IR},.. Par densité,
il existe n € IN tel que z,, € B(z,7/2). Alors r,, = dxyy (2, US) > dxxy(2, U) —dxxy(2,2,) > 1/2
donc z € By, (z,,, 1)

Comme B(X x Y) est engendrée par les ouverts de X x Y, il suffit de montrer que pour U
ouvert de X xY,ona U € B(X)®B(Y). Si U est vide c’est bon. Sinon, par la question 3., il
existe (z,)pen € (X x Y)N et (r,)en € (RSN telles que

U= U B(z,,, 1)

nelN

Or pour tout n € N, B(z,,r,) € B(X)® B(Y) car les boules pour dxy sont le produit d’une
boule pour dx avec une boule pour dy. Donc U € B(X)Q® B(Y).

Remarque. L'inclusion B(X)®B(Y) C B(X xY) est vraie sans la séparabilité : on ne l’a pas utilisée
pour les deux premiéres questions.

2.(a)
(b)

C’est une conséquence de la question 3. de l’exercice 1.

La difficulté peut résider dans le passage au complémentaire. Il suffit de remarquer que
(B")uefo,1)n est une partition de X donc (B" x B”), ,e(0,1)n est une partition de X2. Alors on
a, pour tout I C ({0, 1}N)?,

(U B”xB”] U B“xB' €G
(

(u,v)el u,v)elc

On applique la question 2.(b) a la suite de boréliens (A,),en € B(X)N de la questlon 2.(a).
Alors G est une tribu contenant tous les A, x A,, (en prenant I = {(u,v) € ({0,1}N)? : u, =
1etwv,, =1} donc

o({A,, xA,:mnelN})CG

et C € G. Ainsi, il existe I c ({0,1}N)? tel que C = Uu,pyer BY x B'. Comme ({0, 1}N)? est en
bijection avec R, on peut réindicer I'union par R (quitte a compléter avec des ensembles
vides).



(d) 11 suffit de choisir pour X un espace métrique de cardinal strictement plus grand que R, par
exemple 'ensemble des fonctions bornées de R dans R muni de la norme infini.
On consideére A := {(x,x) : x € X} la diagonale de X2. C’est un fermé de X? donc A € B(X?). Par
I’absurde, supposons que A € B(X)® B(X). Alors, par la question 2.(c), il existe deux familles
de boréliens (C;)cr, (C!)icr € B(X)X telles que

A= Jeixc.

Alors, pour chaque x € X, il existe i, € R tel que (x,x) € C; xC; . L'application x € X i, € R
ne peut pas étre injective car X est de cardinal strictement plus grand que IR, donc il existe
x =7y tels que iy =i,. On a alors (x,p) € C; X C! CA, ce qui est absurde.

Yy Y



