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Exercice 1 : 1. Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres suivantes.
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solution On considére la série entiére Z —y". Pour cette série, lim 2] = lim ()(71) =
n>1 ! nTreo |a7l+1| n—oo (’I’L + 1)n+ n!
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nh_)n;o Ar i)y = nh_)ngo EATESYE Par I’équivalence In(1+z) ~ x en 0, on obtient nh_)Iglo |0|Zi|1| =

—. Par la régle de d’Alembert, le rayon de convergence de cette série entiere R = 1/e. Par
e

conséquent, la série numérique >, -, "n—:by” est absolument convergent si |y| < 1/e et divergente
si |y| > 1/e. Donc la série numérique >, -, "n—:be" est absolument convergent si |z| < /1/e
et divergente sijz| > /1/e. D’on, le rayon de convergence de la série entiére initiale R = /1/e;

2. Montrer que pour tout |z| < 1, la série numérique Z 2™ 1 est absolument convergente et
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que pour tout |z| > 1, la série numérique Z x diverge. En déduire le rayon de convergence
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solution Si |z| < 1, alors Z \x|"2+1 < Z |z|" = . Par le principe de comparaison,
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Z 2™ est absolument convergente. D’autre part, si |z > 1, alors lim,,_, |:v|"2+1 = +o0.
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En conséquence, a série numérique E z™ *1 diverge. Finalement, le rayon de convergence
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Exercice 2 : Déterminer le rayon de convergence ainsi que la somme de la série entiére Z #x"
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solution On a nh_}rrgo amet] nh_)rgo (@ 1 (<)) nh_)rrgo 32— (—1/2)" = 400




Par la régle de d’Alembert, le rayon de convergence R = 400
D’autre part
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Exercice 3 : On considére la fonction f :]0; +00[x[0; +oo[—> R définie par f(z,t) = (sin®t)e "
1. Montrer que la fonction ¢ :]0; +00[— R, p(x / f(z,t)dt, est bien définie.

solution On a 0 < f(z,t) < e et [(“edt = L six > 0. Par comparaison, o(z) est
bien définie;
2. Montrer que ¢ est continue sur |0; +oo].

solution Fixe ¢ > 0 et on a V(z,t) € [g;+o0[x[0;400], 0 < f(z,t) < e . [Fe 'dt
converge et f est continue sur [g; +00[X[0; +00[. Donc ¢ est continue sur [e; +00], et A’ ¢ est
continue sur ]0; +o00[ car € > 0 est quelconque.

Exercice 4 : Si g € [0,1[, on définit pour tout n € N*, la fonction f, : [-1,1] — R, fn(z) =
In(1+ ¢"x).
—+o0
1. Montrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur l'intervalle [—1,1]. On

n=1
note f la somme de cette série.

solution On a In(l1 + z) ~ x en 0 et donc f,(x) ~ ¢"x car ¢" — 0. La série géométrique
+ 2 q" converge car ¢ € [0,1]. De plus f,(x) garde le signe. Par I’équivalence, la série nu-

meérique Z fn(x) converge et donc la série de fonctions converge simplement sur l'intervalle

[-1,1].

2. Montrer que pour tout z € [—1,1] on a In(1 — ¢™) < fu(z) <In(1 + ¢").
En déduire qu'il existe une suite (uy),,~, telle que u, ~ ¢" lorsque n tend vers l'infini, et
pour tout z € [—1,1] et tout n € N*, on a [f,,(z)| < uy,.

solution On sait que la fonction In(-) est croissante sur ]0; +00[. Donc —¢™ < ¢"x < ¢",Va €
[—1,1] implique In(1—¢") < fn(z) < In(14¢™). En posant u,, = max{—In(1—¢"),In(14+¢™)} =
—1In(1 — ¢™), on trouve le résultat car —In(1 — ¢™) ~ ¢".

3. Montrer que la fonction f est continue sur [—1,1].

solution Par les résultat au-dessus, on sait 75 ||anOO < S, et que u, ~ ¢ et
Zn 1 ¢ converge. Par I’équivalence et comparaison, Zn 1 Un, converge et d’otlt Zn 11 fnlloo
converge. Donc E _; fn converge normalement et alors converge uniformément. D’autre part,
fn est continue sur [—1, 1]. D’ou le résultat.
+o0o
4. Etudier la convergence simple et la convergence normale de la série de fonctions Z 1), sur

n=1

lintervalle [—1, 1].

. Alors Vo € [-1,1],n > 1, on a |f] (x)] <
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Par comparaison, Y. f/ converge
I n=1Jn

solution On a f] (z) = 1+q T
q"

a-dire, sup,e(—1,1j[/fn(#)] < 1. On note



normalement et donc converge simplement.
5. Montrer que f est de classe C! sur [—1,1].

solution On note que f, est continue sur l'intervalle [—1,1]. Par convergence normale (uni-
forme), f est de classe C" sur [—1,1] et f'(z) = 327 fh(x).

(1 + ¢*x). Montrer que cette

=

6. Soit (gn)n>1 une suite de fonctions définies par g,(x) =

>
Il

1
[—1,1] (on pourra utiliser les

._

suite converge simplement vers une fonction g sur l'intervalle
fonctions In ou exponentielle).

solution On note g, (z) = eXk=1 /@) et donc lim g, () = eXiZifk(®) = ¢f(®) car exponentielle
n

est une fonction continue.

7. (facultatif) Montrer que la convergence de la suite (gy),~, est uniforme. Montrer que g
est de classe C! sur [—1,1].

solution On note M := 3" | fu]loe- Done Va € [—1,1],n > 1, | S0, fu(z)| < M. Par le
théoréme d’accroissements finis, Vac e[-1,1,m>n>1,ona

|gm(x) - gn(x)| < €M| Z fk(x)
k=n

Donc [|gm — gnllee < €M 30 || filloo- Par la critére de Cauchy, limy, m—oo Y e, | flloo = 0.
Par la critére de gendarme, lim,, o0 ||gm—9n|lcc = 0. Encore une fois par la critére de Cauchy,
la suite (g,),, converge uniformément et donc g est de classe C” sur [~1,1] car g, est de

classe C° sur [—-1,1]. On note+N = 3|l et remarque gl,(z) = gn(x) ;Zzl fi(x).
Done lim, . g1 (2) = 9(a) 351 fi(z) = g(a)f'(2). Par conséquent, g, — 9517 £ <
1gn—gf’ kalloo Fllgnllooll 2ok=1 fo = lloe < Nlign = glloo + €™ [ 2oy . = f'lloo car |g;,(z) —
( 2) o025 Fa@)] < lgn (@) Xpoy file) = g(@) Sy fil@)l+1g(2)(They fi(z) - f'(2))]. Alors
gn est continue sur [—1, 1] et converge uniformément vers gf’. Donc g est de classe C' sur
[—1,1] et ¢'(z) = g(x) f'(2).
Une autre solution pour que g soit de classe C* : g(z) = e/®) ot f, exp sont de classe C*,
donc g est de classe C.

8. (facultatif) Montrer que g(x) = (1 4 gx)g(qz) V]z| < 1.

n n—1
solution g(x) = hmgn = H 1+¢"z) = (1+qz)lim H(1+qk(qx)) = (1+qx)g(qx)
n
k=1 k=1
9. (facultatif) On admet que g est analytique au voisinage de 0, c’est-a-dire, g(x Z Gz
qn
Montrer que a, = ———an_1 Vn > 1 et ag = 1. En déduire le terme a,, et déterminer le

1—
rayon de convergence de cette série entiére.

oo
solution On a Z anz™ = g(x) = (1 + qz)g(qx) = (1 + gz Z an(qx)" Z anq"z" +

n=0 n=0
oo
Z ang" "t = ao + Z(an + an—1)¢"z". En comparant des coefficients, on trouve a, =
n=1
qn - k Ia |
ap—1 Vn > 1 et puis 1 = ¢g(0) = ap. D'out a,, = H . On a lim i
1—gq» 1—qgk n—oo [any1]
k=1



1— qu+1
lim ——

= 400. Par la régle de d’Alembert, le rayon de convergence R = +oc.
n—o00 q”+1



