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Présentation du modèle

{
∂thi + div(hiui) = 0 ,
∂t(hiui) + div(hiui ⊗ ui) + hi∇Φi = 0 .

i = 1, · · · , L .

. hauteur d’eau hi

. vitesse ui = (ui , vi)

. densité ρi

. pression

Φi = g
L∑

j=1

ρjhj
ρmax(i ,j)

.

Audusse et al. 2014 (1,3), Monjarret 2014 (1), Duchène 2016 (1),
Parisot, Vila 2015 (2), Bouchut et al. 2008 & 2010 (3).
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Présentation du modèle

{
∂thi + div(hiui) = 0 ,
∂t(hiui) + div(hiui ⊗ ui) + hi∇Φi = 0 .

i = 1, · · · , L .

Difficultés
Structure(1)

. Non conservatif

. Hyperbolicité

Cadre applicatif(2)

. Bas-Froude
Stabilité(3)

. Energie

. Robustesse

. Etats d’équilibre

Audusse et al. 2014 (1,3), Monjarret 2014 (1), Duchène 2016 (1),
Parisot, Vila 2015 (2), Bouchut et al. 2008 & 2010 (3).
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Equations régularisées
Shallow Water multicouches{

∂thi + div(hiui) = 0 ,
∂t(hiui) + div(hiui ⊗ ui) + hi∇Φi = 0 .

i = 1, · · · , L.

Bilan d’énergie (solutions régulières)

. Energie potentielle : ∂ρihiE = Φi = g
L∑

j=1

ρjhj
ρmax(i ,j)

.

. Energie cinétique : Ki =
1
2
ρihi‖ui‖2.

. Energie totale : E = E +
L∑

i=1

Ki .

∂tE +
L∑

i=1

div
[(
ρihiΦi +Ki

)]
= .

(∗) Grenier, Vila, Villedieu 2013, Parisot, Vila 2015.
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Equations régularisées
Shallow Water multicouches{

∂thi + div(hiui) = 0 ,
∂t(hiui) + div(hiui ⊗ ui) + hi∇Φi = 0 .

i = 1, · · · , L.

Bilan d’énergie (solutions régulières)

. Energie potentielle : ∂ρihiE = Φi = g
L∑

j=1

ρjhj
ρmax(i ,j)

.

. Energie cinétique : Ki =
1
2
ρihi‖ui‖2.

. Energie totale : E = E +
L∑

i=1

Ki .

∂tE +
L∑
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ρihiΦi +Ki

)
ui

]
= 0.

(∗) Grenier, Vila, Villedieu 2013, Parisot, Vila 2015.
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Equations régularisées

Shallow Water multicouches régularisé(∗)

{
∂thi + div(hi(ui − δui)) = 0 ,
∂t(hiui) + div(hiui ⊗ (ui − δui)) + hi∇Φi = 0 .

i = 1, · · · , L.

Bilan d’énergie (solutions régulières)

. Energie potentielle : ∂ρihiE = Φi = g
L∑

j=1

ρjhj
ρmax(i ,j)

.

. Energie cinétique : Ki =
1
2
ρihi‖ui‖2.

. Energie totale : E = E +
L∑

i=1

Ki .

∂tE +
L∑

i=1

div
[(
ρihiΦi +Ki

)
(ui − δui)

]
= −

L∑
i=1

ρihiδui .∇Φi .

(∗) Grenier, Vila, Villedieu 2013, Parisot, Vila 2015.
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Equations régularisées
Shallow Water multicouches régularisé(∗)

{
∂thi + div(hi(ui − δui)) = 0 ,
∂t(hiui) + div(hiui ⊗ (ui − δui)) + hi∇Φi = 0 .

i = 1, · · · , L.

Bilan d’énergie (solutions régulières)

. Energie potentielle : ∂ρihiE = Φi = g
L∑

j=1

ρjhj
ρmax(i ,j)

.

. Energie cinétique : Ki =
1
2
ρihi‖ui‖2.

. Energie totale : E = E +
L∑

i=1

Ki .

∂tE +
L∑

i=1

div
[(
ρihiΦi +Ki

)
(ui − δui)

]
= −

L∑
i=1

ρihi

‖∇Φi‖2︷ ︸︸ ︷
δui .∇Φi .

(∗) Grenier, Vila, Villedieu 2013, Parisot, Vila 2015.
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Modèle
régularisé.

Schémas
semi-implicites - colocalisé.

Parisot, Vila 2015.

Schémas
explicites - colocalisé.

Couderc, Duran, Vila 2016.

Schémas
semi-implicites - décalé.

Duran, Vila, Baraille 2017 .

Schémas
explicites - décalé.

Travaux en cours.
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Formalisme(∗)

Schéma semi-implicite

hn+1
K = hn

K −
∆t

mK

∑
e∈∂K

Fn+1
e .~ne,Kme , K ∈ T ,

hn+1
D un+1

D = hn
Dun

D −
∆t

mD

∑
f∈∂D

(
un
D

(
Fn+1

f .~nf ,D
)+− un

Df

(
Fn+1

f .~nf ,D
)− )

mf

− ∆t

mD
hn+1
D (∇DΦ) , D ∈ T∗ .

(∗) Ansanay-Alex, Babik, Latché, Vola 2010,

Herbin, Kheriji, Latché 2013 & 2014, Latché, Saleh 2014 & 2017
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Formalisme(∗)

Schéma semi-implicite

hn+1
K = hn

K −
∆t

mK

∑
e∈∂K

Fn+1
e .~ne,Kme , K ∈ T ,

hn+1
D un+1

D = hn
Dun

D −
∆t

mD

∑
f∈∂D

(
un
D

(
Fn+1

f .~nf ,D
)+− un

Df

(
Fn+1

f .~nf ,D
)− )

mf

− ∆t

mD
hn+1
D (∇DΦ) , D ∈ T∗ .

Fn+1
e = hn+1

De

(
un+1
De − δun+1

De

)
.

∇DΦ à déterminer.

(∗) Ansanay-Alex, Babik, Latché, Vola 2010,

Herbin, Kheriji, Latché 2013 & 2014, Latché, Saleh 2014 & 2017
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Formalisme(∗)

Schéma semi-implicite

hn+1
K = hn

K −
∆t

mK

∑
e∈∂K

Fn+1
e .~ne,Kme , K ∈ T ,

hn+1
D un+1

D = hn
Dun

D −
∆t

mD

∑
f∈∂D

(
un
D

(
Fn+1

f .~nf ,D
)+− un

Df

(
Fn+1

f .~nf ,D
)− )

mf

− ∆t

mD
hn+1
D (∇DΦ) , D ∈ T∗ .

Hauteur d’eau et flux auxiliaires
|De |hn+1

De = |De
K |hn+1

K + |De
Ke
|hn+1

Ke
,

hn+1
De = hnDe −

∆t

mDe

∑
f ∈∂De

Fn+1
f .~nf ,Demf .

(∗) Ansanay-Alex, Babik, Latché, Vola 2010,

Herbin, Kheriji, Latché 2013 & 2014, Latché, Saleh 2014 & 2017
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Schéma sur la partie potentiel (L=1)
Schéma sur EK

En+1
K − EnK

∆t
+ Gn+1

E,K −Q
n+1
E,K ≤ R

n+1
E,K .

Gn+1
E,K =

1
mK

∑
e∈∂K

Φn+1
e Fn+1

e .~ne,K = divK (Φn+1Fn+1) .

Qn+1
E,K =

1
mK

∑
e∈∂K

hn+1
De un

De .δΦn+1
e me = (hu.∇Φ)K .

Rn+1
E,K = − 1

mK

∑
e∈∂K

hn+1
De δun

De .δΦn+1
e me .

δΦn+1
e =

1
2
(
Φn+1

Ke
− Φn+1

K

)
~ne,K .

Équivalent discret

∂tE + div (Φh(u− δu))− hu.∇Φ = −hδu.∇Φ .



Schémas
Bas-Froude SW
multicouches

Baraille, Duran

Généralités
Présentation du
modèle
Vers un modèle
régularisé

Schéma
semi-implicite sur
grilles décalées
Schéma
numérique
Partie potentiel
Partie cinétique
Bilan

Résultats
numériques
Ondes linéaires
Perturbation d’un
état d’équilibre

Schéma sur la partie potentiel (L=1)
Schéma sur EK

En+1
K − EnK

∆t
+ Gn+1

E,K −Q
n+1
E,K ≤ R

n+1
E,K .

Gn+1
E,K =

1
mK

∑
e∈∂K

Φn+1
e Fn+1

e .~ne,K = divK (Φn+1Fn+1) .

Qn+1
E,K =

1
mK

∑
e∈∂K

hn+1
De un

De .δΦn+1
e me = (hu.∇Φ)K .

Rn+1
E,K = − 1

mK

∑
e∈∂K

hn+1
De δun

De .δΦn+1
e me .

δΦn+1
e =

1
2
(
Φn+1

Ke
− Φn+1

K

)
~ne,K .

Équivalent discret

∂tE + div (Φh(u− δu))− hu.∇Φ = −hδu.∇Φ .



Schémas
Bas-Froude SW
multicouches

Baraille, Duran

Généralités
Présentation du
modèle
Vers un modèle
régularisé

Schéma
semi-implicite sur
grilles décalées
Schéma
numérique
Partie potentiel
Partie cinétique
Bilan

Résultats
numériques
Ondes linéaires
Perturbation d’un
état d’équilibre

Schéma sur la partie potentiel (L=1)
Schéma sur EK

En+1
K − EnK

∆t
+ Gn+1

E,K −Q
n+1
E,K ≤ R

n+1
E,K .

Gn+1
E,K =

1
mK

∑
e∈∂K

Φn+1
e Fn+1

e .~ne,K = divK (Φn+1Fn+1) .

Qn+1
E,K =

1
mK

∑
e∈∂K

hn+1
De un

De .δΦn+1
e me = (hu.∇Φ)K .

Rn+1
E,K = − 1

mK

∑
e∈∂K

hn+1
De δun

De .δΦn+1
e me .

δΦn+1
e =

1
2
(
Φn+1

Ke
− Φn+1

K

)
~ne,K .

Équivalent discret

∂tE + div (Φh(u− δu))− hu.∇Φ = −hδu.∇Φ .



Schémas
Bas-Froude SW
multicouches

Baraille, Duran

Généralités
Présentation du
modèle
Vers un modèle
régularisé

Schéma
semi-implicite sur
grilles décalées
Schéma
numérique
Partie potentiel
Partie cinétique
Bilan

Résultats
numériques
Ondes linéaires
Perturbation d’un
état d’équilibre

Schéma sur la partie cinétique (L=1)

Schéma sur KD =
1
2
hnD‖un

D‖2

Kn+1
D −Kn

D

∆t
+ Gn+1

K,D +Qn+1
K,D ≤ R

n+1
K,D .

Gn+1
K,D =

1
mD

∑
f∈∂D

(
1
2
‖un

D‖2
(
Fn+1

f .~nf ,D
)+ − 1

2
‖un

Df
‖2
(
Fn+1

f .~nf ,D
)−)

= divD(
1
2
‖un+1‖2Fn+1) .

Qn+1
K,D = hn+1

D un
D . (∇DΦ) .

Rn+1
K,D = ∆t hn+1

D ‖∇DΦ‖2 .

Équivalent discret

∂tK + div

(
1
2
h‖u‖2(u− δu)

)
+ hu.∇Φ = 0 .
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Energie totale
Energie totale

E n+1 − E n =
∑
D∈T∗

mD

(
Kn+1

D −Kn
D

)
+
∑
K∈T

mK

(
En+1
K − EnK

)
≤ ∆t

∑
D∈T∗

mD

(
Rn+1
K,D −Q

n+1
K,D

)
+ ∆t

∑
K∈T

mK

(
Rn+1
E,K +Qn+1

E,K

)
.

Termes en Q.
Contributions au niveau d’un élément dual De :

. Partie cinétique (De ∈ T∗) : −∆tmDe (hn+1
De un

De ).(∇De Φ)

. Partie potentiel (K ,Ke ∈ T) : 2∆t(hn+1
De un

De ).δΦn+1
e me

→ (∇De Φ) = 2
me

mDe
δΦn+1

e =
me

mDe

(
Φn+1

Ke
− Φn+1

K

)
~ne,K .
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