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2Problématique (1)

q E?
L?

q E==

z 2 R

x 2 R 2

Trajet des
particules

Paroi solide

L==
➠Potentiel confinantL?L== = � << 1

➠Bcp de collisions

But Modèlemathématique lemoins coûteuxpossible
[P. Degond], [N. Ben Abdallah, F. Mehats, O. Pinaud]
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3Problématique (2)

Départ : modèle Vlasov-Poisson

}dimension 7f(x; v; t)➠ Description cinétique

position
dans R 3 vitesse temps

dans R +
dans R 3

➠ Limite asymptotique(� = L?=L== ! 0) lorsque

1. Potentiel confinant() 2-D en espace)

2. Collisionsspéculaires dominantes
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4Modèle cinétique en variables physiques (1)

Variables :
➠Positionx = (x; z) 2 R 2 � R � = 

➠Vitessev = (v; vz) 2 R 2 � R
➠Tempst 2 IR+

Inconnues :

➠ Fonction de distribution des particules :f(x; v; t)

➠ Potentiel auto-consistant :�a(x; t)

Données : ➠potentiel confinant :�(x; t)

➠Donnée initiale :f0(x; v)
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5Modèle cinétique en variables physiques (2)

Vlasov :

�tf+v�rxf� qmrx(�+�a)�rvf = 0 dans 
�R 3�IR+

Poisson :

���a = q"0
Z

R 3 f dv dans 
� IR+

CI : f(t = 0) = f0
CL pour Poissonlimjxj!0�a(x; �) = 0; �z�a(z = 0) = 0
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6Modèle cinétique en variables physiques (3)

Condition aux limites sur�



+(f)(�vz) = f(z = 0;�vz) pour vz < 0

Pour Vlasov

collisions non spéculairesx 2 R 2
(v;�vz)�


(v; vz)


�(f)(vz) = � 
+(f)(�vz) + (1� �)K(
+(f))(vz) pour vz < 0

collisions spéculaires

z 2 R 
�(f)(vz) = f(z = 0; vz) pour vz < 0

Trace entrante

Trace sortante
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7Adimensionnement

Var. adimensionnées�x = (�x; �z), �v = (�v; �vz), �t enO(1)
➠z = L? �z = �L==�z ) z = O(�)
➠x; v; vz; t enO(1)

Donnée adimensionnée�(x; z; t) = �
 ��(�x; �z; �t)

Inconnues adimensionnées

f(x; v; t) = f
� f�(�x; �v; �t); �a(x; t) = �
 ��a(�x; � �z; �t)
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8Modèle cinétique adimensionné

Vlasov :�tf�(z) + v � rxf�(z)�rx(�(z) +��a(� z)) � rvf�(z)� �z��a(� z)�vzf�(z)+1��vz�zf�(z)� �z�(z)�vzf�(z)�= 0

Poisson :

��x;z��a(�z) = 1�
Z

R 3 f�(z) dv dvz
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9

Conditions aux Limites :

limjxj!0��a(x; �) = 0 �z��a(z = 0) = 0


�(f�)(vz) = (1� �)
+(f�)(�vz) + �K(
+(f�))(vz)

collisions spéculaires dominent

pour tout vz < 0
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10Potentiel confinant

�(x; t) = �(x; 0; t) +  (x; z; t)
composante parallèle composante transverse

Hypothèses(potentiel attractif)

➠z 2 R � 7!  (x; z; t) 2 R eststrict décroissante

➠ limz!�1 (x; z; t) = +1
+ (z = 0) = 0,  � 0 et z 7!  (z) bijective
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11Energie totale transverse (1)

"z = jvzj22 +  (x; z; t) = "z(z; vz)
Pour toute fonctiong

Ig =ZR�R�g("z(z; vz)) Æ("z�"0z)dzdvz = 2ZR+�R� � � � dzdvz

Chgt de var : vz 7! "z

Ig = 2ZR�
Z +1 (z) g("z) Æ("z � "0z)vz(z; "z) d"z dz
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12Energie totale transverse (2)

{
Temps moyen entre deux collisions

z

 (z) "z "z =  (z)

z = Z("z)

Fubini

Ig = Z +10 Z 0Z("z)g("z)Æ("z � "0z)vz(z; "z) dzd"z= g("0z)Z 0Z("0z) 1vz(z; "0z) dz
Nz("0z) = Densité d’état
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13Modèle asymptotique (1)

Théorème : (Formel)

Si lim�!0 f� = f et lim�!0��a = �a alors

f(x; v; t) = F (x; v; "z; t)
avec"z = jvzj22 +  (x; z; t)
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14Modèle asymptotique (2)

Boltzmannpour(x; v; "z; t) 2 R 2 � R 2 � R + � R + :��t+v �rx�(rx�a(z = 0)+ < rx� >) �rv�(NzF )

+�"z h�< �t > +v� < rx > �(NzF )i= K(F )� F

Poisson :
dansR 2 � R �

8>>><>>>:
��x;z�a(x; z; t) = 0�z�a(x; 0; t) = Z

R 2�R+Nz F d"z dv = �(x; t)limjxj!+1�a(x; z) = 0
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15Modèle asymptotique (3)

Remarques :
➠ Caslinéaire+ collisionsspéculairesseult (�a � 0,K � 0) preuverigoureuse.

➠ Existenced’une solution dePoisson��x;zV = 2 Æ(z) �(x; t)limjxj!+1V (x; t) = 0
), V = 14� jxj?2 Æ(z) �(x; t)

�a = VjR 2�R�
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16Passage à la limite (1)

�tf�(z) + v � rxf�(z)�rx(�(z) +��a(� z)) � rvf�(z)� �z��a(� z)�vzf�(z)+1��vz�zf�(z)� �z (z)�vzf�(z)�= 0

lim�!0�� +

vz�zf(z)� �z (z)�vzf(z) = 0
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17Passage à la limite (2)

Changement de variables :

➠(z; vz) 7! (z; uz) :

8<: juzj22 = jvzj22 +  (z)
sign(uz) = sign(vz)

➠f(z; vz) = �f(z; uz)
+

�z �f = 0, �f(z; uz) = �f(0; uz) = 
�( �f)(uz)
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18Passage à la limite : (3)

Condition aux Limites
�(f�)(vz) = (1��)
+(f�)(�vz)+�K(
+(f))(vz)

pour toutvz < 0�! 0 +


�( �f)(uz) = 
�(f)(vz) = 
+(f)(�vz) = 
+( �f)(�uz) pour uz < 0

+f(z; vz) = �f(uz) = �f(�uz) = F (juzj2=2) = F ("z)
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19Passage à la limite : Vlasov

lim�!0 ZR�R� Æ("z � "0z)� Vlasovdz dvz +

��t+v �rx�(rx�a(z = 0)+ < rx� >) �rv�(NzF )

+�"z h�< �t > +v� < rx > �(NzF )i= K(F )� F
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20Passage à la limite : Poisson (1)

Formulation faibleZ
R 2�R�rx��a(�z)�rx'dx dz+1�

Z
R 2�R��z��a(�z)��z'dx dz= 1�
Z

R 2�R�
Z

R 3 f�(z) dv dvz 'dz dx

Délocalisation :'(x; z) = �'(x; � z) + Chgt de var�z = �zZ
R 2�R�r(x;z)��a(x; �z) � r(x;z) �'(x; �z) dx d�z

= Z
R 2�R�

Z
R 3 f�(z) dv dvz �'(x; �z) dz dx
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21Passage à la limite : Poisson (1)

�! 0)Z
R 2�R�r(x;z)�a(x; �z) � r(x;z) �'(x; �z) dx d�z

= Z
R 2�R�

Z
R 3 f(z) dv dvz �'(x; 0) dz dx

,
8>>><>>>:
��x;z�a(x; z; t) = 0�z�a(x; 0; t) = Z

R 2�R+Nz F d"z dvlimjxj!+1�a(x; z) = 0
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22Perspectives et travaux en cours

➠Simulationsnumériques

➠Limite rigoureusecasnon linéaire
(Vlasov+Poisson)

➠EtudeliensavecSHE

P. Degond

Vlasov-Poisson

�! 0
Boltzmann-Poisson SHE-Poisson
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