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Chapitre 1

Introduction

1.1 Theémes de recherche

Les travaux de recherche présentés dans ce mémoire sont axés autour de trois
grands themes : d’une part le couplage de modeles pour décrire des plasmas contenant
a la fois des zones quasi-neutres et non quasi-neutres, d’autre part I’élaboration et
I’analyse d’un schéma préservant I’asymptotique quasi-neutre et enfin la modélisation
du transport de particules chargées ou non.

Avant de détailler les trois themes principaux que je viens d’évoquer, je résume
dans le deuxieme chapitre de ce mémoire, les travaux que j’ai effectués pendant ma
these. Ils concernent I’analyse numérique de schémas volumes finis pour des équations
de type elliptique et hyperbolique avec un intéret particulier pour les problemes de
conditions aux limites. Bien que les travaux que j’ai effectués depuis, n’ont pas de
liens étroits avec les travaux contenus dans ma these, le savoir que j’ai acquis durant
cette période m’a beaucoup guidée : tout d’abord sur les criteres faisant d’un schéma
volumes finis qu’il est un “bon schéma volumes finis” et surtout sur les problemes de
conditions aux limites qui restent pour moi un sujet d’un grand intéret. De plus, j’ai
suivi avec une attention particuliere les avancées apportées dans ce domaine depuis
cette période.

Le premier sujet de mes recherches concerne le couplage de modeles pour décrire
I’expansion d’une bulle de plasma quasi-neutre dans I’espace séparant deux électrodes.
Le plasma contenant des électrons et une seule espece d’ions, est injecté a la cathode
et se détend dans I'espace entre les deux électrodes. Au cours de son expansion, des
électrons sont émis dans ’espace entre la bulle de plasma et ’anode. Ces électrons
sont attirés par le potentiel positif de I’anode et forment un faisceau électronique dans
le vide. Alors, dans le domaine, deux zones aux propriétés radicalement différentes,
coexistent. La premiere zone est constituée de la bulle de plasma. Cette bulle est
quasi-neutre, c’est-a-dire que les déséquilibres électriques ont lieu a une échelle en
espace, nommée la longueur de Debye, tres petite. La deuxieme zone est constituée
du faisceau électronique. Cette zone ne contient que des électrons et ne peut donc
pas étre a I’équilibre. Ainsi, la longueur de Debye y est d’ordre un.

Le modele de départ est constitué des équations d’Euler pour chaque espece
de particules couplées par une équation de Poisson pour décrire les interactions
électriques. Ce modele est appelé modele bifluide Euler-Poisson. Malheureusement
les discrétisations classiques de ce modele sont soumises a de séveres contraintes dans
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les zones quasi-neutres. Les simulations numériques sont alors trop cotteuses pour
étre réalisées dans des cas pratiques multi-dimensionnels.

Deux solutions sont envisageables. La premiere, décrite dans le Chapitre 3, con-
siste a s’affranchir de ces contraintes au niveau du modele mathématique. A partir
du modele bifluide Euler-Poisson, nous dérivons un modele quasi-neutre pour décrire
la bulle de plasma. Ce modele n’étant valide que dans les zones quasi-neutres, nous
dérivons un modele de Child-Langmuir pour le faisceau. Il est alors nécessaire de
déterminer la dynamique de I'interface entre les différentes zones et de coupler les deux
modeles. Nous proposons deux descriptions basées sur des hypotheses différentes. La
premiere consiste en un modele quasi-neutre a courant nul dans le plasma couplé
au modele de Child-Langmuir pour le faisceau. Nous couplons ces deux modeles en
utilisant les relations de Rankine-Hugoniot du modele bifluide Euler-Poisson. Les
simulations numériques de ce modele montrent que cette approche permet de décrire
correctement la dynamique de l'interface. En revanche la conservation de la densité
électronique a l'interface n’est pas satisfaite. Ceci se traduit par le présence d'un pic
de densité dans le plasma au niveau de l'interface. Pour remédier a ceci, nous con-
sidérons une nouvelle description conduisant a un modele quasi-neutre a courant non
nul dans le plasma couplé au modele de Child-Langmuir pour le faisceau. Le couplage
est alors réalisé en étudiant un modele de transmission a l'interface. Nous étudions
ce nouveau modele d'un point de vue mathématique et numérique. Ceci nous permet
de déterminer la zone de validité du modele quasi-neutre a courant non nul. Les
simulations numériques montrent une tres bonne concordance avec les résultats du
modele bifluide Euler-Poisson en une dimension d’espace. Nous proposons de plus,
des extensions de ses travaux au modele bifluide Euler complet-Poisson ainsi qu’au
cas bidimensionnel.

Malheureusement, les simulations numériques du cas test d’expansion de plasma,
nécessitent de décrire un régime au voisinage de l'interface en dehors du domaine de
validité du modele asymptotique présenté dans le Chapitre 3. C’est pourquoi nous
envisageons une deuxieme approche présentée dans le Chapitre 4. Dans ce chapitre
nous proposons une discrétisation du modele bifluide Euler-Poisson, asymptotique-
ment stable et consistante dans la limite quasi-neutre. Ce nouveau schéma permet
de n’utiliser qu’'un seul modele pour décrire a la fois les zones quasi-neutres et non
quasi-neutres du plasma. De plus, tout en ayant un cotit similaire a celui des schémas
classiques, il n’est pas soumis aux contraintes numériques quasi-neutres. Il n’est donc
plus nécessaire de suivre I'interface entre les zones. Nous montrons le bon comporte-
ment de ce schéma dans toutes les zones, en réalisant des simulations numériques
et en étudiant sa stabilité sur un modele un fluide Euler-Poisson linéarisé autour
d’une solution constante. Nous étudions de plus un probleme de couche limite au
point d’injection du plasma. En effet, nous montrons numériquement que des con-
ditions aux limites mal préparées au régime quasi-neutre génerent des contraintes
numériques tout aussi séveres que celles dont on s’est affranchi avec le nouveau
schéma. L’établissement et I’analyse d'un probléeme de couche limite permettent alors
de déterminer des conditions aux limites préparées au régime quasi-neutre. Ces condi-
tions aux limites sont testées avec des simulations numériques du cas test d’expansion
de plasma précédemment décrit. Elles montrent que toutes les contraintes numériques
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sont levées.

Le dernier chapitre de ce mémoire présente des travaux réalisés autour de descrip-
tions cinétiques de particules. Tout d’abord nous étudions un probléeme de particules
confinées contre une surface par un potentiel. A partir d'une description cinétique,
nous dérivons un modele asymptotique moins cotuteux que le modele cinétique orig-
inel. Cette dérivation est faite de maniere rigoureuse dans le cas de particules non
chargées et de maniere formelle pour le cas couplé avec I’équation de Poisson. Nous
illustrons ce travail par des simulations numériques d’un probleme de décharge pri-
maire rencontré dans I’étude de phénomenes d’arcs électriques sur les panneaux so-
laires des satellites. Enfin, je termine ce mémoire, par I’étude mathématique d’un
modele diphasique simplifié. Ce modele décrit le transport de gouttelettes dans un
gaz. Il est constitué d'une équation de Vlasov pour les gouttelettes, couplée a une
équation de Burgers pour le gaz. Nous avons étudié I'existence, I'unicité et les limites
des solutions des différents systemes avec viscosités.

1.2 Liste de publications

1.2.1 Articles ou comptes rendus de conférences tirés de la these
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Chapitre 2

Résumé du travail de these :
analyse numérique de schémas
volumes finis

Durant ma these, je me suis intéressée a ’analyse numérique de schémas volumes finis
pour des équations elliptiques et hyperboliques sur des domaines bornés. L’originalité
de mon travail réside dans le traitement des conditions aux limites ainsi que dans le
traitement du couplage elliptique-hyperbolique.

Les schémas volumes finis sont depuis longtemps utilisés dans l'industrie, no-
tamment dans l'industrie pétroliere. Ils sont particulierement bien adaptés a la
discrétisation d’équations de conservation. Le principe de ces schémas est le suiv-
ant. On se donne un ensemble de mailles (ou volumes de contréle). A chaque maille
est associée une inconnue, on obtient alors autant d’équations que d’inconnues en
intégrant I’équation a discrétiser sur chaque volume de controle. Cette intégration
fait apparaitre des termes d’échange entre volumes. On discrétise ces derniers par
différences finies.

Je me suis tout d’abord intéressée a un probleme constitué d’une équation hyper-
bolique linéaire couplée a une équation elliptique linéaire en dimension quelconque.
Ce systeme est discrétisé a l'aide d’un schéma volumes finis “a quatre points” pour
I'équation elliptique, étudié dans [26], et du schéma décentré amont pour ’équation
hyperbolique. Je montre alors la convergence de la solution approchée vers la solu-
tion exacte du systeme. Pour cela, j’établis pour I’équation elliptique, une estimation
d’erreur en norme H'! discréte de 'ordre de Az, ott Az est la taille du maillage. De
plus, a 'aide d’inégalités discretes de Sobolev, j'établis des estimations d’erreurs en
norme L" du domaine, pour tout r tel que 1 < r < 4o00. Pour I'équation hyper-
bolique, je montre la convergence dans L* faible-x de la solution approchée vers la
solution exacte. Ce travail a été publié dans [Th1].

Je me suis ensuite intéressée, en collaboration avec Sophie Verdiere, a un probleme
d’écoulement diphasique en milieu poreux. Ce travail est publié dans [Th2]. Le
modele consiste en une équation elliptique linéaire couplée a une équation hyper-
bolique non linéaire. Les parametres de ce probleme sont donnés par les géophysiciens
comme des fonctions constantes sur chaque maille d'une grille fine. Cette grille peut
étre composée de plusieurs millions de cellules. La discrétisation de I’'équation ellip-
tique conduit a un systeme linéaire trop important pour étre résolu sur le maillage fin.
C’est pourquoi, cette équation est discrétisée sur une grille plus grossiere. Toutefois,
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afin de conserver l'information donnée sur la grille fine, ’équation hyperbolique est
résolue sur celle-ci. On a alors, une méthode dite de double maillage. Puisque les
équations sont couplées, il est nécessaire de reconstruire une partie de I'information
sur le maillage fin a partir des valeurs connues sur le maillage grossier. Nous étudions
deux méthodes de reconstruction. Dans le cas d’un modele linéaire simplifié, nous
montrons la convergence du schéma. De plus, pour le systeme non linéaire, nous
effectuons des simulations numériques sur des problemes physiques plus complexes.

Dans [Th3], on consideére une équation de convection-diffusion avec des conditions
aux limites de type Dirichlet, Neumann ou Fourier. On discrétise cette équation
sur un maillage dit de Voronol (incluant le cas des triangles ou des rectangles). En
supposant la solution exacte au moins dans H2, on montre une estimation d’erreur en
norme H} discréte du domaine ainsi que L? discrete du bord. Des inégalités discretes
de Sobolev, nous permettent alors, d’établir une estimation d’erreur en norme L? du
domaine. Ce travail a été réalisé en collaboration avec Thierry Gallouét et Raphaele
Herbin.

J’ai alors considéré le cas ou I'équation hyperbolique est non linéaire et posée sur
un domaine borné. L’équation est discrétisée avec un schéma volumes finis général.
A Daide d’estimations L*® et “BV faible”, je montre que la solution approchée con-
verge dans L™ faible-x vers une solution processus entropique du probleme. Cette
notion, introduite dans [21] pour le cas sans conditions aux limites, est construite
a partir de la fonction de répartition d’une mesure de Young. Lorsque la solution
exacte est a variations bornées, on montre que cette solution processus est en fait
la solution entropique du probleme en utilisant une technique introduite par S.N.
Kruzkov dans [30]. De plus, pour un cas particulier de flux, on montre des estima-
tions d’erreurs en norme L' de l'ordre de Az'/* ot Az est la taille du maillage. Ce
travail est publié en partie dans [Th4].
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Chapitre 3

Couplage de modeles pour un
probleme d’expansion de plasma

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, je décris la modélisation mathématique et numérique de I’expan-
sion d'une bulle de plasma quasi-neutre dans ’espace séparant deux électrodes. Ce
travail a été publié dans [N2], [N3], [N4], [A1], [A2], [A5], [A6] et [CR2]. Il a été
réalisé en collaboration avec Pierre Crispel, Pierre Degond, Kim-Claire Le Thanh et
Céline Parzani dans le cadre de deux projets industriels et a fait ’objet de plusieurs
contrats.

Le premier projet concerne I’étude de diodes a forts courants et a été proposé par
Franck Assous, Jacques Segré et Kim-Claire le Thanh du CEA de Bruyeres le chatel.
Il a couvert la période de 2001 a 2004. Le deuxieme projet nous a été proposé par
Jean-Pierre Catani et Denis Payan du CNES et Jean-Francois Roussel de I’Onera de
Toulouse. Il a couvert la période de 2003 a 2005 et concerne les phénomenes d’arcs
électriques sur les panneaux solaires des satellites.

Les scenari physiques de ces deux phénomenes sont identiques, seuls les ordres
de grandeurs des quantités changent. Dans chacun des deux cas, on considére deux
électrodes planes. Un plasma est injecté a partir de la cathode. La bulle de plasma
subit une détente thermique dans l'espace entre les deux électrodes. Au cours de
la détente, des électrons, attirés par le potentiel positif de ’anode, sont émis dans
I’espace entre l'interface plasma-vide et ’anode. Ils forment un faisceau électronique
dans le “vide”. Le plasma est supposé totalement ionisé et constitué d’électrons et
d’une seule espece d’ions. On utilise une description fluide et le point de départ de
la modélisation est le modele bifluide Euler-Poisson donné par

m; (at(niui) + 895(7%%2)) + 0upi(ni) = —en; 0p¢, (3
One + Oz (neue) = 0, (3.
Me (8t(neue) + 8x(neu§)) + 0ppe(ne) = ene 0.0, (3

(3

—0%,6 = —(n; —n,),
€0

ou t est le temps, x est la variable d’espace et ou les quantités relatives aux ions sont
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indicées par ¢ et celles relatives aux électrons par e. Pour j = ¢ ou e, on note m;
la masse des particules j, n; leur densité, u; leur vitesse et p; leur loi de pression
supposée adiabatique et donc donnée par p;(n) = C;n% avec C; > 0 et v, > 1.
De plus, e > 0 est la charge élémentaire, ¢ est le potentiel électrique et ¢, est la
permittivité du vide.

Ce modele permet de décrire I’ensemble du dispositif (plasma, interface, faisceau),
en revanche il subit des contraintes numériques trop séveres pour étre utilisé dans les
cas pratiques. Les temps calculs en une dimension d’espace sont déja tres importants
et I'objectif est de simuler des cas en deux voir trois dimensions d’espace. Ces con-
traintes numériques sont liées a deux grandeurs bien connues en physique des plasmas
(voir [7], [28]). Ces grandeurs sont la longueur de Debye et la période plasma, notées
respectivement Ap et 7,. Elle sont données par

Fon T\ /2 A\ 2
Ap = (—60 & O) et Tp = (EOm) ) (3.6)

ou kp est la constante de Boltzmann, ng et Ty sont la densité et la température
typiques dans le plasma.

La longueur de Debye donne ’échelle de la distance a laquelle les interactions
électriques ont lieu dans le plasma. En d’autres termes, si on considere une charge
particuliere ¢ dans le plasma, alors un nuage de charges opposées se forme autour de
cette charge. Ce nuage écrante I'action électrique de la charge ¢ au dela de la dis-
tance Ap. Les charges situées en dehors de la zone d’action n’interagissent donc pas
avec la charge ¢q. La période plasma est liée a ces déséquilibres de charges. Lorsqu'un
déséquilibre est présent (de l'ordre de Ap), des forces électriques de rappels tendent
a ramener les particules vers leur position d’équilibre. Les particules se mettent alors
a osciller autour de cette position. La période de ces oscillations pour les électrons
est donnée par 7,. On peut bien str définir la période d’oscillations des ions en
changeant m. en m,. Mais cette période est bien plus grande que 7, puisque les ions
sont beaucoup plus lourds que les électrons. Dans le probleme physique que nous con-
sidérons ici, les densités sont tres élevées dans la bulle de plasma et ainsi la longueur
de Debye et la période plasma sont tres petites devant les échelles macroscopiques,
c’est-a-dire la taille du dispositif (distance cathode-anode) et le temps final que 'on
désire atteindre.

En pratique, lorsqu’on utilise un schéma classique, la discrétisation en temps doit
résoudre la période plasma sinon une instabilité numérique est générée. Ce résultat
est démontré dans [23] pour le systeme un fluide d’Euler-Poisson linéarisé autour
d’une solution stationnaire. Nous verrons de plus au paragraphe 4.4, que dans notre
probleme, la présence d'une couche limite de taille A\p a la cathode, impose en général
une nouvelle contrainte numérique. La discrétisation en espace doit résoudre la couche
limite pour assurer la stabilité du schéma. Ces contraintes conduisent a des cofits
calculs trop élevés pour permettre la réalisation de simulations numériques en deux
dimensions d’espace.

Deux approches sont envisageables pour dépasser ces limitations. Elles consistent
a s’affranchir soit au niveau de la modélisation, soit au niveau de la discrétisation de
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la résolution des petites échelles Ap et 7,. Nous décrivons la premiere approche dans
ce paragraphe, la deuxieme approche sera développée dans le Chapitre 4.

Dans la premiere approche, décrite ici, on choisit d’utiliser un modele quasi-neutre
dans la bulle de plasma. Ce modele est obtenu comme limite du modele bifluide Euler-
Poisson lorsque la longueur de Debye tend vers 0. Il n’est pas contraint de résoudre
I’échelle 7,. En revanche, il n’est valide que dans la zone quasi-neutre c’est-a-dire la
bulle de plasma. Nous devons donc utiliser un autre modele pour décrire le faisceau
d’électrons. Il faut alors identifier les zones ou chacun des modeles est valide et pour
cela suivre l'interface plasma-vide ou plutot plasma-faisceau. Enfin, il faut connecter
les deux modeles a cette interface.

3.2 Contexte physique et modele d’Euler-Poisson

On commence par décrire le contexte physique des deux projets évoqués dans
I'introduction. Dans une diode plane conventionnelle un fort potentiel est appliqué a
I’anode permettant I’émission d’électrons dans ’espace entre les deux électrodes. Ce
courant extrait est limité par un courant seuil, appelé courant de Child-Langmuir ou
courant limité par charge d’espace, et ceci quel que soit le processus d’émission des
électrons. Cette valeur seuil est inversement proportionnelle au carré de la distance
entre les deux électrodes, voir [31], [14], [18], [19].

Afin de dépasser cette limitation, les industriels ont développé de nouveaux dis-
positifs : les diodes a forts courants. Dans les diodes a forts courants la cathode est
constituée d’'un matériau présentant un réseau de micro-pointes régulierement dis-
posées. Plusieurs types de matériaux sont utilisés parmi lesquels on trouve les cath-
odes en métal-diélectrique, en fibres de carbone ou les cathodes velours, voir [44]. Les
physiciens estiment que deux facteurs peuvent étre a 'origine de 'augmentation du
courant extrait. Ces facteurs sont d’'une part ’augmentation considérable du champ
électrique au niveau des pointes et d’autre part 1’érosion explosive de la cathode pro-
duisant un plasma tres chaud et tres dense, voir [29], [33]. On s’intéresse ici a la
description de la dynamique du plasma dense.

Au cours du temps, le plasma se détend dans l’espace entre les deux électrodes.
L’émission électronique se fait a partir de I'interface plasma-vide. Le plasma étant
quasi-neutre la différence de potentiel cathode-anode se retrouve en quasi totalité en-
tre 'interface plasma-vide et ’anode. L’interface plasma-vide joue le role de cathode
virtuelle. La distance entre la cathode (virtuelle) et 'anode diminuant, le courant
extrait augmente.

Décrivons maintenant le contexte physique des phénomenes d’arcs sur les satel-
lites. Afin de s’alimenter en énergie, les satellites sont dotés de panneaux solaires
constitués de chaines de cellules photoélectriques. Chaque chaine est composée de
plusieurs dizaines de cellules mises en série, et délivre des tensions de I'ordre de cin-
quante Volts. Ces chaines sont ensuite reliées en parallele afin d’obtenir les puissances
voulues. Pour augmenter la puissance des satellites, et ainsi répondre aux besoins
de leurs clients, les constructeurs sont amenés a augmenter le nombre de cellules par
chaine passant a soixante-dix voir cent Volts.
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Or, lorsque cette tension dépasse le seuil de cinquante Volts, des phénomenes
d’arcs électriques apparaissent. Ces derniers sont parfois suffisamment importants
pour court-circuiter la chaine concernée et le satellite subit alors des pertes d’énergie
importantes.

Le scénario physique du claquage se décompose essentiellement en trois grandes
étapes. La premiere phase est I'apparition d’une décharge électrostatique dite pri-
maire au niveau d’'une partie métallique d’une cellule. Le dépot d’énergie en résultant
provoque un échauffement intense du matériau, lequel se vaporise et s’ionise tres rapi-
dement formant un plasma chaud et dense. Ce plasma se détend dans I'intervalle entre
deux cellules électriques portées a différents potentiels. Lorsque le plasma a connecté
les deux cellules, I'arc électrique peut s’établir. On s’intéresse ici a la transition de
la décharge primaire vers ’arc électrique c’est-a-dire la phase d’expansion du plasma
dense.

Le modele de départ est le modele bifluide Euler-Poisson (3.1)-(3.5) pour = € [0, L]
et t > 0 ou L est la distance entre les deux électrodes. On compléte ce systeme par des
conditions initiales et aux limites. On suppose qu’au début du processus le domaine
est vide de plasma. On pose donc n;|;—g = neli=0 = 0. La cathode et I’anode sont
respectivement situées en x = 0 et x = 1, ainsi

Ole=o=0, et Plamo=¢r>0. (3.7)

Enfin, pour les quantités fluides, en x = L, on suppose qu’on est dans un régime
supersonique et donc aucune condition aux limites n’est nécessaire. En x = 0, on
considere qu’un plasma quasi-neutre avec des vitesses identiques pour les ions et les
électrons, est présent en dehors du domaine pour x < 0. Les conditions aux limites
sont alors données par

(ni7ui)(07t) = (niO’uiO)(t)’ (nevUE)(()?t) = (neOaueO)(t)v (38)

pour tout ¢ > 0 et ot (g, uip) €t (Neo, Ueo) sont donnés par la résolution de probléemes
de Riemann ionique et électronique ou les états gauches sont identiques et donnés par
(ng, ug) qui caractérise le plasma quasi-neutre présent en dehors du domaine pour = <
0. Les états droits sont donnés par (n;e, u; ) (0%, t) = lim, o+ (Nie, uie)(x, ).

3.3 Modeles asymptotiques unidimensionnels

Je résume ici les travaux publiés dans [N2], [N3] et [A1l]. Je rappelle que le
modele (3.1)-(3.5), (3.7), (3.8), est valide dans tout le domaine : bulle de plasma et
faisceau, mais il est contraint a résoudre 1’échelle de la période plasma. Le but est
donc de dériver un modele valide dans chaque zone non contraint a résoudre cette
petite échelle. Pour cela on commence par adimensionner les quantités physiques
dans (3.1)-(3.5). Le choix des adimensionnements va différer dans chacune des deux
zones puisque celles-ci ont des caractéristiques physiques tres différentes.

On commence par donner I’adimensionnement dans la zone de plasma. On choisit
les grandeurs suivantes pour adimensionner le probleme : la taille du domaine L
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pour I’échelle d’espace, les densité et vitesse caractéristiques données par ng et ug, le
temps to = L/ug, la pression ionique py = ngm; u2 et le potentiel d’anode ¢;. Les
variables adimensionnées sont alors définies par ¥ = x/L, t = t/to, Nie = Nie/No,
Uie = Uie/Uos Die(Nie) = Pie(Nie)/po €t ¢ = ¢/ér. On note X:(f) la position, en
variables adimensionnées, de l'interface plasma-faisceau pour tout ¢ > 0. En omettant
les “tildes”, on obtient pour tout x € [0, X (¢)] et tout ¢ > 0

n; + Oz (niu;) = 0, O (niu;) + (9m(nzuz2) + Oupi(ni) = -z 1 ¢7 (3.9)
2 Ne am¢
One + Op(neue) = 0, & (Fp(neue) + 0p(neul)) + Oppe(ne) = r— (3.10)
—A02. 0 = (n; —n,), (3.11)
ol ¢, n et A sont trois parametres sans dimension donnés par
6_% _miu(2) \ = €0L epr,
T T e T e 2 e (g L))

[ls mesurent respectivement le rapport des masses des électrons et des ions, le rapport
de I’énergie thermique et de I’énergie potentielle et le rapport de 1’énergie potentielle
due a la différence de potentiel appliquée et de I’énergie potentielle due aux interac-
tions Coulombiennes (voir [7]).

On se place dans le cas ou A est d’ordre un et 7 est tres petit. Ces valeurs corre-
spondent a celles observées dans les diodes a forts courants (voir [50]). En pratique, €
est petit mais ne peut pas étre négligé. En effet, méme si 'inertie des électrons est pe-
tite, ils subissent des accélérations tres fortes. Ainsi, on considére € comme une quan-
tité d’ordre un. Notons que la longueur de Debye adimensionnée, c¢’est-a-dire le rap-
port entre la longueur de Debye et 1’échelle de distance macroscopique L, est donnée
par /An. De plus, la période plasma adimensionnée, c’est-a-dire le rapport entre la
période plasma et ’échelle de temps macroscopique ty, est donnée par /e An. Ainsi, n
petit conduit a une longueur de Debye et une période plasma petites également.

Dans la zone de faisceau il n’y a plus que des électrons, les grandeurs choisies
pour 'adimensionnement sont les mémes pour les variables d’espace et de temps
ainsi que pour la densité, le potentiel et la pression. FEn revanche, les électrons
étant accélérés par le champ électrique, on s’attend a des énergies de l'ordre de
I’énergie potentielle e¢y. Ainsi, on choisit d’adimensionner la vitesse électronique
par y/e¢pr/me. On pose alors 4, = VEMN Ue OU U, est la vitesse adimensionnée dans
la zone de plasma. On obtient le modele Euler-Poisson dans la zone de faisceau

(X (#),1] :

VEN One + Oy (netie) =0, —A\O2 = —n,, (3.12)
e (VEN O(netie) + Os(neti?)) + endppe(ne) = enedyd, (3.13)

avec les conditions aux limites en x = X (t) telles que n., 4., ¢ se raccordent aux
valeurs correspondantes des quantités calculées a 'aide du modele bifluide adimen-
sionné dans la zone de plasma. Remarquons en particulier que puisque u, = O(1)
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dans la zone de plasma, on a te|,—x ) = (en)"*ueloex@y = O((en)'/?) — 0 lorsque 7
tend vers 0. De méme ¢ — 0 dans la zone de plasma, et donc ¢|,—x ) — 0 lorsque 7
tend vers 0. De plus, on rappelle que ¢|,—; = 1.

On est alors en mesure d’établir un modele asymptotique pour chaque zone. On
commence par la zone de faisceau.

3.3.1 Modele asymptotique dans le faisceau

Le modele asymptotique pour le faisceau est commun aux références [N2], [N3]
et [A1].

On note n!, u?, ¢" une solution du systéme (3.12), (3.13) assorti des conditions aux
limites spécifiées ci-dessus. La limite formelle  — 0 est analysée dans la proposition
suivante basée sur les résultats établis dans [14] et [18].

Proposition 3.1 Lorsque n — 0, nl!, u!, ¢" convergent vers n., ., ¢, solution du
probléme de Child-Langmuir dans [X(t),1] :

am<neae) = O, ax(ne’&z) = Ne &Egb, —)\agx(b = N,

avec les conditions auz limites tUe|,—x@) = 0, @lo=x@) = 0, ¢loz=1 = 1. On note
Je = nelie. Alors, j. ne dépend pas de x sur [X(t),1]. On introduit le courant de

Child-Langmuir :
4v/2X

9(1—X(t)*

Alors, pour toute valeur j. € [0, jor(t)], il existe une solution unique ne, e, ¢, avec ¢
strictement positif sur | X (t),1], donnée par n, = jo/\/2¢, tie = \/2¢. Le potentiel ¢
est déterminé implicitement par

Jer(t) = (3.14)

/¢(fv,t) dip B
0 \/(am¢|x:X(t))2 + 2\/§ A_lje\/a

z— X(t). (3.15)

La connaissance de Op¢|,—x) et la condition aux limites en x = 1 sur le potentiel
donnent implicitement j. en écrivant (3.15) en x = 1. Il n’y a pas de solution
si jo € [0,7cn(t)] et jo € [0,jcr(t)] correspond a un champ électrique a linterface
Op@ls=xw € [0,1/(1 — X)]. En particulier, pour 0,¢|,—xu) = 0, on est dans un
régime de courant mazimal et j, = jor(t) et ¢ = ((x — X) /(1 — X))*/3.

En retournant dans les variables adimensionnées dans le plasma, le flux électronique 7,

et le courant de Child-Langmuir jor sont donnés par j. = (en)~"%j, et jor =

(577)_1/250L-

3.3.2 Modele asymptotique dans le plasma et connexion a l’interface

Le modele asymptotique pour le plasma ainsi que le modele de connexion a
I'interface plasma-faisceau different dans les références [N2] et [N3], [A1].
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Dans [N2], on suppose que la limite du courant, lorsque n — 0, est nulle dans le
plasma, c’est-a-dire que les vitesses ionique et électronique sont identiques. Si nzi,
ug; et ¢" sont solutions de (3.9)-(3.11), la limite formelle n — 0 donne n!;, — n,
uZZ — u et ¢ — 0. La densité quasi-neutre n et la quantité de mouvement totale

(14 ) nu satisfont le modele d’Euler isentropique classique sur [0, X (¢)]

(1+¢) (B(nu) + 0s(nu?) + 9, (s (n) + pe(n)) = 0. (3.16)

{ o+ Oy(nu) =0, o(z) =0,
Le couplage et la fermeture des modeles de Child-Langmuir pour le faisceau (donné
dans la Proposition 3.1) et d’Euler isentropique classique pour le plasma se fait de la
maniere suivante.

Proposition 3.2 On suppose que l’asymptotique quasi-neutre reste valide jusqu’a
Uinterface X(t), que la densité électronique est continue a travers linterface tan-
dis que la vitesse électronique est discontinue. On fait de plus les hypotheses d’une
émission €Electronique dans un régime de courant mazximal dans le faisceau et qu’une
force de pression de réaction, concentrée a l'interface, est exercée sur le plasma par
le faisceau. L’état a gauche est donné parne_ =mn,_ =n_, uj_ =Ue_ =u_, ¢p_ =0
et (¢.)- =0, et U'état droit par ne, = n_, niy =0, Nepter = jor €t (¢z)+ = 0 0U
pour toute fonction f, on note fi = lim, x4+ f, de plus n_ et u_ sont les valeurs a
gauche de X (t) de la densité et de la vitesse du plasma données par le modeéle quasi-
neutre (3.16). La valeur jor est donnée par jor = (en)™Y%jor ot jeor est défini
par (3.14). Alors, la vitesse de linterface et la pression de réaction exercée sur le
plasma par le faisceau sont données par

= —ul,  (pitp)(nl)=cjcr (‘f—L — u_> +pe (n-).

La démonstration de ce résultat repose sur le passage a la limite n — 0 dans les
relations de Rankine-Hugoniot écrites sur les conservations de la densité ionique et
de I'impulsion totale.

Nous avons réalisé des simulations numériques avec des valeurs s’approchant de
celles données dans les diodes a forts courants. Nous comparons le modele bi-
fluide Euler-Poisson (3.9)-(3.11) valide dans tout le domaine, au modele asymp-
totique constitué du modele d’Euler isentropique classique (3.16) pour la zone de
plasma et du modele de Child-Langmuir dans le faisceau, connectés par les relations
établies dans la Proposition 3.2. La discrétisation est de type volumes finis avec un
solveur HLLE (voir [51]) ou un solveur polynémial de degré 2 (voir [17]) qui sont
des solveurs d’ordre 1 de type Roe. Nous utilisons un maillage uniforme en espace
(Az =constante) sauf au voisinage de l'interface plasma-faisceau ou le maillage suit
Iinterface. Ceci nous permet de prendre en compte la pression de réaction puisque le
long de cette interface le flux est donné par la pression totale. La vitesse de 'interface
est donnée par la vitesse dans la derniere maille non vide de plasma. La discrétisation
est détaillée pour un modele similaire dans [A1]. On fixen = 1074, A = 1073, & = 0.5,
Ci=C.=1,7v =7 =2et Az =2 x 10~*. Notons que ces parametres donnent une
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longueur de Debye et une période plasma adimensionnées respectivement données
par vAn ~32x 1074 et v/eAn ~ 2.2 x 107

La Figure 3.2 montre que le modele de Child-Langmuir dans le faisceau est valide.
En effet, apres l'interface les résultats du modele bifluide Euler-Poisson coincident
avec ceux du modele de Child-Langmuir. En revanche, la Figure 3.1 montre que
le modele d’Euler isentropique dans le plasma présente plusieurs défaillances. Tout
d’abord on constate la présence d’un pic de densité avant l'interface non présent dans
les résultats du modele bifluide Euler-Poisson. Ceci est lié a I’hypothese de courant
nul dans le plasma qui implique une contradiction physique importante. En effet,; la
conservation de la densité électronique n’est pas satisfaite au travers de l'interface.
Le bilan de masse n’est donc pas correct a 'interface et la quantité d’électrons dans
le plasma est surévaluée. De plus, nous avons été obligés de pénaliser le terme de
pression de réaction a 'interface. En effet, sans cette pénalisation le terme de pression
est trop fort et 'interface prédite par le modele asymptotique est en retard par rapport
a la position de 'interface donnée par le modele bifluide.

P E}uige ionique
FJuide ionigue 1/ - Flude quasi-neutre
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Figure 3.1: Densité et vitesse adimensionnées du fluide ionique issues des modeles
bifluide et quasi-neutre : quantités observées entre la cathode x = 0 et I'interface aux
temps adimensionnés ¢t = 0.07, t = 0.15 et t = 0.24.
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Figure 3.2: Densité et vitesse adimensionnées du fluide électronique issues des modeles
bifluide et de Child-Langmuir : quantités observées entre l'interface x = X(t) et
I’anode z = 1 aux temps adimensionnés t = 0.07, ¢ = 0.15 et t = 0.24.

Toutes les défaillances du modele précédent nous ont donc amenés naturellement
a considérer dans [N3] et [A1] une autre modélisation pour la zone de plasma ainsi
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que d’autres conditions de raccord. Tout d’abord, on suppose un courant non nul
dans le plasma donc des vitesses ioniques et électronique différentes. Notons toutefois
que la limite donnant la quasi-neutralité n; = n., la conservation des densités ioniques
et électroniques donnent un courant, j = n; u; — ne u, constant. Dans [N3] et [A1],
on établit le résultat formel suivant.

Proposition 3.3 Si nl, n!, ul, u], ¢" sont solutions de (3.9)-(3.11), la limite
formelle n — 0 dans [0, X (t)], donne

n 0 " n ; U
nlin! —n, u —u, ul —u-—j/n, ¢"—0,

oun, u, j et ¢ sont solutions du modele quasi-neutre a courant non nul suivant :

om+0,(nu) =0, 0,j=0, ¢=0, (3.17)
2

(1+¢) (8s(nu)+0.(nu?)) + 0, (pi(n)+pe(n)) + £ 0, (—2uj+‘%) =cdyy. (3.18)
Le courant j est a ce stade inconnu et sera spécifié plus tard, au cours de la connexion
des deux modeles. Sa valeur dépend de I’émission électronique dans le faisceau et donc
du modele de Child-Langmuir. Notons de plus que ’analyse formelle n’assure pas qu’a
la limite les conditions aux bords soient encore satisfaites, nous faisons I’hypothese,
ici, que ceci est vrai pour la densité quasi-neutre et la vitesse des ions. Nous verrons
dans le Chapitre 4 que la présence d’une couche limite a la cathode transforme les
conditions aux bord. D’ailleurs, remarquons que si j # 0, les conditions pour u! sont
perdues a la limite, puisque u¢|,—0 = 1 — j # 1. Ce qui confirme la présence de la
couche limite.

Dans (3.18), le terme de flux additionnel (par rapport au modele isentropique clas-
sique), € 0, (—2uj + j?/n), traduit la quantité de mouvement perdue due & I’émission
des électrons dans le faisceau, comme le recul d’un fusil lorsqu’on tire une balle.

Sij # 0, le systeme (3.17), (3.18) n’est pas inconditionnellement hyperbolique.
Dans le cas v; = 7. = 7, ce systeme est strictement hyperbolique si et seulement si
la densité du plasma n satisfait la condition n > ng(j) ou

o 2 1)
w0~ (romars) (8.9

Dans le domaine d’hyperbolicité n € [ng(j),00), les vitesses caractéristiques sont
données par

£ n (’y(cl- +co)n ! £ 52 )1/2
2n2 :

1+¢e)n a

= U —
fet ( 1+ e 1+e)

Notons enfin que la zone de plasma est caractérisée par la présence des ions, ainsi
I'interface plasma-faisceau X (t) avance a la vitesse des ions u.

Il reste a connecter les deux modeles et en particulier a spécifier le courant a
I'interface, puisque je le rappelle celui-ci est pour l'instant inconnu dans la zone de
plasma mais aussi dans la zone de faisceau (sa valeur étant déterminée par le champ
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électrique a linterface). Mais avant cela, il faut savoir combien de relations sont
nécessaires pour avoir un probleme bien posé dans la zone de plasma. Le probleme
de connexion a l'interface est en fait un probleme de conditions aux limites ou la
limite bouge. Pour déterminer combien de conditions aux limites on doit fixer pour
le modele de plasma (3.17), (3.18), il suffit de se placer dans le référentiel de I'interface
et de regarder le signe des valeurs propres dans ce référentiel. Dans ce référentiel les
valeurs propres du systeme sont données par p— — u et pr — u. On se place dans le
cas ou j < 0 puisque I’émission d’électrons dans le faisceau impose que les électrons
sont accélérés a des vitesses plus grandes que celles des ions. On a donc clairement
iy +u > 0 et 'information portée par le champ associé a cette valeur propre est
sortante du domaine [0, X (¢)]. De méme, un calcul simple montre que p— —u > 0 si
et seulement si n < np(j) ou

e Ve |
ne(j) = (ﬁ) > nul). (3.20)

C; + Ce

Ainsi, si n > np(j), on doit imposer une condition aux limites a l'interface, sinon
aucune condition aux limite n’est nécessaire.

En résumé, pour fermer completement le modele asymptotique, il reste a déter-
miner les courants dans les deux zones et a donner une condition aux limites a
I'interface au modele de plasma si la densité est plus grande que np(j). Pour cela
on introduit un probleme de transmission. On reprend le modele bifluide Euler-
Poisson (3.9)-(3.11), seul modele valide des deux cotés de 'interface, et on zoome au-
tour de l'interface en effectuant le changement de variables x — ¢ = (v — X (¢))/n'/2.
On obtient ainsi, un probleme d’interface qui doit connecter a gauche les solutions du
modele quasi-neutre, i.e. en & — —o0, aux solutions du modele de Child-Langmuir a
droite, i.e. en & — +o00. De plus, l'interface étant localisée en £ = 0, on pose n; = 0
pour £ > 0. Enfin, on demande que n; soit continu a travers l'interface puisqu’il
est classique qu'un choc ne peut pas border le vide, voir [51]. On montre le résultat
suivant.

Proposition 3.4 Si v > 2, il existe une solution (réguliére ou non) du probléeme
d’ondes progressives connectant le plasma au faisceau telle que n. est bornée, n; =0
au dela de l'interface et n; est continue a travers l’interface si et seulement si

. . dX . .
J = —Jes U = % ) n_ e [nH(j)7 nP(j)] ) (321>
ot u— = limy_,x- u(z,t), no = limy_xu)- n(x,t), u et n étant respectivement la

vitesse ionique et la densité quasi-neutre dans le plasma. De plus, ngy(j) et np(j)
sont donnés par (3.19) et (3.20).

La condition v > 2 est technique et peut tres certainement étre levée au prix d’une
analyse plus fine. Les relations (3.21) donnent des informations pour la fermeture du
modele. Tout d’abord, elles confirment que la dynamique de la frontiere est pilotée par
les ions. De plus, elles donnent la continuité du courant en imposant que le courant
dans le plasma soit égal au courant dans le faisceau généré par I’émission d’électrons.
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En revanche, la valeur du courant n’est pas déterminée, la seule information que ’'on
ait, est celle donnée par le modele de Child-Langmuir qui impose 0 < j. < jor. Enfin,
la derniere relation donne une contrainte sur la densité dans le plasma a l'interface.
Notons au passage qu’il est remarquable que les valeurs ny et np précédemment
rencontrées apparaissent naturellement dans le probleme de transmission. Ceci con-
firme leur role prédominant dans la zone de I'interface. La derniere condition exprime
que la densité dans le plasma doit etre telle que les deux valeurs propres du modele
quasi-neutre dans le référentiel de l'interface, p_ —u et py —u, doivent étre positives
(voir (3.20)). Le plasma doit donc étre supersonique a l'interface. Cette condition
est bien connue dans les analyses de gaines d’ions (voir [7], [24], [40], [46], [47], [49],
[2] et [25]) et porte le nom de critere de Bohm. Ce critere stipule qu’a la sortie de la
gaine les ions doivent étre supersoniques. Cette condition donne implicitement une
condition aux limites pour le modele quasi-neutre. En effet, si la densité du plasma
a 'interface est subsonique et donc telle qu'une condition aux limites est nécessaire,
on impose, comme condition aux limites, la plus grande valeur permettant de revenir
dans le régime supersonique, c’est-a-dire np(j).

Pour fermer le modele, on affecte une valeur au courant d’électrons j, = —j €
[0, jor]- Puisque cette valeur n’est pas déterminée par I’analyse, on se base sur les
résultats numériques précédemment effectués et on impose un régime de courant
maximal c’est-a-dire j, = —j = jor = (en)"Y?jor ol jer, est donné par (3.14).

Nous avons réalisé des simulations numériques avec les valeurs des parametres
précédemment utilisés dans le cas du modele & courant nul c’est-a-dire n = 1074,
A=103,e=05,C =C. =1, v =7 = 2. Je rappelle que ces parametres don-
nent une longueur de Debye et une période plasma adimensionnées respectivement
données par A1 ~ 3.2 x 107* et /A1 =~ 2.2 x 107*. Nous comparons le modele
bifluide Euler-Poisson (3.9)-(3.11) valide dans tout le domaine, au modele asympto-
tique constitué du modele quasi-neutre (3.17), (3.18) pour la zone de plasma et du
modele de Child-Langmuir dans le faisceau, connectés par les relations données ci-
dessus. La discrétisation est de type volumes finis avec un solveur HLLE (voir [51])
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Figure 3.3: Densité et vitesse des ions donnés par le modele bifluide Fuler-Poisson
(trait plein) et par le modele quasi-neutre a courant non nul (pointillés). Les valeurs
sont observées entre la cathode x = 0 et 'interface plasma-faisceau x = X () aux
temps adimensionnés ¢t = 0.04, t = 0.07 et ¢t = 0.1.
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ou un solveur polynémial de degré 2 (voir [17]) qui sont des solveurs d’ordre 1 de
type Roe. Nous utilisons un maillage uniforme (Ax =constante) sauf au voisinage
de linterface ou le maillage suit l'interface. Pour le modele bifluide, on utilise un
pas d’espace donné par Az < 2.107* alors que pour le modele asymptotique le pas
d’espace est Az = 1073. La Figure 3.3 montre la densité et la vitesse ionique dans
la zone de plasma [0, X (¢)] pour différents temps. On constate que le modele quasi-
neutre a courant non nul donne la bonne position de l'interface ainsi que les bons
profils de densité et vitesse. Sur la Figure 3.4 a gauche, je présente le potentiel
électrostatique donné par les modeles bifluide et de Child-Langmuir. On constate,
comme précédemment, que le modele de Child-Langmuir est valide dans la zone de
faisceau. Enfin, la Figure 3.4 montre a droite, le courant donné par le modele bi-
fluide Euler-Poisson et le courant de Child-Langmuir. On voit que le courant de
Child-Langmuir donne une tres bonne approximation du courant dans le domaine
sauf dans l'interface. En effet, le courant donné par le modele bifluide présente un
pic au niveau de l'interface. Ce pic peut s’expliquer grace a la solution du probléeme
de transmission. Celle-ci satisfait n.(u, — o) = je, ni(u; —o) =0, ou j. et 0 = dX/dt
sont indépendant de z. Ainsi, j = nu; — neue = —Jje + (n; — ne)o et j est, a une
constante pres, proportionnel a n; —n.. L’analyse de la monotonie de n; — n. comme
fonction de z montre que son comportement est le méme que celui observé sur la
Figure 3.4 a droite.
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Courant j = n;u; — nele
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Figure 3.4: Potentiel (a gauche) et courant (a droite) calculés par le modele biflu-
ide Euler-Poisson (trait plein) et par le modele de Child-Langmuir (pointillés). Les
valeurs sont observées aux temps adimensionnés ¢t = 0.04, t = 0.07 et t = 0.1.

Ainsi, le modele asymptotique donne une bonne approximation du modele bifluide
originel pour un faible cotit. En revanche, nos simulations numériques s’arétent en
dehors du domaine d’hyperbolicité du modele quasi-neutre a courant non nul c’est-
a~dire lorsque la densité passe en dessous de la valeur critique ny définie par (3.19).
Or, cette valeur est atteinte et dépassée par le plasma au dela du temps adimensionné
t = 0.116. Sur la derniere maille avant l'interface la condition d’hyperbolicité n’est
plus satisfaite et le modele quasi-neutre s’arréte. Ce probleme est indépendant de
la taille du maillage en espace et en temps. Nous ne sommes donc pas capables de
simuler des temps au dela de t = 0.116 avec le modele asymptotique. Afin de chercher
une réponse a ce probleme, on introduit dans [N4] et [A2] d’autres formulations du
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modele quasi-neutre a courant non nul. Je détaille ce travail dans le paragraphe
suivant.

3.4 Différentes formulations du modele a courant non nul

Je décris ici les travaux publiés dans [N4] et [A2] dans lesquels on étudie plusieurs
formulations du modele quasi-neutre & courant non nul afin (entre autres) de lever la
perte d’hyperbolicité rencontrée dans les simulations numériques présentées ci-dessus.

On part du modele bifluide Euler-Poisson (3.9)-(3.11). Remarquons tout d’abord
qu’en redimensionnant le potentiel, c’est-a-dire en changeant ¢ en n¢, on fait ap-
paraitre la longueur de Debye, et donc la limite quasi-neutre, de maniere explicite
dans le systeme. En effet, on obtient

O + V.(neue) =0, Or(nete) + V.(nete @ ue) + Vpe(ne) /e =n.Vo/e, (3.23)
MAG = n; — ne, (3.24)

olt p;e(n) = C;.ne. On rappelle que A\},/L* = A ot A\p est la longueur de Debye
donnée par (3.6) et L est I'échelle de longueur macroscopique.

On se place en dimension quelconque, car nous cherchons a étudier le caractere
bien posé des formulations du modele quasi-neutre en dimensions supérieures a un. La
limite quasi-neutre An — 0 de ce systeme donne formellement les équations (3.22)-
(3.23) assorties de la contrainte de quasi-neutralité n; = n.. De ce systeme nous
déduisons trois formulations du modele quasi-neutre a courant non nul.

La premiere formulation, que nous appelons formulation 2-fluides contraints est
obtenue en remarquant que la contrainte de quasi-neutralité n; = n, est équivalente
(si la quasi-neutralité est vérifiée a I'instant initial) & la contrainte d’un courant &
divergence nulle. Cette formulation est donc donnée par (3.22), (3.23) et

V.(nju; — neue) = 0. (3.25)

L’équation (3.25) est une contrainte permettant de calculer le potentiel ¢. Nous
verrons au Chapitre 4 qu’on peut établir une équation elliptique pour le poten-
tiel. La deuxieme formulation du modele quasi-neutre a courant non nul, appelée
formulation 1.5-fluides est obtenue a partir de la formulation 2-fluides contraints.
Elle consiste tout d’abord a tirer partie de la quasi-neutralité et donc a ne garder
qu'une équation pour la densité dans le plasma, notée n = n; = n.. On écrit
alors la conservation de la quantité de mouvement totale en gardant la vitesse ion-
ique comme inconnue u; et en introduisant la variable courant donnée par j =
n;u; — nee. Enfin, on écrit une équation sur le courant obtenue en faisant la
différence des équations de conservation de quantités de mouvement. On reporte
au second membre les termes non classiquement présents dans les équations d’Euler
en les traitant comme un terme de force issu d'un potentiel noté ¢ et donné par
v =—(pi(n)/(vi—1)—p.(n)/(e(ye —1))) — (1 4+ 1/e) ¢. La formulation 1.5-fluides
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est donnée par

o+ V.(ny;) =0, (3.26)
(1 +¢€) [0(nu;) + V.(nu; @ u;)] + V(p; + pe) = enVip, (3.27)
0j+V. (i ®j+j@u —j®j/n)=nVi, (3.28)
V=0 (3.20)

Le nouveau “potentiel” 1) est scalaire et est déterminé par la contrainte de courant
a divergence nulle (3.29). Comme précédemment une équation elliptique peut étre
déduite pour le calculer explicitement. L’opérateur associé aux membres de gauche
des équations (3.26)-(3.28) est hyperbolique mais pas strictement hyperbolique. Si
la dimension d’espace d = 1, on montre facilement que deux valeurs propres peuvent
coincider. Notons enfin pour terminer que 1’équation (3.28) sur j ne découle pas d’une
conservation physique, en particulier lorsque des chocs apparaissent, les relations de
Rankine-Hugoniot ne sont pas nécessairement physiquement vraies.

La formulation 1-fluide, utilisée en une dimension d’espace dans le paragraphe
précédent, s’obtient de la formulation 1.5-fluides en éliminant le “potentiel” ¢, on
obtient

o+ V.(nu;) =0, (3.30)
(1+¢) [Oi(nw;) + V.(nu; @ ug)] + V(pi + pe)

—eV. (4, @j+jQu;, —j®j/n) =cdy, (3.31)
V.j=0. (3.32)

Remarquons que ce modele est mal posé en dimension supérieur a un. En effet, si d
est la dimension de la variable d’espace, on a 2 + d équations pour 1 + 2d inconnues
or 2+d =1+ 2d si et seulement si d = 1. Enfin, je rappelle que ce systeme n’est
que conditionnellement hyperbolique, le domaine d’hyperbolicité est caractérisé par
n > ng(j) ou ny est défini par (3.19).

Le but est de comparer ces différentes formulations afin de choisir la mieux adaptée
a notre probleme. On rappelle que le cas test d’expansion de plasma nécessite le
couplage avec un modele non quasi-neutre pour la description du faisceau. Afin
d’éliminer la part de problemes dus au couplage, on introduit un nouveau cas test.
Il consiste en une perturbation périodique de faible amplitude d’un plasma quasi-
neutre constant parcouru par un courant non nul. Cette configuration est décrite
dans [7] comme génératrice d’une instabilité dite instabilité de Buneman due a la
vitesse de dérive des électrons par rapport aux ions. Pour ce cas test, on sait calculer
des solutions analytiques des modeles bifluide Euler-Poisson et quasi-neutre linéarisés
autour de I’état constant. Ceci offre donc deux champs d’étude. Le premier est le
calcul de zones de stabilité en fonction des parametres pour chaque modele linéarisé a
I’aide d'une analyse modale. Le second est la comparaison des solutions numériques
de chaque modele avec la solution analytique des modeles linéarisés, et 1’étude de la
vitesse de convergence des schémas numériques.

On linéarise donc les modeles bifluide Euler-Poisson et quasi-neutre autour de
I'état constant U° = (n? = 1,n? = 1,4 = 0,u® = up, E° = (—0,¢)° = 0). Notons
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que les différentes formulations du modele quasi-neutre donnent les mémes résultats.
Je rappelle brievement le principe de ’analyse modale. La perturbation initiale est
périodique et supposée développable en série de Fourier. On cherche donc des so-
lutions sous la forme U = U(t) e*? ot k € IR est fixé par la condition initiale et
oit 'on note U = (M;, Mg, Uz, Ue, ). On obtient ainsi un systeme différentiel & co-
efficients constant de matrice A qui dépend de k. Les solutions sont de la forme
U(x,t) = U(0) et e*®. Alors, on dit que le systéme est instable si la norme de U
croit exponentiellement avec le temps c’est-a-dire lorsqu’une des valeurs propres de
A(k) possede une partie réelle positive. De sorte que les modes stables correspondent
a des quantités réelles, il est d'usage de ne pas travailler sur les valeurs propres p
mais plutot sur la pulsation propre w = iu. Les modes instables correspondent alors
a des parties imaginaires de w négatives.
On montre les deux résultats suivants.

Proposition 3.5 La relation de dispersion, c’est-a-dire le polynome caractéristique
de la matrice A, du systéme bifluide Euler-Poisson linéarisé autour de U°, est donnée

par
1 1

w? — TP k? T (w—kup)? — 7. TOk?’
ot TY, = pie(ny,)/nl,. Si de plus T) =0, on a

Ap = (3.33)

- Siu2 > (1+ e ). T2, alors 3k* tel que la solution est instable pour k < k* et
stable pour k > k*.

- Si e TO < u?) < (14 e Y T2, alors Ik, ko tels que la solution est instable
pour k €)ky, ko et stable sinon.

- Siu? < e, TO alors la solution est inconditionnellement stable.
Proposition 3.6 La relation de dispersion du modéle quasi-neutre linéarisé autour
de U°, est donnée par

1 1
w? — TP k2 + e(w—kup)? — 7. TOk*

0= (3.34)

De plus, on a
- Siud, > (1+ e ) (%TP + 7.12), la solution est instable pour tout k.
- Siud < (14 e ) (TP 4+ 4.170), la solution est inconditionnellement stable.

Remarquons tout d’abord que la limite A\n — 0 de la relation de dispersion du modele
bifluide donne celle du modele quasi-neutre. De plus, résoudre (en w) la relation de
dispersion (3.33), revient a chercher les racines d’un polynome de degré 4 alors que
pour le modele quasi-neutre le polynome (3.34), n’est que de degré 2. La limite quasi-
neutre filtre donc deux modes non quasi-neutres pour ne conserver que deux modes
quasi-neutres. De plus, si v; = 7. = 7, la condition u2, < (1+&~ 1) (1T +~.T°) peut

encore s’écrire )
2 v+
e (noup) >
)Y

0= Ny = Ng >
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On retrouve exactement la condition d’hyperbolicité du modele 1-fluide (voir (3.19)).
Cette analyse étant valide pour les trois formulations quasi-neutre, on constate d’ores
et déja qu’il ne sera pas possible de résoudre la perte d’hyperbolicité en changeant
de formulation. En effet, la condition d’hyperbolicité du modele 1-fluide coincide
exactement avec la stabilité linéaire, et donc la validité, du modele quasi-neutre a
courant non nul. Dans le cas test d’expansion de plasma, cette instabilité apparait
pres de l'interface lorsque celle-ci est suffisamment avancée dans le domaine. Notons
que plus l'interface est pres de ’anode, plus le courant est important. En effet, la
différence de potentiel se retrouve en quasi totalité dans ’espace interface-anode.
Ainsi, plus cette distance est petite, plus le champ électrique est grand et donc plus
I’émission électronique, et donc le courant, sont importants. Dans ces conditions les
modes non quasi-neutres sont tres certainement excités, ce qui ne peut pas étre décrit
par le modele quasi-neutre.

Nous avons effectué des tests numériques sur les modeles non linéaires qui con-
firment ces résultats. Tout d’abord, afin de sélectionner la meilleure formulation du
modele quasi-neutre lorsqu’il est valide, nous comparons celles-ci pour un cas test de
perturbation périodique correspondant a un cas stable pour tous les modeles. Les
parametres sont issus de la physique d’arcs dans les plasmas (voir [9], [37]). On pose
Yi =% =5/3,C; = C, =1, e = 107%, /A = 1073 et up = 1. La perturba-
tion initiale est choisie telle que k = 27 et U(t = 0) = (W, Mg, Uy, Ue, B)(t = 0) =
(0,0,1072,1072,0). Il est important de noter que ces paramétres donnent les valeurs
suivantes de la fréquence plasma w, et de la vitesse du son v, adimensionnées

1 TO 4, 7O\ /2
Wy = —10°, = (LT Oele )Ty g7,
VEAN 1+¢

Les valeurs fw, et *kvy correspondent aux racines w, calculées par une méthode
QR, de la relation de dispersion du modele bifluide Euler-Poisson linéarisé (3.33).
Ces racines sont réelles, ce qui correspond a un régime stable. Notons enfin que les
modes hautes fréquences sont liés a la fréquence plasma alors que les modes basses
fréquences sont liés a la vitesse du son dans le plasma. Les racines de la relation de
dispersion (3.34), du modele quasi-neutre linéarisé se calculent explicitement et sont
données par w ~ +kv,. Elles correspondent a un cas stable. On voit que le modele
quasi-neutre ne conservent que les modes basses fréquences associés a la vitesse du
son et réduit donc de maniere radicale la singularité du probleme.

La discrétisation en espace est de type volumes finis. Le modele 2-fluides con-
traints est délicat a discrétiser, en effet la quasi-neutralité n’est pas intrinsequement
inscrite dans le modele et numériquement celle-ci ne peut avoir lieu qu’a une erreur
pres liée a 'ordre du schéma. Nous utilisons deux solveurs de type Roe différents :
le solveur HLLE (voir [51]) et le solveur polynomial de degré 2 (voir [17]). On mon-
tre dans [A2] que le solveur HLLE a la particularité de conserver de maniére ex-
acte la quasi-neutralité si celle-ci est imposée initialement. Ce n’est pas le cas du
solveur polynomial, nous avons donc tenté deux discrétisations pour ce solveur :
une discrétisation avec une étape de reprojection de la densité, imposant ainsi la
quasi-neutralité exacte et une discrétisation sans ’étape de reprojection avec seule-
ment une approximation de la quasi-neutralité. Nous avons comparé ces différentes
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Figure 3.5: Erreur relative sur la densité des ions au temps adimensionné ¢ = 0.12, a
gauche en fonction du pas d’espace Az et a droite en fonction du rapport des masses
¢ pour un pas d’espace fixé & Az = 1073,

discrétisations du modele quasi-neutre 2-fluides contraints et contre toute attente, les
meilleurs résultats sont obtenus pour le solveur polynomial sans reprojection c’est-
a-dire le seul n’assurant pas la quasi-neutralité exacte. Les résultats sont présentés
dans [A1]. Nous utilisons donc ce solveur pour comparer les différentes formulations
du modele quasi-neutre au modele bifluide Euler-Poisson. Les résultats sont donnés
par la Figure 3.5. Nous calculons I'erreur relative entre la solution approchée d’une
formulation donnée et la solution analytique exacte du systeme linéarisé. Sur la Fig-
ure 3.5 a gauche, on voit clairement que l’erreur diminue avec le pas d’espace avec
une saturation a une valeur finie correspondant tres certainement a la différence en-
tre les systemes linéaire et non linéaire. On peut toutefois utiliser ces résultats avant
la saturation pour comparer les différentes formulations du modele quasi-neutre. Il
apparait clairement que les discrétisations sont d’ordre 1 et que la formulation 2-
fluides contraints donnent les moins bons résultats. La Figure 3.5 a droite montre
que 'ordre de convergence de la discrétisation de la formulation 2-fluides contraints
est en O(Ax/+/e) alors que celles des formulations 1.5 et 1-fluide(s) ainsi que celle du
modele Euler-Poisson sont en O(Az). Ceci est lié au fait que € multiplie les termes
de dérivées en temps dans I’équation de conservation de quantité de mouvement des
électrons. On a donc un mauvais conditionnement de cette équation. Dans les autres
formulations, € n’apparait jamais seul, c’est le facteur 1 + ¢ qui est présent, et ce
probleme de mauvais conditionnement n’existe pas.

Le deuxieme cas test est celui de I'expansion de plasma entre deux électrodes.
Les résultats des simulations sont donnés dans [A2]. Ils confirment les résultats
obtenus d’une part par l'analyse modale : lorsque la formulation 1-fluide perd son
hyperbolicité, les formulations 2-fluides contraints et 1.5-fluides développent tres vite
des instabilités numériques. D’autre part ces simulations confirment également que
la formulation donnant les meilleurs résultats est la formulation 1.5-fluide.

Au vue de ce travail, il apparait nécessaire de développer un modele permettant
de décrire les modes non quasi-neutres dans les situations ou ceux-ci ne peuvent
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étre ignorés partout (gaines pres du bord ou de l'interface). Pour cela, nous avons
commencé a travailler sur un modele de mélanges fictifs. Ces méthodes sont tres
utilisées en mécanique des fluides (voir [1, 43, 42], [45]). Se faisant nous avons trouvé
une autre réponse. Elle consiste en un schéma préservant I’asymptotique quasi-neutre
et asymptotiquement stable pour le modele bifluide Euler-Poisson, c’est ce que je
décris dans le Chapitre 4.

Mais avant cela, je termine ce chapitre en présentant des extensions d’études au
cas d’Euler complet ainsi qu’au cas de la dimension deux en espace.

3.5 Extension au cas d’Euler complet

Nous avons réalisé deux extensions aux cas d’Euler complet. La premiere concerne
le modele quasi-neutre a courant nul (3.16) présenté dans le paragraphe 3.3.2. Cette
extension se fait sans grandes difficultés supplémentaires par rapport au cas isen-
tropique. Ces travaux sont publiés dans des comptes rendus de conférences [CR2].

La deuxieme extension concerne le modele quasi-neutre a courant non nul. Ce cas
nécessite plus de travail. Je décris ci-dessous cette étude qui est publiée dans [A5].
Dans les travaux décrits dans les paragraphes précédents, nous avons considéré le
plasma injecté a la cathode et, I’émission se faisant de l'interface vers ’anode, on a
alors un faisceau électronique. Ici, nous traitons également le cas d’une injection a
I’anode et donc d’un faisceau ionique. Nous faisons I'analyse dans le cas du faisceau
ionique et réalisons des simulations numériques dans les deux cas.

Le point de départ est le modele bifluide Euler complet-Poisson. Je me place
d’emblée avec des variables adimensionnées, je renvoie a [A5] pour l'adimension-
nement. De plus, on redimensionne le potentiel comme dans le paragraphe précédent.
Ceci présente I'avantage de faire apparaitre de maniere explicite la longueur de Debye
adimensionnée dans le modele. Celle-ci est notée A contrairement aux paragraphes
précédents onl la longueur de Debye était donnée par \/A7. C’est aussi la notation
utilisée dans le chapitre suivant. En notant Ap la longueur de Debye, donnée par (3.6),
et L ’échelle de longueur macroscopique, on a donc ici

A= Ap/L. (3.35)

Les quantités sont respectivement indicées par ¢ et e pour les ions et les électrons.
Les densités, vitesses, pressions et énergies totales des particules sont notées n; ¢, u; e,
Die €t w; .. Les lois d’états adimensionnées sont données par

) a2 2
wz — p’L + n’l|u’l| 7 we — pe E.TL(i|/u’€|
Vi — 1 2 Ve — 1 2
Le modele bifluide Euler complet-Poisson adimensionné s’écrit

(3.36)

Oyw; +V - ((wi + pi) i) = —nu; - Vo, (3.37)
Ome +V - (nene) =0, € (@(ne Ue) + Vet ® ue) +Vp. =n.Vo, (3.38)
(3.39)

(3.40)

Oywe + V- ((We + pe) Ue) = e tte - Vo,
A A¢p =n; — ne.
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Le parametre A est la longueur de Debye adimensionnée donnée par (3.35) et €
est, comme précédemment, le rapport des masses donné par £ = m,/m;, ou m; et
m. sont les masses des ions et des électrons. Comme dans le cas isentropique la
limite quasi-neutre formelle, A — 0, peut étre écrite en utilisant trois formulations.
La formulation 2-fluides contraints qui est strictement hyperbolique, la formulation
1.5-fluides qui n’est qu’hyperbolique et la formulation 1-fluide qui est conditionnelle-
ment hyperbolique. Cette derniere formulation présente ’avantage de contenir toute
I'information du modele quasi-neutre dans 'opérateur hyperbolique. En effet, dans
le cas isentropique on a vu que le domaine d’hyperbolicité coincide avec le domaine
de validité du modele quasi-neutre. C’est donc cette formulation que nous étudions
dans [A5]. La premiere différence essentielle avec le cas isentropique est que la formu-
lation 1-fluide n’est pas conservative (c’est aussi le cas de la formulation 1.5-fluides).
Les termes non conservatifs sont présents dans les équations d’énergies et liés au
flux d’énergie di a I’émission de particules dans le faisceau. Je rappelle qu’ici nous
considérons une émission ionique mais les résultats sont identiques dans le cas d’'une
émission électronique. La présence de ces termes non conservatifs impose que ce
modele ne peut étre utilisé que pour des solutions régulieres. Ceci est le cas pour le
probleme d’expansion de plasma puisque dans la bulle de plasma les quantités sont
régulieres.

Comme dans le cas isentropique, cette formulation est conditionnellement hyper-
bolique. La zone d’hyperbolicité est caractérisée par

2

g
YePe + ViDi = ( J

T (3.41)

Dans cette zone, la formulation possede quatre valeurs propres ue, u; = ue + j/n
et uy = u, £ c. La vitesse u, est la vitesse moyenne dans le plasma donnée par
up = (eue +1u;)/(1 4 ¢€) et ¢ est la vitesse du son dans le plasma tenant compte des
termes de pression dus au courant non nul

1 N g5 1/2
C=\ 7o | VYePe T ViPi — 77~ .
L +e)n PP T o,

Le plasma est caractérisé par la présence d’électrons. Ainsi, la vitesse de la bulle de
plasma est ici donnée par celle des électrons. Puisque des ions sont émis de l'interface
vers la cathode, le courant a 'interface, j = n; u; —ne u., est positif. Ainsi, les valeurs
propres u; et u, sont toutes deux plus grandes que la vitesse de U'interface u.. De
plus, on montre que si Y.p. + vipi € [£5%/((1 + ¢)n),j*/n] on a u_ > u.. Dans ce
cas 'interface est supersonique et aucune condition aux limites pour le modele quasi-
neutre n’est nécessaire & l'interface. En revanche, si v.p. +vip; > j2/n alors u_ < u,
et il est nécessaire d’imposer une condition aux limites a l'interface. Cette condition
aux limites est précisée lors de la connexion avec le modele de faisceau.

Pour décrire le faisceau, on procede comme dans le cas isentropique. Dans cette
région seuls les ions sont présents. On considere le modele un fluide Euler-Poisson
constitué des équations relatives aux ions de (3.36)-(3.40) avec n, = 0 dans I’équation
de Poisson. On redimensionne la vitesse des particules émises, les ions, et on passe
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a la limite A — 0. On obtient le modele de Child-Langmuir avec équation d’énergie
pour les ions. Ce modele possede une solution analytique en dimension une d’espace.
La résolution de I'équation d’énergie montre que la loi de pression des ions dans le
faisceau est isentropique, p;(n) = C;n. La constante C; est a déterminer a l'aide
de la connexion avec le modele de plasma, on a C; = p;(X(¢),t)/n]" (X(t),t). On est
donc ramené au cas isentropique et la solution est donnée par la Proposition 3.1 dans
le cas monodimensionel.

La connexion des deux modeles se fait en introduisant un probléeme de trans-
mission. Ce probléme est obtenu a partir du modele Euler-Poisson (3.36)-(3.40) en
zoomant pres de l'interface, c’est-a-dire en redimensionnant la composante normale
a l'interface de la variable position. Le modele limite obtenu lorsque A — 0 est un
modele a une dimension ne faisant intervenir que la composante normale a I'interface
de la variable position. On peut donc n’étudier le probleme qu’en une dimension
d’espace. Le probleme de transmission obtenu differe de celui étudié dans le cas
isentropique par ’adjonction des équations d’énergie ionique et électronique. Ces
équations montrent que dans la couche limite pres de l'interface les pressions sont
isentropiques. Le probleme de transmission est donc équivalent (formellement) au
probleme de transmission isentropique. On note j, n_, u._, p;—, p.— la solution du
modele quasi-neutre en X () et j; et C; le courant et la constante de pression dans le
faisceau. En utilisant I'analyse décrite dans [A1], on a alors les relations de raccord
suivantes:

, 2
AX/dt = u(X()1),  JO =50,  C="% > pe +pe

La derniere relation est le critere de Bohm qui stipule que le plasma doit étre super-
sonique a l'interface. Je rappelle qu’on transforme ce critere en condition aux lim-
ites lorsque 'interface quitte le régime supersonique, en imposant j(t)?/n(X(t),t) =
Ve Pe(X (1), 1) + 7 pi( X (1), 1)

Le probléme de transmission ne donnant pas le courant (comme dans le cas isen-
tropique) on le fixe en supposant un régime de courant maximal pour le modele de
Child-Langmuir correspondant a un champ électrique nul a I'interface.

On présente des simulations numériques en une dimension d’espace. La discréti-
sation en espace est uniforme (Ax =constante) sauf au voisinage de l'interface ou le
maillage suit 'interface. En une dimension d’espace le modele de Child-Langmuir se
résout analytiquement et le courant est alors connu dans tout le domaine. La for-
mulation 1-fluide non conservative du modele quasi-neutre est dicrétisée en utilisant
le schéma décentré amont en décomposant la jacobienne en sa partie positive et sa
partie négative. Pour approcher de maniere précise la vitesse de l'interface on résout
un probleme de Riemann plasma-vide pour le systeme quasi-neutre a courant non
nul. L’analyse de ce probleme est non classique de part la présence de termes de
pressions additionnels par rapport au systeme d’Euler complet classique. Ces termes
sont liés & I’émission d’ions dans le faisceau. Je renvoie a [A5] pour les détails.

On présente deux cas tests, un avec un faisceau ionique et un avec un faisceau
électronique. Je ne présente ici que les résultats du premier cas test. Dans ce cas
test les valeurs des parametres adimensionnés sont donnés par ¢ = 2.7 x 1074 et
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A = 4.2 x 107*. Le maillage du modele bifluide Euler-Poisson est constitué de 7000
mailles alors que celui du modele quasi-neutre ne contient que 2000 mailles. Il n’est
pas possible d’utiliser un maillage plus grossier pour le modele bifluide sinon des
instabilités apparaissent a l'interface plasma-faisceau. De plus, les temps calculs sont
de soixante dix secondes pour le modele asymptotique alors qu’ils sont de I'ordre de
douze heures pour le modele bifluide. On voit déja que le gain en temps est tres
important.
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Figure 3.6: Les résultats sont donnés aux temps adimensionnés 0.01, 0.05, 0.15 et
0.3. A gauche : densité quasi-neutre dans le plasma donnée par le modele Euler-
Poisson (trait plein) et le modele quasi-neutre (pointillés). A droite : courant dans
le domaine donné par le modele Euler-Poisson (trait plein) et le modele de Child-
Langmuir (pointillés).

La Figure 3.6 donne a gauche la densité dans le plasma et a droite le courant. Les
résultats sont donnés par le modele bifluide Euler-Poisson et le modele asymptotique.
On note une tres bonne concordance des courbes au début de la simulation. En
revanche, a la fin de la simulation, on observe des différences importantes. Tout
d’abord, la position de I'interface calculée par le modele quasi-neutre est légerement en
avance sur celle du modele bifluide. De plus, la densité est trop importante au niveau
de I'anode x = 0. Ces problemes sont tres certainement liés a la présence d’une couche
limite a l'injection. Notons qu’ils étaient déja présents dans le cas isentropique mais
ils semblent amplifiés lorsque les équations de conservation d’énergie sont considérées.
L’analyse de cette couche limite est détaillée dans le chapitre suivant.

Dans le deuxieme cas test les résultats sont du méme type mais la comparai-
son s’arréte beaucoup plus tot car on perd I'hyperbolicité du modele quasi-neutre.
Dans le cas d'un faisceau d’électrons, la condition d’hyperbolicité et la connexion
entre les deux modeles (critere de Bohm) imposent la condition suivante yepe +y;p; €
[e72/((14¢€) n),ej%/n]. La petitesse de € donne donc un tres petit intervalle de valeurs
critiques. Ceci rend tres instable la résolution numérique et explique pourquoi on
perd I’hyperbolicité beaucoup plus tot que dans le cas test précédent. Dans le pra-
graphe précedent, on a montré que la perte d’hyperbolicité correspond a une insta-
bilité physique, appelée instabilité de Buneman. Cette instabilité apparait lorsque
I'interface se rapproche de ’anode et que le courant dans le plasma atteint des valeurs
élevées. Dans ce cas, les modes non quasi-neutres sont excités et le modele quasi-
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neutre ne peut pas les décrire. Pour ces situations particulieres, le probleme peut
étre résolu en utilisant le modele d’Euler-Poisson et en le discrétisant avec un schéma
préservant I'asymptotique quasi-neutre. Un tel schéma a été développé pour le cas
isentropique, voir Chaptitre 4. L’extension de ce schéma au cas d’Euler complet a
été réalisée et est en cours de test et de rédaction.

3.6 Vers une modélisation bidimensionnelle

Je présente dans ce paragraphe les résultats publiés dans [A6]. Ils concernent une
extension du modele a courant nul en dimension deux d’espace.

En dimension deux d’espace, 'interface plasma-faisceau n’est plus un point mais
une courbe. Il est donc plus difficile numériquement de la localiser précisément.
Dans ce travail, 'objectif est de se focaliser sur le probleme du suivi d’interface et
non pas sur les problemes de modélisation que nous avons étudiés en détails dans les
précédents travaux. Le modele a courant nul donne une moins bonne approximation
du modele bifluide Euler-Poisson comparé au modele a courant non nul. En revanche,
il est beaucoup facile a discrétiser essentiellement parce qu’il ne nécessite pas le calcul
du courant dans le plasma. C’est pourquoi nous avons choisi d’étendre ce modele en
dimension deux.

Le modele asymptotique est alors constitué des équations d’Euler isentropique
dans la bulle de plasma. Elles portent sur la densité quasi-neutre n et la quantité de
mouvement totale (m; + me)u, ot m; et m, sont les masses des ions et des électrons.
Pour décrire le faisceau, on utilise un modele simplifié de type Child-Langmuir. Il
consiste a écrire que les électrons émis dans le faisceau, suivent une loi monodimen-
sionnelle de Child-Langmuir le long de leur trajectoire. Nous approchons ces trajec-
toires par des arcs de cercles. Ces modeles sont reliés a l'interface plasma-faisceau
par des termes de forces de pression modélisant la réaction du faisceau sur le plasma
lors de I’émission électronique. De plus, la dynamique de l'interface est donnée par
la vitesse ionique wu.

On se concentre alors sur la méthode numérique du suivi de l'interface. On con-
sidere ce probleme comme un probleme d’interface entre deux fluides : le plasma et
le vide de plasma. Nous utilisons une méthode de type V.O.F. (Volume Of Fluid).
Cette méthode est Eulerienne, c’est-a-dire qu’on se donne un maillage fixe au départ
et qu’on le conserve jusqu’au bout. Le principe des méthodes V.O.F. est le suivant,
voir [27], [55]. On suit 'interface au travers de la fraction volumique de plasma dans
chaque cellule du maillage. Pour chaque pas de temps et chaque cellule du maillage,
les inconnues sont alors la fraction volumique de plasma et les quantités fluides (ici
les densité et vitesse) moyennées sur la cellule.

On utilise de plus une méthode par direction alternée en décomposant le systeme
pour séparer les transports dans les directions des abscisse x et ordonnée y. Ainsi,
a chaque itération la méthode V.O.F. qu’on utilise, se décompose en deux fois deux
étapes appliquées tour a tour dans les directions x et y. La premiere étape est
Padvection des quantités fluides, moyennées, a I'aide d’'un schéma Lagrangien. Au
cours de la seconde étape on reprojette ces quantités sur la grille Eulerienne et on
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remet a jour les fractions volumiques de plasma. Or, dans les mailles mixtes, i.e.
celles contenant a la fois du plasma et du vide, cette remise a jour nécessite de
connaitre la quantité de plasma passant d’une maille a I'autre. On utilise pour cela
I'algorithme S.L.I.C. (pour Simple Line Interface Calculation, [35]) qui permet de
définir les priorités de transfert de plasma entre les cellules

L’une des difficultés liées a notre probleme est la prise en compte au niveau discret
de la force de pression a l'interface, exercée par le faisceau sur le plasma. Cette prise
en compte nécessite de décomposer la force de pression dans les directions x et y. 1l
faut donc reconstruire une normale a l'interface, dans chaque maille concernée. Pour
cela, nous utilisons alors la méthode de Young, [56] qui donne une représentation
oblique de l'interface.

Nous présentons des résultats numériques sur deux cas test. Le premier consiste
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Figure 3.7: A gauche et au milieu : Erreurs relatives en norme L? sur la densité
du fluide (a gauche) et en valeur absolue sur la position de l'interface fluide-vide
(au milieu) en fonction du temps pour différents maillages : en trait plein pour
Az = Ay = 2/200 et en pointillés pour Az = Ay = 2/50. A droite : rayons exact
et approchés de la bulle de fluide en fonction du temps pour Az = Ay = 2/100.
Les valeurs approchées sont le minimum (points-tirets), le maximum (pointillés), la
valeur moyenne (tirets).

en la compression d’un fluide sur le point (0,0). La compression est due a une
pression uniforme exercée sur le bord du domaine supposé initialement étre une boule
de centre (0,0). Nous connaissons une solution analytique de ce probleme, elle est
donnée dans [4] et [A6]. Ceci nous permet de vérifier la précision de notre méthode
ainsi que la bonne prise en compte des termes de pressions a l'interface. La Figure 3.7
donne, a gauche, I'erreur relative entre la solution exacte et la solution approchée par
le schéma V.O.F. en norme L?. La solution numérique converge vers la solution
exacte lorsque le maillage est raffiné. La Figure 3.7 donne au milieu l'erreur relative
entre les rayons exact et approché et a droite une comparaison entre le rayon exact
et différentes valeurs du rayon approché : le rayon moyen utilisé dans la figure du
milieu, le minimum et le maximum. La valeur moyenne donne une assez bonne
représentation du rayon au cours temps, en revanche 1’écart type augmente au cours
de la simulation. L’approximation reste toutefois tres bonne. En effet, méme avec
un maillage assez grossier (50 x 50 mailles) 'erreur relative sur le rayon est de 'ordre
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de un pour cent. Cette propriété est tres importante pour les simulations du cas
test d’expansion de plasma car la bonne prédiction du courant dans le domaine est
conditionnée par le bon positionnement de l'interface.
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Figure 3.8: A gauche : densité approchée, donnée par le schéma V.O.F. au temps
t=0.3 pour Az = Ay = 2/100. A droite : densité exacte donnée par la solution
analytique et projetée sur le maillage au temps t=0.3.

La Figure 3.8 montre a gauche la densité approchée et a droite la densité exacte,
au temps t = 0.3. Le temps final de compression est de 0.5. On est donc a plus de la
moitié du processus de compression total. On peut voir que I'erreur est importante
sur le bord du domaine mais tres faible a l'intérieur. La Figure 3.9 présente la bulle
de fluide a différents temps de la simulation. En haut les résultats sont donnés
par la méthode V.O.F. pour Az = Ay = 2/50, au milieu par la méthode V.O.F.
pour Az = Ay = 2/200 et en bas par la solution exacte projetée sur un maillage
intermédiaire Az = Ay = 2/100. On voit que l'erreur sur le bord, précédemment
notée sur la densité, est tres certainement due a une représentation trop cartésienne de
la bulle. En effet, les bulles approchées sont quasiment carrée alors que la bulle exacte
est circulaire. Cette erreur est due a deux points particuliers dans la discrétisation
qui privilégie les déformations cartésiennes. Tout d’abord le splitting du systeme
décomposant les transports dans les directions x et y et ensuite 'algorithme S.L.I.C.,
utilisé pour I’étape de projection, donne une représentation cartésienne de l'interface.
La convergence vers une bulle circulaire semble assez lente puisque le passage de Az =
Ay = 2/50 a Az = Ay = 2/200, correspondant & un nombre de cellules multiplié
par 16, montre une amélioration peu importante. Ce point peut étre amélioré en ne
décomposant pas le transport dans les directions x et y et en utilisant dans ’étape de
projection un algorithme donnant une représentaion oblique de l'interface comme par
exemple celui proposé dans [56] par D.L. Youngs. Il est toutefois important de noter
que malgré ces erreurs, la Figure 3.9 montre que la solution numérique capte bien
le comportement de la solution exacte et surtout le bon temps de compression.
En effet, a exactement t = 0.5, la bulle numérique disparait comme le fait la bulle
exacte.

Le deuxieme cas test est celui de I'expansion d'une bulle de plasma entre deux
électrodes relié aux diodes a forts courants. Le domaine est supposé carré et les
diodes planes sont situées en x = 0 et x = 1. Le plasma est injecté sur une partie
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Sol. app., t = 0.07, Sol. app., t =0.3, Sol. app., t =0.4, Sol. app., t = 0.47,
150 x 50 mailles 150 x 50 mailles 50 x 50 mailles 50 x 50 mailles
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Figure 3.9: Bulle de fluide au temps ¢t = 0.07, t = 0.3, t = 0.4 et t = 0.47. On
peut voir différents types de cellules : en gris, les mailles pleines de plasma, en blanc,
les mailles mixtes contenant a la fois du plasma et du vide et en noir, les mailles
vides de plasma. En haut et au milieu, les résultats sont calculés avec le schéma
V.O.F. avec Az = Ay = 2/50 (en haut) et avec Az = Ay = 2/200 (au milieu). En
bas : les résultats sont donnés par la solution exacte projetée sur le maillage avec
Az = Ay = 2/100.

de la cathode en x = 0. Le domaine est alors discrétisé avec un maillage carré
de pas Az = Ay = 1/100. La Figure 3.10 présente la densité dans la région du
plasma aux temps adimensionnés ¢t = 0.20 et t = 0.40. La bulle de plasma se détend
entre la cathode et ’anode. Elle est ralentie par la force de réaction exercée sur
son interface due a I’émission électronique dans le faisceau. On observe que cette
force oblige la bulle de plasma a rester bien connexe, aucune instabilité n’apparait
a l'interface. De plus, le front de plasma est assez raide et on retrouve comme dans
le cas monodimensionnel le pic de densité non physique a l'interface di au modele
a courant nul. Je rappelle que ce probleme peut étre corrigé en utilisant le modele
quasi-neutre a courant non nul.

3.7 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre j'ai présenté la modélisation mathématique et numérique de
I’expansion d’une bulle de plasma quasi-neutre entre deux électrodes. Ce modele a été
étudié afin d’établir son domaine de validité et son caractere bien posé en dimension
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Figure 3.10: Densité dans le plasma aux temps adimensionnés ¢t = 0.2 et t = 0.4. La
solution est calculée avec la méthode V.O.F. sur un maillage carré contenant 100 x 100
mailles.

quelconque. Son extension au systeme d’Euler complet a été présentée. Un premier
pas vers des simulations bidimensionnelles est décrit. Plusieurs perspectives sont
envisageables a la suite de ce travail.

Tout d’abord la complexité des méthodes de suivi d’interface en dimension deux ou
trois ainsi que le besoin de relaxer le modele quasi-neutre au voisinage de l'interface
nous ont guidés vers des techniques de mélange de modeles (voir par exemple [6]
ou [42]). Ces techniques consistent a établir un modele global de mélange & partir
de deux modeles valident chacun dans des zones distinctes. Ce mélange de modele
est basé sur l'introduction d’une fonction indicatrice régularisée « telle que o = 1
dans 'une des deux zones et & = 0 dans 'autre zone. L’interface est alors régularisée
et correspond aux valeurs de o dans |0, 1] Dans notre cas la premieére zone est le
plasma et la deuxieme le faisceau. Ainsi, on peut décomposer la solution du modele
Euler-Poisson en une composante plasma et une composante faisceau. La limite
asymptotique quasi-neutre peut alors étre appliquée pour la composante plasma, puis
la solution est reconstruite. Cette technique de passage a la limite dans une seule
partie du domaine a été introduite dans [16] pour des couplages cinétiques fluides. La
difficulté pour ce type de méthode est la reconstruction de la solution dans la zone
de “mélange” c’est-a-dire lorsque « €]0, 1[. Notons toutefois que la voie du schéma
préservant 'asymptotique quasi-neutre pour Euler-Poisson décrit dans le chapitre
suivant, réalise le méme travail au niveau de la discrétisation.

Une autre perspective concerne les conditions aux limites au point d’injection. En
effet, nous avons vu, dans les simulations numériques, que les conditions aux limites
du modele bifluide Euler-Poisson ne sont pas bien préparées au régime quasi-neutre.
Celles-ci génerent une couche limite dans le modele asymptotique au point d’injection.
Cette couche limite se révele encore plus pénalisante lorsque le systeme d’Euler com-
plet est considéré. Ce probleme de couche limite est étudié en une dimension d’espace
dans le chapitre suivant et des conditions aux limites bien préparées sont déterminées.
Il serait intéressant d’utiliser ces conditions aux limites pour le modele asymptotique
présenté ici et de les étendre en dimensions supérieurs.
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Chapitre 4

Schéma préservant ’asymptotique
quasi-neutre et probleme de
couche limite

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, je décris les travaux publiés dans [N5], [A4], [AT7] et [A8]. Ils
ont été réalisés en collaboration avec Pierre Crispel, Pierre Degond, Jian-Guo Liu et
Dominique Savelief. Ces travaux concernent l’établissement d’un schéma asympto-
tiquement stable et consistant dans la limite quasi-neutre pour un modele fluide de
plasma.

Bien que la méthodologie s’étende aisément a des modeles contenant plus de deux
especes, pour des raisons de clarté on ne considere ici un plasma constitué que d’une
seule espece d’ions et d’électrons. Le modele consiste alors en un systeme d’Euler
isentropique pour chaque espece de particules couplés avec I’équation de Poisson.

Les schémas classiquement utilisés pour discrétiser ce systeme sont sujet a des
contraintes numériques tres séveres. Elles sont liées a deux grandeurs tres connues en
physique des plasmas (voir [7, 28]) qui sont la longueur de Debye et la période plasma.
Bien que ces grandeurs aient déja été présentées dans le paragraphe précédent, je
rappelle ici leur définition ainsi que leur signification physique. La longueur de Debye,
notée A\p et la période plasma, notée 7, sont données par

fon T\ /2 N\ 2
Ap = (—60 B O> et Tp = <€Om) ) (4.1)

ng €2

ou ¢ est la permittivité du vide, kg est la constante de Boltzmann, Tj et ng sont la
température et la densité typiques dans le plasma, e > 0 est la charge élémentaire et
m. est la masse des électrons. La longueur de Debye mesure ’échelle a laquelle les
interactions électriques ont lieu dans le plasma. En effet, ces interactions sont telles
qu’une charge donnée dans le plasma est écrantée par les autres charges dans le plasma
au dela de la longueur de Debye. La deuxieme grandeur est une échelle de temps. Elle
est liée aux déséquilibres de charges dans le plasma. Les interactions électriques entre
les particules entrainent des déséquilibres de charges locaux, a I’échelle de la longueur
de Debye. Les forces électrostatiques cherchent alors a ramener les particules vers
leur position d’équilibre. Les particules se mettent a osciller autour de cette position.
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Les électrons étant beaucoup plus légers que les ions, leur période d’oscillations est
plus petite et tient donc une place prédominante. C’est donc la période d’oscillations
des électrons que 1'on appelle la période plasma.

Dans [23], S. Fabre montre que les discrétisations classiques du systéme d’Euler-
Poisson linéarisé doivent résoudre 1’échelle de la période plasma pour éviter la for-
mation d’instabilités numériques. Or, dans les zones quasi-neutres, ou la longueur
de Debye et la période plasma sont tres petites, cette contrainte rend les simulations
numeériques tres couteuses.

Deux solutions sont envisageables pour s’affranchir de cette contrainte. La premie-
re consiste a utiliser un modele quasi-neutre dans les zones ou la longueur de Debye
est petite. Cette approche est particulierement adaptée aux problemes ou le domaine
est entierement quasi-neutre. En revanche, lorsque le domaine est constitué a la
fois de zones quasi-neutres et non quasi-neutres il est nécessaire d’utiliser pour les
zones non quasi-neutres un modele différent. Il faut alors déterminer l'interface entre
les deux modeles et connecter ces derniers a l'interface. Notons de plus, que tres
souvent l'interface est mobile, et il est donc nécessaire de déterminer la dynamique
de l'interface. Cette approche a été développée dans le chapitre précédent pour un cas
test d’expansion de plasma entre deux électrodes et nous avons constaté les difficultés
rencontrées avec cette approche.

La deuxieme solution consiste a trouver une discrétisation du modele d’Euler-
Poisson préservant 1’asymptotique quasi-neutre tout en n’étant pas obligé de résoudre
les petites échelles. Un schéma de ce type est présenté et testé numériquement
dans [A4], nous 'appelons schéma AP pour “Asymptotic Preserving”. Ces travaux
sont présentés dans le paragraphe 4.2.

L’analyse de stabilité de ce schéma pour le systeme d’Euler-Poisson linéarisé au-
tour d’une solution constante est réalisée dans [A7] et décrite dans le paragraphe 4.3.
Cette analyse confirme la stabilité asymptotique du schéma.

Dans [A4], deux cas tests numériques en une dimension d’espace sont présentés.
Le premier est un cas test de perturbation périodique d’une solution quasi-neutre
constante. Le second cas test est celui de I’expansion d'une bulle de plasma entre
deux électrodes présentés en détails dans le chapitre précédent. Les simulations sont
réalisées en utilisant le solveur de Lax-Friedrichs modifié qui est bien connu pour
étre tres diffusif mais qui est aussi tres robuste et donc bien adapté a une étape de
validation. Le passage a des solveurs de type Roe plus généraux donne des résultats
identiques pour le premier cas test. Notons que pour ce cas test les conditions aux
limites des quantités fluides sont périodiques. En revanche, dans le second cas test,
le schéma AP ainsi que le schéma classique développent des instabilités numériques
lorsque le pas d’espace de la discrétisation ne résout pas la longueur de Debye pour des
solveurs plus généraux. Or, cette contrainte est tout aussi pénalisante que celle liée a
la période plasma car la longueur de Debye est tres petite dans les zones quasi-neutres.
Dans le paragraphe 4.4, qui décrit les travaux soumis pour publication dans [A8],
je montre numériquement que ces instabilités sont liées a la présence d’une couche
limite au point d’injection. L’étude de cette couche limite permet de déterminer
des conditions aux limites préparées au régime quasi-neutre. Je présente alors des
simulations numériques qui montrent que ces conditions permettent de stabiliser les
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schémas AP et classique pour des solveurs généraux sans résoudre la longueur de
Debye.

4.2 Un schéma asymptotiquement consistant et stable dans
la limite quasi-neutre pour le systeme d’Euler-Poisson

Je décris dans ce paragraphe les résultats publiés dans [N5] et [A4].

4.2.1 Le modele d’Euler-Poisson et sa limite quasi-neutre

On considere un plasma constitué d'une seule espece d’ions et d’électrons. On
utilise un modele fluide, ainsi, les particules sont décrites par leur densité, n; .(z,t)
et leur quantité de mouvement, ¢.;(z,t) ot = € R, d = 1, 2 ou 3, est la variable
d’espace et t > 0 est le temps. On se place d’emblée en variables adimensionnées,
I'étape d’adimensionnement est décrite dans [A4] ainsi qu’au chapitre précédent. Le
modele d’Euler-Poisson adimensionné est donné par

om; +V.q; =0, omne + V.qg. =0, (4.2)
Ogi + Vfi = -V, e + Ve =n.Vo/e, (4.3
N A¢ =n; — ne, (4.4)

~—

ou f; et f. sont les flux de quantités de mouvement adimensionnés définis par f; =
G @ qi/n; + pi(n) Id et feo = ge ® ge/ne + pe(ne) Id, avec pei(n) = Cienie, Cio > 0,
Vie > 1 les lois de pressions.

Les parametres € et A sont respectivement le rapport des masses des particules
e = me/m; et la longueur de Debye adimensionnée A = Ap/L ou Ap est la longueur
de Debye en variables physiques, donnée par (4.1), et L est I’échelle de longueur
macroscopique.

La théorie mathématique du systeme d’Euler-Poisson est étudiée dans [11] et [39]
dans le cas isotherme et dans [32] dans le cas isentropique. Dans le chapitre précédent,
on a étudié la limite formelle quasi-neutre A — 0 de ce systeme en considérant un
courant non nul dans le plasma. Les limites rigoureuses dans des cas simplifiés ont été
étudiées dans [10], [38], [54] et [48]. Tous ces travaux considerent un courant nul dans
le plasma. Je résume brievement les résultats pour le modele bifluide Euler-Poisson
avec un courant non nul.

La limite formelle A — 0 dans le systeme bifluide Euler-Poisson consiste a rem-
placer I’équation de Poisson (4.4), par la contrainte de quasi-neutralité n; = n,.
Le potentiel devient alors le multiplicateur de Lagrange de cette contrainte. Une
équation elliptique peut étre établie pour déterminer le potentiel. On soustrait les
équations de conservation des masses (4.2), on obtient en utilisant la quasi-neutralité,
la contrainte de divergence nulle pour le courant j = n;u; — n.u.. On prend alors la
divergence de la différence des équations de quantités de mouvement (4.3). Enfin, on
utilise la contrainte du courant a divergence nulle, on obtient

V- ((n+ =) Vo) = V2 (i £ (45)
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ol les symboles V2 et : sont respectivement le tenseur des dérivées secondes et le
produit contracté de deux tenseurs.

Le modele quasi-neutre est donc formellement équivalents au systeme constitué
des équations (4.2), (4.3) et de (4.5). Il est important de noter quune des singularités
numériques de la limite quasi-neutre du systeme (4.2)-(4.4), provient du fait que
I'équation de Poisson (4.4) dégénere d’un type elliptique vers un type algébrique.
Il faut alors transformer le systeme pour obtenir I’équation sur le potentiel. Ainsi,
pour construire un schéma asymptotiquement consistant, il faut pouvoir capter la
limite quasi-neutre sans transformation. C’est I'un des points clefs du schéma AP
présenté ici. Pour cela nous reformulons I’équation de Poisson en utilisant les mémes
manipulations que pour l'obtention de (4.5). On retourne donc au systéme d’Euler-
Poisson, on commence par prendre la divergence de la différence des équations de
conservation des quantités de mouvement (4.3), on obtient

V~8tj+V2:(fi—fe):—V-((nﬂr%)Vqﬁ). (4.6)

Afin d’éliminer le courant de cette équation, on lui retranche la dérivée en temps de
la différence des équations de conservation des masses (4.2) et on utilise I’équation
de Poisson (4.4) pour exprimer la charge totale n; — n. en fonction du potentiel. On
obtient ce que 'on appelle I’équation de Poisson reformulée :

8)‘2 aft(_A(b) -V ((gnz + ne) V¢) = ‘€V2 : (fz - fe) ’ (47>

Notons tout d’abord que cette équation est formellement équivalente a 1’équation
de Poisson si les quantités fluides satisfont les équations d’Euler et si ’équation de
Poisson ainsi que sa dérivée en temps sont satisfaites initialement. La deuxieme re-
marque importante est que cette formulation fait apparaitre la singularité en temps
du probleme : les oscillations liées a la période plasma. En effet, en variables adimen-
sionnées la période plasma est donnée par 7 = /e A, on a exactement 7, = t, 7 ou to
est ’échelle de temps macroscopique. Notons enfin, que cette limite est dispersive.
En effet, en considérant (4.7) comme une équation sur la charge totale p = —A¢ et en
linéarisant cette équation autour d’une solution constante du systeme on obtient une
équation de Klein-Gordon sur la charge totale. On montre alors que dans la limite
A — 0, il subsiste des solutions d’amplitude d’ordre un qui oscillent avec une période
d’ordre 7 = /e X. Ce point est développé dans le paragraphe 4.3.

4.2.2 Les schémas classique et AP pour le modele d’Euler-Poisson

Avant de présenter le schéma AP, je rappelle brievement la discrétisation classique
pour Euler-Poisson. On note At le pas de temps et ¢ une approximation de la
fonction x — g(x,t™) ou t™ = mAt, m > 0. La discrétisation classique du systéme
bifluide Euler-Poisson (3.22)-(3.24) est donnée par

mtl _ ,m qm+1 —qm
1,€ At 1,e + v . QZZ — 0 7 7 At 7 4 szm — _nzn+lv¢m+l’
gt — g ny +1 2 +1 +1 +1
e e e
R P VI =S XA = !



4.2 SCHEMA PRESERVANT L’ASYMPTOTIQUE QUASI-NEUTRE 43

Les flux sont traités de maniere explicite et les termes de forces électriques de maniere
implicite. Dans [23], il est montré, sur le systéme Euler-Poisson linéarisé, que si ces
termes de forces sont traités de maniere explicite, le schéma est inconditionnellement
instable. On peut de plus, comme dans le cas continu, déterminer la discrétisation de
I'équation de Poisson reformulée (4.6) associée a cette discrétisation. Elle est donnée
par

e (B —286m - AGmY

INE =V ((enf +n)Vo™) = V2L (f = 7).

On remarque que cette discrétisation est explicite. Or, I’équation de Poisson refor-
mulée (4.6) est une équation du pendule sur la charge totale n; —n, = —A¢. Et, il est
classique qu’'une discrétisation explicite de cette équation est conditionnellement sta-
ble. Dans [23], il est établi pour le systeme d’Euler-Poisson linéarisé, que ce schéma
est stable si et seulement s’il résout la période plasma. On doit donc avoir

At < T,

ou 7 est la période plasma adimensionnée c’est-a-dire le rapport de la période plasma
en variables physiques 7,, donnée par (4.1), et de I’échelle de temps macroscopique.
Notons enfin que le cout du schéma classique est celui de la résolution d’une équation
elliptique. En effet, la résolution est découplée, les équations de conservation de masse
permettent d’avancer les densités de maniere explicite. On résout alors I’équation de
Poisson discrete pour trouver le potentiel et on termine avec la résolution explicite
des équations de quantités de mouvement.

Décrivons maintenant la nouvelle approche du schéma AP. Ce schéma consiste a
impliciter les flux de masses et a traiter les termes de forces électriques de maniere
implicite pour le potentiel mais explicite pour la densité. On a alors

nerl —nm nm-i—l —nm

A +Vgtt =0, A +V gt =0, (4.8)
m+l _ m m+1l _ . m m

L= —npvgrtt, Al Ly = Te vt (49)

—NAgmt = pintt gt (4.10)

Maintenant la discrétisation de I’équation de Poisson reformulée (4.6) associée a cette
discrétisation, est donnée par

(A¢m+1 _ 2A¢m + Agbmfl)

—e)\?
c AL

— V- ((en]"+nVe™ ) =V (f* = [1).
(4.11)
On voit qu’on a gagné en implicitation et donc tres certainement en stabilité. Notons
de plus qu’en utilisant cette équation on obtient une formulation découplée du schéma
AP ayant le méme cout que les schémas classiques. En effet, en utilisant (4.11) on
avance le potentiel. Notons que le colt de cette avancée est celui d’un opérateur

elliptique, comme dans le cas classique. On est alors en mesure d’avancer les quantités
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de mouvement en utilisant (4.9). On termine en calculant les densités avec (4.8). Le
colit du schéma est donc le méme que celui du schéma classique.

Je ne présente pas ici la discrétisation en espace, elle est détaillée dans [A4] pour
le solveur de Lax-Friedrichs et dans [A8] pour des solveurs plus généraux.

4.2.3 Résultats numériques

Je présente des résultats numériques pour deux cas tests monodimensionnels ainsi
qu’un cas test bidimensionnel.

Le premier cas test consiste en une perturbation périodique d’une solution quasi-
neutre constante & courant non nul, donnée par (nY =n? =1,¢ =0,¢° =1, E* = 0)
ou K = —0,¢ est le champ électrique.

On perturbe initialement cette solution sur les quantités de mouvement

n;(z,0) = ne(z,0) =1, ¢i(x,0) = 9§ cos2mz, ¢e(x,0) =146 cos2mx.

olt § = 1072 est 'amplitude de la perturbation. Ce cas test a déja été étudié dans [N4]
et [A2] ou les solutions du systéme bifluide Euler-Poisson linéarisé sont données
analytiquement. Pour des petites perturbations, ces solutions sont proches de celles
du systeme non linéaire. Nous comparons donc les solutions approchées données par
les schémas classique et AP a la solution analytique. Le solveur utilisé pour ce cas
test est le solveur de Lax-Friedrichs modifié.

Les parametres sont issus de la physique d’arcs dans les plasmas (voir [9], [5]).
On choisit C; = C. =1, v; = 7. = 5/3, ¢ = 107%, A = 107 ce qui donne une période
plasma adimensionnée 7 = 1076,
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Figure 4.1: Densité électronique au temps adimensionné t = 0.1 pour le cas test de
perturbation périodique. Le schéma classique (tirets) et le schéma AP (pointillés)
sont comparés a la solution analytique (trait plein). A gauche la période plasma et
la longueur de Debye sont résolues At < 7 et Az = X\ et toutes les courbes sont
identiques. A droite la période plasma est résolue mais pas la longueur de Debye
At < 7 et Az =10"2 > \. Les courbes données par les schémas classique et AP sont
confondues.
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La Figure 4.1 présente la densité électronique au temps adimensionné ¢ = 0.1. Les
schémas classique et AP sont comparés a la solution exacte du systéme linéarisé. A
gauche, les discrétisations en espace et en temps résolvent respectivement la longueur
de Debye et la période plasma. On voit que dans ce cas toutes les courbes sont iden-
tiques, les deux schémas sont stables. Les courbes sur les autres quantités (données
dans [A4]) montrent le méme comportement. A droite, la période plasma est toujours
résolue mais la longueur de Debye ne l'est plus. La encore, les deux schémas sont
stables, les résultats sont légerement plus diffusifs ce qui est normal car on a divisé
le nombre de mailles par cent. Les résultats sur les densité et vitesse ioniques et le
potentiel donnent les mémes résultats. En revanche, la courbe de vitesse électronique
présente un déphasage avec la solution exacte, on montre numériquement dans [A4]
que ce probleme est lié a la faible masse des électrons. On est dans un régime bas
Mach bien connu pour poser des problemes numériques.

La Figure 4.2 présente la densité électronique au temps adimensionné ¢t = 0.1
dans le cas non résolu en espace et en temps. A gauche, la courbe donnée par le
schéma classique montre qu’il est instable lorsqu’il ne résout ni la longueur de Debye,
ni la période plasma. Alors qu’a droite le schéma AP est toujours stable méme s’il
ne résout ni la longueur de Debye, ni la période plasma.
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Figure 4.2: Densité électronique au temps adimensionné ¢t = 0.1 pour le cas test
de perturbation périodique. Le schéma classique (tirets a gauche) et le schéma AP
(pointillés a droite) sont comparés a la solution analytique (trait plein a droite). La
période plasma et la longueur de Debye ne sont pas résolues At > 7 et Az = 1072 > \.

Le deuxieme cas test monodimensionel est celui du probleme d’expansion d’un
plasma quasi-neutre entre deux électrodes. Ce cas test est décrit de maniere détaillée
dans le chapitre précédent. Je rappelle qu'on injecte en x = 0, la cathode, un plasma
quasi-neutre dans le domaine initialement vide. On choisit, ici, n;(x = 0) = n.(z =
0) =1et gi(x =0) =g(r =0) =1. L’anode est située en = = 1 et la différence
de potentiel adimensionnée est de 100. Enfin, les parametres sont les mémes que
précédemment on impose C; = C. = 1, v, =7, = 5/3, e = 107 et A = 107 ce qui je
le rappelle donne une période plasma adimensionnée 7 = 107°.

Les résultats que je présente ici ne sont pas dans [A4], en effet dans [A4] on
utilise le solveur de Lax-Friedrichs modifié alors que les résultats donnés ici sont
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calculés avec le solveur polynomial de degré 0. Ce solveur est un solveur de type
Roe proposé dans [17]. Il présente plusieurs avantages, le premier est qu’il s’avere
tres robuste pour ce cas test, nous verrons dans le paragraphe 4.4, qu’il résiste bien
au probleme de couche limite. De plus, il est beaucoup moins diffusif que le schéma
de Lax-Friedrichs modifié. La Figure 4.3 montre a gauche la densité électronique
et a droite le potentiel. Je présente les courbes des schémas classique et AP dans
le cas résolu (trait plein et croix) c’est-a-dire lorsque les pas d’espace et de temps
sont respectivement plus petits que la longueur de Debye et la période plasma. Ces
courbes sont confondues pour la densité ainsi que pour le potentiel. Enfin, les courbes
en pointillés et avec des points montrent les mémes schémas lorsque les discrétisations
en espace et en temps ne résolvent ni la longueur de Debye, ni la période plasma.
Il apparait clairement que le schéma AP reste stable alors que le schéma classique
donne des résultats completement instables.
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Figure 4.3: Densité électronique (a gauche) et potentiel électrique (& droite) au temps
adimensionné t = 0.06 pour le cas test d’expansion de plasma. Les résultats sont
donnés dans le cas résolu en temps et en espace (At < 7 et Az = ) pour le schéma
classique (trait plein) et le schéma AP (croix) et dans le cas non résolu en temps et en
espace (At > 7 et Az = 107! > )) pour le schéma classique (pointillés) et le schéma
AP (tirets).

Enfin, le dernier cas test concerne le probleme d’expansion d’une bulle de plasma
entre deux électrodes en deux dimensions d’espace. Les électrodes sont supposées
planes et localisées en x = 0 et x = 1. Le plasma est injecté a partir de la cathode z =
0 avec un profil Gaussien en ordonnée y. Les valeurs des parametres physiques sont
choisis identiques au cas test précédent, c’est-a-dire C; = C. = 1, v; = 7. = 5/3,
e=10"%et A = 107 ce qui donne une période plasma adimensionnée 7 = 107¢. Le
maillage est cartésien uniforme avec 100 x 100 mailles. Les résultats présentés sur
la Figure 4.4 sont obtenus avec le schéma AP en utilisant le solveur polynomial de
dégré 0. Ils confirment la stabilité du schéma AP dans le cas non résolu.

Les résultats numériques montrent donc le bon comportement asymptotique du
schéma AP. Dans le paragraphe suivant on établit la stabilité asymptotique du schéma
AP pour le systeme un fluide Euler-Poisson linéarisé autour d’un état constant.
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Figure 4.4: Densités ionique (en haut) et électronique (en bas) en échelle logarith-
mique, aux temps adimensionnés ¢ = 0.01 (a gauche), t = 0.1 (au milieu) et t = 0.2
(a droite) pour le cas test d’expansion de plasma en deux dimensions d’espace. Les
résultats sont calculés avec le schéma AP dans le cas non résolu en temps et en espace.

4.3 Analyse numérique linéaire du schéma préservant
P’asymptotique quasi-neutre

Je décris dans ce paragraphe les travaux soumis pour publication de [A7]. Dans
cet article, on montre la stabilité asymptotique dans la limite quasi-neutre du schéma
AP présenté dans le paragraphe précédent (ou [A4]). Dans [A7] la longueur de Debye
est notée € mais dans un souci d’homogénéité des notations de ce document je vais
la noter A comme dans les autres paragraphes de ce chapitre.

4.3.1 Linéarisation et discrétisation du modeéle un fluide Euler-Poisson

On considere ici un modele simplifié. Ils consiste a ne s’intéresser qu’a la dy-
namique des électrons. On suppose la présence d'un fond d’ions neutralisant ce qui
revient a dire que les ions plus lourds sont supposés immobiles et de densité constante,
ici égale a 1. Le modele en variables adimensionnées en une dimension d’espace est
alors donné par

2
on+0,q=0, 0rq + O, <% +p(n)) =nd,, (4.12)

NP2 p=n—1. (4.13)



48 SCHEMA PRESERVANT L’ASYMPTOTIQUE QUASI-NEUTRE...

ou x € R est la variable position, ¢t > 0 est le temps, n = n(x,t) et ¢ = g(z,t) sont
respectivement la densité et la quantité de mouvement des électrons, p(n) = C'n?,
C > 0ety>1, est la pression et ¢ = ¢(x,t) est le potentiel.

Le parametre A est la longueur de Debye adimensionnée, c¢’est-a-dire le rapport
entre la longueur de Debye en variables physiques Ap, donnée par (4.1), et ’échelle
de longueur macroscopique.

La limite quasi-neutre de ce systeme conduit aux équations d’Euler incompressible
pour la quantité de mouvement. En effet, on fait tendre formellement A vers 0
dans (4.12)-(4.13). On obtient (4.12) et la contrainte de quasi-neutralité n = 1. Ce
qui se réécrit de maniere équivalente sous la forme suivante

n =1, axq:()a 8tQ+axq2_8x¢:O

Ainsi, en posant m = —¢, on reconnait les équations d’Euler incompressible et ¢ est
le multiplicateur de Lagrange de la contrainte 0,q = 0.

Pour les analyses de stabilité conduites dans les paragraphes suivants, on travaille
sur le systeme d’Euler-Poisson linéarisé autour d'un état constant. L’état autour
duquel on linéarise, est donné par n = 1, ¢ = qo, F = (—0,¢) = 0. La constante ¢ est
réelle, dans un premier temps elle sera choisie égale a 0, ce qui correspond a la limite
quasi-neutre avec un courant nul dans le plasma, puis elle sera choisie non nulle. Nous
verrons qu'un courant non nul dans le plasma conduit a des conclusions différentes
dans I'analyse de stabilité des schémas. Le systeme d’Euler-Poisson linéarisé autour
de Iétat constant (1, qp,0) est donné par

om+0,0=0, 01q +2qo0pq + (2 — q3) Opn = 0,0, NO2 p=n. (4.14)

La vitesse du son ¢ est ici égale a 1 puisque ¢; = /p/(1)/1, mais afin de connaitre
la dépendance en ¢, des conclusions de I’analyse, la notation ¢, est conservée.

Remarquons tout d’abord que u et ¢ peuvent étre éliminés. Lorsque |go| < |cs,
I’équation ainsi obtenue est une équation de Klein-Gordon avec une masse égale
a 1/A\2. Elle est donnée par

1
2 2 2 2\q2
Onn + 2qo0p,n — (c5 — q5)07,n + 2= 0. (4.15)
En multipliant cette équation par d;n et en supposant des conditions aux limites
périodiques, on obtient une estimation d’énergie :

b
1
o, / (@) + (& — @) @en)? + 55n?) de =0,

Cette estimation d’énergie montre que lorsque A — 0, de plus en plus d’énergie est
accumulée dans le dernier terme provenant du terme de force lié au potentiel.

De plus, on retrouve la nature dispersive de la limite quasi-neutre, déja évoqués
dans le paragraphe précédent. En effet, on prend la transformée de Fourier en espace
de I’équation (4.15). En notant n(¢,t) la transformée de n, on obtient

R , . Ly
OLn + 21 qof Oy + (ci—qg%—ﬁ) n = 0.
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Les solutions de cette équation sont de la forme n(¢,t) = A(E) exp(i 02(€)t) +
B(&) exp(—i0*(€)t), ot A et B ne dépendent que de la condition initiale et sont
donc indépendants de A. La fréquence des oscillations est donnée par

A 2 2 1 1/2
0 (f):—2QO§+(Cs§ +p) :

Les solutions sont donc d’amplitude d’ordre un et oscillent & la fréquence 6*(€)
d’ordre 1/X ot A est ici la période plasma puisque la masse des électrons est égale a
1 en variables adimensionnées.

Pour étudier la stabilité des discrétisations classiques et asymptotiquement stable,
présentées dans le paragraphe précédent, on utilise une analyse de Fourier. La trans-
formée de Fourier utilisée ne porte que sur la variable d’espace des sytemes discrétisés
en temps. Ceci revient a considérer une discrétisation temps-espace avec un schéma
en espace centré. C’est pourquoi, afin d’étudier 'influence d’un schéma décentré en
espace on rajoute des termes de viscosité. On introduit donc le systeme Euler-Poisson
linéarisé avec viscosité, suivant

on—+0,q = Bﬁixn, 3tq+2q08rq+(c§—qg)6xn = ﬁ@imq—i-@zgzﬁ, A2a§x¢ =n, (4.16)

ou > 0.
Pour se convaincre, il suffit de regarder le probleme de transport le plus simple
qui soit, c¢’est-a-dire
owu + cOyu =0, (4.17)

avec ¢ > 0 pour fixer les idées. Les discrétisations centrée et décentrée de cette
équation sont respectivement données par

m+1 m m m m+1 m m m
U 7Y it — Y1 U 7Y A
+c =0, +c = 0.
At 2 Ax At Ax
Or, la discrétisation décentrée peut encore s’écrire
m+1l _ . m m  _ ,m m m m

At 2 Ax 2 Ax? ’
qui est une discrétisation centrée de I’équation
cAx

2 _
Ou + cOyu — —5 0 ,u=0. (4.18)

Il est classique qu’avec le schéma d’Euler en temps, le schéma centré en espace est
inconditionnellement instable alors que le schéma décentré est stable sous condition
de type C.F.L. (Courant-Friedrichs-Levy) donnée par At < Ax/c. Retrouvons rapi-
dement ces résultats par 'analyse de Fourier en espace des équations (4.17) et (4.18)
discrétisées en temps. On obtient

cAx
2

— @0 (1 — cAti &)™, — 40 (1—cm¢g—c§xmg2) .

Gt = (1 — e Ati€), amtt =g (1—0Ati§— At§2>,
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On a alors
|1 —cAti&]* =1+ AP > 1,

et on retrouve donc bien que le schéma centré est inconditionnellement instable. Par
contre,

cAzx
2

1—cAtié— At €2

2

2 cAzx 2
= (1— At§2) + ? A€,
2 2 a2 2 AT
=1—-cAxAt& 4+ At“ € T§+1 .

On obtient alors la condition suffisante de stabilité

At < A .
Az? )
(Fre)
En choisissant £ d’ordre 1/Ax, ce qui revient a dire qu’une discrétisation complete
ne peut pas résoudre les grands nombres d’onde, on trouve une condition de type
C.F.L. du méme ordre que celle que I'on attendait. Notons enfin pour terminer, que

dans le cas linéaire le schéma décentré en espace correspond exactement au solveur
de Lax-Friedrichs modifié utilisé dans [A4].

4.3.2 Stabilité du modele linéarisé

Présentons tout d’abord la discrétisation en temps classique du systeme d’Euler-
Poisson linéarisé (4.16) ainsi que la discrétisation préservant 1’asymptotique quasi-
neutre (AP), proposée dans [A4]. Ces discrétisations traitent, toutes deux les termes
de forces électriques de maniere implicite. Elles different par le traitement explicite
ou implicite des termes de flux dans I’équation de conservation de masse. Le schéma
classique consiste a discrétiser ces termes de maniere explicite alors que le schéma
AP les traite de maniere implicite. Dans la suite nous appelons le schéma classique,
schéma EI et le schéma AP, schéma II, relativement aux termes de flux de masse
traités Explicitement ou Implicitement et aux termes de forces électriques traités
Implicitement. On note At le pas de temps et g™ une approximation de = — g(z, t™)
ou t"™ = m At pour m > 0. Le schéma EI (classique) est alors donné par

nerl —nm
——— 04" = BT, N7, oM =t (4.19)
qm+1 _ qm
Al +2q0 0,q™ + (2 — q3) Oun™ = BO2 g™ + O™ . (4.20)

Le schéma II (AP) est donné par

nm—l—l —nm
T + (%qmﬂ = ﬁﬁiggnm, )\282$¢m+1 = nm+1, (4.21)
qm+1 _m

AL +2q00.q" + (cg - qg) o,n™ = B@gmqm + 0p™ (4.22)
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On introduit de plus la discrétisation IE suivante, afin de vérifier que 'implicitation
des termes de forces est nécessaire pour obtenir la stabilité asymptotique dans la
limite quasi-neutre. Elle est donnée par

nm—l—l —nm
T + 8$qm+1 = ﬁagmnm, )\26§x¢>m+1 = 7’Lm+1, (423)
qm+1 _m

A T 2000:4" + (¢ — 43) 0en™ = BO5q" + 0™ (4.24)

Dans [23], S. Fabre étudie la stabilité d’une discrétisation complete du systeme Euler-
Poisson linéarisé (4.14) avec gy = 0. Cette discrétisation consiste en le schéma clas-
sique en temps et le schéma décentré en espace ; Ce qui correspond ici au schéma EI
(classique) donné par (4.19)-(4.20) avec go = 0 et 5 # 0. Dans [AT], on montre les
résultats suivants

Lemme 4.1 On consideére le systéeme d’Euler-Poisson linéarisé avec viscosité (4.106)
avec qo = 0. Alors

1. 8i B =0, la discrétisation II (AP) donnée par (4.21)-(4.22) est stable sous la

condition ) ”»
Ax 1 TCs\ 2
< 5 = _ - )
Ab <0G 2(7rcs> ()\2 i (Ax) )

La discrétisation IE donnée par (4.23)-(4.24) est stable sous la condition

2
)
(2+(G2))

2. Si B #0, la discrétisation Il (AP) donnée par (4.21)-(4.22) est stable sous la
condition

At <5 =

Atﬁé;’izg min <$,\/1+C*—1) : (4.25)
C *

ou C* = Br/(cs Ax).

La discrétisation EI (classique) donnée par (4.19)-(4.20) est stable sous la con-
dition
23 1 P
At < min(0",0*) = min [ — , A,
= ( el ) (C? 14+ 0*2 \/W >
/6 . * . .

pour tout A € [0, —CQW] et 512X\ < At < 6%, le schéma est instable.
Le point 1. de ce résultat montre clairement la stabilité asymptotique du schéma II
(AP) dans la limite quasi-neutre. En effet, 6}, — +oo lorsque A — 0. Le schéma
IE est quand a lui fortement contraint dans les zones quasi-neutres puisque 9;, — 0
lorsque A — 0. L’implicitation des termes de forces électriques est donc nécessaire
pour obtenir une stabilité asymptotique. Notons, enfin, que lorsque 1/X est petit,
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c’est-a-dire lorsqu’on est dans les zones non quasi-neutres, on retrouve la condition
de C.F.L. classique c¢’est-a-dire At de l'ordre de Az/c;.

Le point 2. confirme la stabilité asymptotique du schéma AP. En effet, ¢, ne
dépend pas de A, de plus la condition de stabilité est en fait la condition de C.F.L.
hydrodynamique. En effet, je rappelle que pour le schéma décentré la viscosité (3
est donnée par ¢; Ax/2. Ainsi, C* est une constante ne dépendant pas de Az et la
condition (4.25) est équivalente a At < C' Az/c,. Enfin, le dernier résultat montre
que le domaine de stabilité du schéma classique (EI) est un intervalle de taille O(\).
On retrouve le résultat déja établi par S. Fabre.

Dans le cas d'un courant non nul, on montre le résultat suivant

Lemme 4.2 On consideére le systéme d’Euler-Poisson linéarisé avec viscosité (4.16)
avec qo # 0. Alors

1. §i B = 0, pour toute constante 0 < K < 1, il existe At* > 0 tel que la
discrétisation II (AP) donnée par (4.21)-(4.22) est stable sous les conditions

At < At et ) < KAL,

avec 0* — 0 lorsque K — 1.

2. Si 3 # 0 est telle qu’il existe B > B*, ou B* ne dépend que de qq et cs, telle que
6 = B At alors il existe At* ne dépendant que de qq et ¢, tel que la discrétisation
II (AP) donnée par (4.21)-(4.22) est stable pour tout A > 0, sous la condition

At < At

Le point 1. donne un résultat de stabilité mais pour A suffisamment petit. Le schéma
centré AP n’est donc pas stable dans les régimes non quasi-neutres. Par contre le
point 2. montre que le schéma AP est stable uniformément pour toutes valeurs de
A. La constante de viscosité est supposée proportionnelle au pas de temps, alors
qu’en pratique pour le schéma décentré elle est proportionnelle au pas d’espace. Le
résultat est certainement encore vrai dans ce cas mais ce choix de la viscosité simplifie
la démonstration qui est malgré tout tres technique. Le résultat est quand méme
intéressant puisqu’il montre que méme avec une viscosité petite, de 'ordre de At,
le schéma AP est stable uniformément en \ dans les régimes quasi-neutre et non
quasi-neutre.

4.4 Un probleme de couche limite lié a la quasi-neutralité

Dans ce paragraphe, je présente les travaux soumis pour publication de [A8]. Ils
concernent 1’étude d’une couche limite dans le cas test d’expansion de plasma entre
deux électrodes, présenté dans le paragraphe 4.2.
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4.4.1 Le modéle bifluide Euler-Poisson

Le modele considéré est le modele bifluide Euler-Poisson adimensionné, que je
rappelle ci-dessous en précisant les conditions aux limites. On note n;(z,t) et n.(z,t)
les densités des ions et des électrons, ¢;(z,t) et g.(x,t) leur quantités de mouvement
et ¢(x,t) le potentiel électrique, ou x € IR est la variable d’espace et ¢ > 0 est le
temps. Ces quantités sont solutions du systéeme suivant

O + 9,q) = 0, Ohq + 0ufi(n),q)) = —n} 0,0, (4.26)
Oin) + Ouq) =0, e +e0ufe(n, q)) = n) O™, (4.27)
NP, =n) —n, (4.28)

pour  €10,1[ et t > 0, et ou les flux de quantités de mouvement sont donnés par
fi(n,q) = ¢/n+pi(n) et fo(n,q) = ¢°/n+pe(n)/e. Leslois de pressions isentropiques
sont définies par p; .(n) = C; nY, avec C; . > 0 et v, > 1.

Je rappelle que les parametres adimensionnés € et A\ sont respectivement le rap-
port des masses des électrons et des ions € = m./m; et la longueur de Debye adimen-
sionnée A = Ap/L ou Ap est la longueur de Debye en variables physiques, donnée
par (4.1) et L est Iéchelle d’espace macroscopique. Ces parameétres donnent une
période plasma adimensionnée donnée par 7 = /2 \.

Le domaine est initialement vide de plasma et les systemes hyperboliques sont
supposés supersoniques au point x = 1. Ainsi, aucune condition aux limites n’est
nécessaire en x = 1 pour les quantités fluides. La cathode et ’anode sont respective-
ment localisées en z = 0 et x = 1 et un plasma quasi-neutre est présent en dehors du
domaine pour z < 0. On pose donc

¢*(0,t) = 0, ¢*(1,t) = pa(t) > 0, (4.29)
(nf\7 Qz‘)\>(07 t) = (nf\ov Qz')E))(t)’ (ni, C]é\)(O, t) = (n:a\(b qg\o)(t)v (430)

pour tout t > 0 et ou (ny,q) et (nly,q)) sont les solutions respectives, au point
x = 0, des problemes de Riemann suivants

( atni + aa:% = 07 ( atne + axQe - 07
atQi + azfz(”za %’) = 07 8t(]e + aa:fe(nea Qe) =

0
(n) o (ZS) (), <0, (n> . (no t), <0,

qo0

. A A
v (Zi) (0%,1), x>0, ‘ (Zi) (0+,¢), 2> 0,
\ i \ e

(4.31)

ot (ny,, ) (07, 1) = lim, o+ (1], q}) (2, ) et ot (ng, go) est I'état présent en dehors

du domaine, il est supposé subsonique, i.e. tel que qo/ng + \/pi(no) > 0, go/no +

VPe(no)/e >0, go/no — /Pi(no) <0 et go/no — \/pe(no)/e < 0.
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4.4.2 Problemes numériques reliés a la couche limite

Dans [A4], résumé dans le paragraphe 4.2, deux cas test monodimensionnels
sont présentés. Le premier cas test est une perturbation d’'un plasma stationnaire
et uniforme a courant non nul. Pour ce cas test, les conditions aux limites sur
les quantités fluides sont périodiques et non pas données par (4.30). On compare
alors les discrétisations classique et préservant 1’asymptotique quasineutre (AP). On
observe numériquement que le schéma AP reste stable pour des pas de temps plus
grands que la période plasma alors que le schéma classique développe des instabilités.
Dans ces simulations, le solveur de Lax-Friedrichs modifié est utilisé (voir [22]). Ce
solveur est bien connu pour étre tres diffusif mais aussi pour étre tres robuste. Il était
donc bien adapté a la phase de validation du schéma préservant I’asymptotique quasi-
neutre. Nous avons depuis étendu ces résultats a des solveurs d’ordre 1 plus généraux
comme les solveurs polynomiaux de degré 0 ou 2 (voir [17]), HLLE, HLLC ainsi qu’au
solveur d’ordre 2 de Lax-Wendroff (voir [51]). Nous obtenons les mémes résultats. Le
deuxieme cas test considéré dans [A4], est celui de 'expansion d'un plasma quasi-
neutre entre deux électrodes. Ce cas test est particulierement bien adapté au schéma
préservant I’asymptotique quasi-neutre (AP) puisqu’une transition d’une zone quasi-
neutre (le plasma) vers une zone non quasi-neutre (le faisceau) est présente. Les
simulations numériques de ce cas test, présentées dans [A4], sont encore réalisées
avec le solveur de Lax-Friedrichs modifié. Ces simulations numériques montrent que
le schéma AP reste stable lorsque le pas de temps est plus grand que la période plasma
alors que le schéma classique est instable. Je présente ici, des résultats numériques
pour ce cas test, obtenus en utilisant des solveurs d’ordre 1 plus généraux : les solveurs
polynémiaux de degrés 0 ou 2 (voir [17]).

Les parametres sont issus de la physique d’arcs dans les plasmas (voir [9]). On
avi =% =>5/3,C;=C,=1,¢=10"% X\ =107, ¢, = 100. De plus, le plasma
quasi-neutre présent en dehors du domaine est choisi tel que (ng,qo) = (1,1). Les
résultats sont donnés par les Figures 4.5 et 4.6 a gauche.

La solution de référence est celle donnée par le schéma classique avec le solveur
de Riemann exact dans le cas résolu c’est-a-dire lorsque le pas d’espace Ax et le pas
de temps At satisfont Ax < X et At < 7. On compare cette solution de référence
aux schémas classique et AP pour les solveurs polynomiaux de degré 0 et 2. Le
solveur polynomial de degré 0 (P0) présente une particularité commune avec le solveur
de Lax-Friedrichs modifié. Ils ont tous deux des matrices de viscosité numérique
diagonales. Le solveur polynomial de degré 2 (P2) s’apparente plutot aux solveurs
de type Roe généraux dont les matrices de viscosité numérique sont non diagonales.

La Figure 4.5 présente a gauche, les résultats dans le cas résolu pour toutes les
discrétisations. On peut remarquer que les schémas classique et AP donnent des
résultats identiques pour un méme solveur. De plus, les différents solveurs conduisent
aux mémes courbes dans le coeur du plasma, par contre les courbes different dans
un voisinage de z = 0. Ces différences traduisent la présence d’une couche limite
qui n’est pas résolue de la méme maniere par les différents solveurs. Les Figures 4.5
a droite et 4.6 a gauche, présentent les mémes résultats dans le cas ou la longueur
de Debye n’est pas résolue, c’est-a-dire lorsque Az = 1072 > X\ = 10~*. Le schéma



4.4 UN PROBLEME DE COUCHE LIMITE LIE A LA QUASI-NEUTRALITE 55

0.8 1

g 1 Class. Riemann = b Class. Riemann
B — Class. P2 g ogr,  ---Class. PO
5§ k& ---Class. PO S |« < APPO

£ + AP P2 Rl

& o4 > AP PO A

o) O ooar %

. \Q) R

2 02 = h,

éJ 4 0.2 o%b

g ) .. Do,

Q . Q o - a0,

0 0

01_ . 0.2 . 0.3 0.4 0.1, 0.2 . 0,3 0.4
x =Distance a la cathode x =Distance a la cathode

Figure 4.5: Densité électronique en fonction de z, au temps adimensionné ¢ = 0.05.
Les résultats sont obtenus avec le schéma classique pour le solveur de Riemann
(pointillés, & gauche et & droite) dans le cas résolu: Az =107 = et At <7 =10"°,
avec le solveur polynomial de degré 0 pour le schéma classique (tirets) dans le cas
résolu & gauche et partiellement résolu & droite : Az = 1072 > X et At < 7, avec
le solveur polynomial de degré 0 pour le schéma AP (marqueurs ronds) dans le cas
résolu & gauche et non résolu a droite : Az = 1072 > X et At > 7 et enfin pour le
solveur polynomial de degré 2 avec le schéma classique (trait plein a gauche) et le
schéma AP (marqueurs croix a gauche) dans le cas résolu.
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Figure 4.6: Densité électronique en fonction de x, au temps adimensionné ¢ = 0.05.
Les résultats sont donnés par le schéma classique (trait plein) et le schéma AP (mar-
queurs croix) pour le solveur polynémial de degré 2 dans le cas non résolu en espace
Az = 1072 > X = 107%. Le schéma classique résout la période plasma : At < 7
et le schéma AP ne la résout pas : At > 7. A gauche les conditions aux limites
sont données par (4.30). A droite on utilise les valeurs données en sortie de couche
limite par la courbe de référence, c¢’est-a-dire celle obtenue avec le schéma classique,
le solveur de Riemann et les conditions aux limites données par (4.30) dans le cas
résolu. Cette courbe est représentée a droite en pointillés.
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classique résout la période plasma (At < 7) et le schéma AP ne la résout pas (At > 7).
Nous comparons ces résultats a la courbe de référence (schéma classique, solveur de
Riemann, cas résolu en espace et en temps). Il apparait que, lorsque la longueur de
Debye Ap n’est pas résolue, le solveur PO est stable pour les deux schémas, par contre
le solveur P2 est completement instable.

Cette instabilité est due a la couche limite précédemment évoquée, qui n’est pas
résolue correctement. En effet, lorsqu’on choisit comme conditions aux limites les
valeurs données par la courbe de référence en sortie de couche limite, le solveur P2
donne des résultats stables pour les deux schémas comme le montre la Figure 4.6 a
droite.

4.4.3 Résolution du probleme de couche limite

Pour déterminer des données au bord bien préparées au régime quasi-neutre, on
introduit un probléeme de couche limite. Il est obtenu en écrivant le développement
asymptotique suivant

~

(Nier Qe ) (@, 8) = (Tie, s O) (2, 8) + (e, e, O) (/A1) + A (5, G, 0) (2, 1),

ot limy_o A (727, 47, ) = (0,0,0) et (T e; Gie, @) est la solution du modele quasi-
neutre obtenu lorsque A — 0 dans le systeme (4.26)-(4.28).

En insérant ce développement dans le systeme bifluide Euler-Poisson, on obtient
le résultat suivant

Lemme 4.3 (Formel) La couche limite (Ric,Gie, ¢) est solution du systéme

Nie(y,t) = Nie(y, 1) +7ie(0, 1), Gie(y,t) = Gie(y, 1) + G (0, 1), (4.32)
0yq; = 0, 0y (a7 /ni + pi(ni)) = —n; 9,0, (4.33)
Oyqe = 0, 0y(e @2 /e + pe(ne)) = ne 0,0, (4.34)
—dfyqb = n; — Ne, (4.35)

pour tout y > 0 et tout t > 0. Les conditions aux limites sont données par

$(0,t) = —¢y, ¢(+o00,t) =0, (4.36)
(n,¢:)(0,£) = (ni0, Gio) (£), (ni(+00), gi(+00)) = (R0, Gio),  (4.37)
(ney qe (O ) (neO QeO)(t>7 (ne(—i—OO), Qe<+oo)) = (ﬁ07 6760)7 (438>

)
avec (o, o, Gios Geo) = (051, @iy Ge ) (0,) €6 00 (nig, Gio) et (neo, Geo) sont les solutions
respectives au point x = 0 des problemes de Riemann suivants

( 8t7’Li + 3q;ql =0, ( 8tne + 89&Qe =0,
i + 02((¢:)? /i + pi(ns)) = 0, £0yqe + 05(€ (¢e)? /1 + pe(ne)) = 0,
<”°> C siz <0, (Z”) C siz <0,
T q Ne 0
(1) o =4 (1) o =4
q; n, . de n .
<+), st x>0, S, six>0,
\ qZ \ Qe

(4.39)
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ot (nf,, qf,) = limy_o(nic(y,t), gie(y,t)) pour tout t > 0.

Le but de ce paragraphe est de trouver 7o, Gio, Geo €t @0, tels que le probleme de couche
limite admette une solution. Il est important de noter que les condition aux limites
sont implicitement définies par la couche limite elle méme puisque les états (n;fe, q;fe)
sont donnés par la solution du probleme de couche limite. Ceci rend le probléeme
fortement non linéaire.

Pour résoudre ce probleme, on doit introduire les enthalpies totales des systemes
ionique et électronique. Elles sont données comme des fonctions de la densité puisque

les quantités de mouvement sont constantes dans la couche limite :

a2 O
kl(n) — (on) + 7,71 nryi_l

o2n2 oy —1 ke(n) = Gen) R (4.40)

2n? Ve — 1

Y

Ces fonctions k; et k. sont non monotones. Elles sont décroissantes respectivement
sur (0,n;5) et (0,n.g), et croissantes respectivement sur (n;s, +00) et (nes, +00),
ol n;s et neg sont les points soniques des ions et des électrons définis par

_ 1/(yi+1 _ 1/(Ye+1
he (%‘0)2 /(vi+1) he 5(%0)2 /(ye+1) (4 41>
‘ Cz Yi 7 ¢ Ce Ye . .

Notons qu'un état (n, ) est supersonique pour n < n;g et subsonique pour n > n;g,
d’ou 'appellation de point sonique pour n;s. Il en est de méme pour les électrons.
On suppose que n;g > n.g. Ceci est le cas si € est petit, si G et G sont du
méme ordre et si C,, C;, 7v; et v, sont des parametres d’ordre 1. De méme, on
définit Uenthalpie totale du plasma par k(n) = k;(n) 4+ ke(n) pour tout n > 0. Cette
fonction a le méme comportement que k; et k., on note ng le point sonique du plasma.
L’hypothese n;s > ne.s implique alors que n;s > ng > neg.

On montre le résultat suivant en considérant tous les cas possibles dans la résolu-
tion des problemes de Riemann (4.39).

Théoréme 4.1 On considére le probléme de couche limite (4.32)-(4.39), ot (ng, qo)
est un €état subsonique pour les ions et pour les électrons. De plus, on suppose
que o, Geo > 0 (ce qui revient a supposer que le plasma entre dans le domaine).

Alors
1. Sing > nyg > Neg on a
1.1 Si (nio, qio) est donné par n;g = n;. < ng, avec n;. défini par

2/(m—1)
(0  2VEn (-1 1
e = | (L4 ZVENC o L (4.42)
No %—1 ‘/k171+—lw

-1

pourl =i oue et avec k; = C; et ke = C. /¢, si de plus q;o = /C; n%ﬁlm
et si (neo, Geo) satisfait

27 Cefe [ 2e=2 Ze—1
ng = Ney > Necy,  deo = Mo (ﬂ + 7—/ <n0 r = n802 >> ’ <443)
no Ve — 1
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ou $i (Neo, Geo) satisfait

Tep > 105 Ge0 = Teo <@ - (ne() - no)\/ pE(neO) — pe(nO) ) ) (4-44)

no € (Nep — M) Neo No

le probléme (4.32)-(4.39) admet une solution. Trois cas sont alors possibles

e La solution existe si n;y et ne satisfont
kl(nlo) + k€<neo) Z kl(ng) —+ ke(ng), (445)

ou ng est le point sonique du plasma. Cette solution est continue avec
un potentiel, ¢, et une densité électronique, n., croissants et une densité
tonique, n;, décroissante. Elle satisfait

¢o = ki(nio) — ki(Mo), G = dio,  eo = Geo, (4.46)
kl(mo) + ke(n60> = k‘l(ﬁo) + ]fe<7_lo). (447)

e La solution existe siny et neo satisfont (4.45). Elle est continue avec
un potentiel, ¢, et une densité électronique, n., décroissants et une densité
ionique, n;, croissante. De plus, elle satisfait (4.46), (4.47).

e La solution est non réguliére avec un saut de n; d’un état gauche n’~ a
un état droit n:+ La densité des ions n;, est non monotone, le potentiel, ¢,
et la densité électronique, n., sont décroissants. Cette solution existe si la
condition suivante est satisfaite

ke(neo) > ke(ng) + ki(ng) — ki(ny ™) + ki(ny ™) — ki(nis), (4.48)

1.2 Si (nyo, qio) satisfait

20

2/ CZ i _ o
no  vi—1

ou si (nio, qio) satisfait

N0 > No, qi0 = M40 (% - (TLZ’O — no) \/pl(nlo) — pl(no) ) ‘

0 (nio - no) Nio o

1.2.1 Si (neo, Geo) est donné par ney = Nee < Mg, avec Nee défini par (4.42),
et oo = /e Ce/e n%eﬂ)m, le probléme (4.32)-(4.39) admet une so-

lution. Deux cas sont alors possibles

e La solution existe si nyy et ne satisfont (4.45). Elle est continue
avec un potentiel, ¢, et une densité électronique, n., croissants, et une
densité ionique, n;, décroissante. Elle satisfait (4.46), (4.47).

e La solution est non réguliere avec un saut de n, d’un état gauc-
he n>b~ wers un état droit n*Y". La densité électronique, n., est non
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monotone et le potentiel, ¢, et la densité tonique, n;, sont respective-
ment croissant et décroissante. Cette solution existe si

k’z(nzo) > k‘Z(TLS) + ke(ns) — ke(n;’1’+) + ke(nZ’l’_) — ke(nes).

1.2.2 Si (neo, qeo) satisfait (4.43) ou (4.44), le probleme (4.32)-(4.59) admet

une solution. Deux cas sont alors possibles

e La solution existe st n.g < ng et si de plus n;y et ney satis-
font (4.45). Elle est continue avec un potentiel, ¢, et une densité
électronique, n., croissants et une densité ionique, n;, décroissante.

Elle satisfait (4.46), (4.47).

e La solution est non réguliere avec un saut de n; d’un état gauc-
hen;™ vers un état droit )" . La densité ionique est non monotone, le
potentiel, ¢, et la densité électronique, n., sont tous deux décroissants.
Cette solution eziste si (4.48) est satisfaite.

2. Sinigg > ng > g > Nes, St (Nio, o) est donné par nyy = ny.e < ng et qo =
C; i nggﬁlm, et si (Neo, Geo) satisfait (4.43) ou (4.44) alors, le probléme de
couche limite (4.32)-(4.39) admet une solution. Cette solution existe si (4.45)
est satisfaite. FElle est continue, avec un potentiel, ¢, et des densités ionique et
électronique, n; et n., décroissants. De plus, elle satisfait (4.46), (4.47).

4.4.4 Résultats numériques avec des conditions aux limites préparées au
régime quasi-neutre

On utilise la résolution du probleme de couche limite pour déterminer des condi-
tions aux limites bien préparées au régime quasi-neutre. Notons que le Théoreme 4.1
montre que plusieurs conditions aux limites (dépendant de l'information contenue
dans le domaine) donne une solution au probleme de couche limite. 11 faut sélectionner
la bonne, pour cela, on se base sur les simulations numériques réalisées dans le cas
résolu. On cherche une solution du probleme de couche limite avec des densités
électronique et ionique décroissantes. Or, une seule solution répond a ces criteres,
celle du point 2. dans le Théoreme 4.1. Pour cette solution, I’état ionique en x = 0
dans le probleme de couche limite, noté (n;o, ¢i0), est complétement déterminé par
I'information venant de la gauche c’est-a-dire de 'extérieur du domaine. Par contre,
ce méme état pour les électrons ne I'est pas. Mais ceci n’est pas surprenant, en effet, &
étant petit, 1’état en sortie de couche limite est subsonique pour les électrons (une
valeur propre négative et une positive). Ainsi, il ne peut étre déterminé completement
par I'information venant de la gauche, c¢’est-a-dire de 'extérieur du domaine. Il est
nécessaire d’utiliser I'information venant de la droite, ¢’est-a-dire du cceur du plasma,
pour déterminer les conditions aux limites.

On peut toutefois, en négligeant e, déterminer completement la densité quasi-
neutre 7y, la quantité de mouvement ionique G ainsi que le potentiel ¢y, en sortie
de couche limite. Pour cela, on utilise (4.46), (4.47) en remarquant que la limite de
I'enthalpie totale électronique k. lorsque ¢ — 0 est I'enthalpie he(n) = Ceve/(ve —
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Figure 4.7: Densité électronique en fonction de x au temps adimensionné ¢t = 0.05,
dans le cas non résolu en espace, Ax = 1072 > X\ = 10~*. Le schéma classique résout
la période plasma, At < 7, et le schéma AP ne la résout pas, At > 7. Les solveurs P0
et P2 sont utilisés avec les conditions aux limites préparées au régime quasi-neutre,
données par n. = n; = fg, e = Geo, ¢ = Gio €t ¢ = ¢y. Ces courbes sont comparées
a la courbe de référence obtenue avec le schéma classique, le solveur de Riemann, les
conditions aux limites non préparées, n. = n; = ng, ¢ = ¢; = qo €t ¢ = 0, dans le cas
résolu Az = et At <.

1) n?*~! ne dépendant pas de 9. Pour la quantité de mouvement électronique on pose
Geo = lim,_o Ge(x,t) ou g, est la solution quasi-neutre, puisque dans la couche limite
g. est constante. On utilise ces conditions aux limites pour réaliser des simulations
numériques du cas test précédemment présenté. Les résultats sont donnés par la
Figure 4.7.

On utilise la méme courbe de référence que précédemment, c’est-a-dire celle
donnée par le schéma classique avec le solveur de Riemann dans le cas résolu (Az = A
et At < 7) et en n’utilisant pas les conditions aux limites bien préparées. On com-
pare les schémas classique et AP avec les solveurs PO et P2 dans le cas non résolu
en espace, (Az = 1072 > X\ = 107%) et avec les conditions aux limites bien préparées.
Le schéma classique résout la période plasma, At < 7, et le schéma AP ne la résout
pas, At > 7. On peut voir que tous les schémas donnent des résultats proches de la
courbe de référence. Seul le plateau en sortie de couche limite est mal décrit. Toute-
fois il est important de remarquer que le solveur P2 est maintenant stable, je rappelle
qu’il ne I’était pas avec des conditions aux limites non préparées. Ces conditions aux

limites permettent donc d’utiliser des solveurs généraux sans résoudre la longueur de
Debye.

4.5 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, j’ai présenté un schéma préservant ’asymptotique quasi-neutre
pour le modele bifluide Euler-Poisson. Des simulations numériques ainsi qu’une anal-
yse de stabilité ont montré le bon comportement de ce schéma par rapport au schéma
classiquement utilisé. Il permet de réduire le cout des simulations numériques de
maniere tres importante. De plus, ’analyse d'un probleme de couche limite au point
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d’injection nous a permis de déterminer des conditions aux limites bien préparées au
régime quasi-neutre. Ainsi, la généralisation du schéma AP a des solveurs généraux
est possible sans résoudre la longueur de Debye.

Beaucoup de perspectives s’offrent a la suite de ce travail. Tout d’abord des
perspectives concernant le schéma AP pour Euler-Poisson. Le schéma AP peut étre
utilisé avec des maillages grossiers. Sur ces maillages, il reste stable mais bien str
on perd en précision. Le passage a des schémas d’ordre plus élevé est nécessaire
pour augmenter la précision. Pour augmenter I'ordre du schéma, on peut utiliser les
techniques de Galerkin-Discontinu, ce que j’ai commencer a faire en collaboration
Pierre Degond et Shi Wang Shu.

On étudie de plus I'extension a d’autres systemes. Le passage a Euler complet se
fait assez aisément, un travail est en cours sur ce sujet incluant ’étude du probleme
de couche limite. De plus, je travaille a I'extension du schéma AP au cas d’Euler-
Maxwell en collaboration avec Pierre Degond, Fabrice Deluzet et Dominique Savelief.

En collaboration avec Annalisa Ambroso, Pierre Degond, Fabrice Deluzet, Nadia
Lemarchant, Pascal Omnes et Jacques Segré, je travaille sur un schéma AP dans la
limite bas Mach pour le systeme d’Euler.

Enfin, pour terminer le probleme de couche limite garde encore quelques secrets.
Tout d’abord 'approximation € petit peut certainement étre levée en résolvant de
maniere exacte, au moins numériquement, le probleme de couche limite. Ceci per-
mettrait peut étre de reproduire le plateau en sortie de couche limite. J'aimerais
également comprendre le miracle des solveurs a matrices de viscosité numérique di-
agonales (solveurs de Lax-Friedrichs modifié et polynomial de degré 0) qui réussissent
a rester stable sans que le maillage résolve la couche limite.
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Chapitre 5

Modeles cinétiques pour le
transport de particules

Dans ce chapitre on s’intéresse a des modeles de type cinétique décrivant le transport
de particules. Ces travaux sont publiés dans [N1], [A3], [CR1] et [CR3]. IIs ont
été réalisés en collaboration avec Pierre Degond, Komla Domelevo, Céline Parzani et
Rachid Talaalout.

Le premier paragraphe concerne le transport de particules chargées ou non, con-
finées contre une paroi par un potentiel extérieur.

Dans le deuxieme paragraphe on étudie un modele diphasique simplifié décrivant
le transport de gouttelettes dans un fluide.

5.1 Confinement de particules dans un puits de potentiel

Dans ce paragraphe, je décris les travaux publiés dans [CR1], [CR3] ainsi que
les travaux publiés dans [A3].

On s’intéresse ici a la modélisation de particules soumises a un potentiel extérieur
dans un demi-espace. Le potentiel appliqué confine les particules contre la surface
délimitant le demi-espace. Le point de départ de la modélisation est 1’équation
de Vlasov décrivant le transport des particules. Il est classique en modélisation
mathématique, de dériver un modele asymptotique contenant un plus petit nom-
bre de variables que la description cinétique. Ceci est possible lorsque les conditions
physiques le permettent, par exemple lorsque les particules sont soumises a un grand
nombre de collisions. Le modele limite dépend alors de la nature des collisions con-
sidérées. Dans le probleme considéré ici, les particules étant confinées contre la paroi,
elles entrent en collision de maniere répétée avec la paroi. Ceci va nous permettre de
dériver différents modeles asymptotiques suivant la nature des collisions.

Nous nous sommes intéressés a ce probleme en liaison avec une application in-
dustrielle proposée par Jean-Pierre Catani et Denis Payan du CNES. Ce probleme
concerne les phénomenes d’arcs électriques sur les panneaux solaires des satellites
déja décrit dans le paragraphe 3.2. Je rappelle brievement le contexte physique. Les
satellites sont alimentés en énergie par des panneaux solaires constitués de chaines de
cellules photo-voltaiques, montées en parallele. Lorsque la tension délivrée par chaque
chaine dépasse la valeur seuil de cinquante Volts des phénomenes d’arcs électriques
apparaissent et conduisent parfois au court-circuitage de toute la chaine concernée.
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Le scenario retenu par les physiciens se décompose en trois phases, voir [5], [8] et [9].
Tout d’abord une décharge primaire a lieu créant un plasma haute densité. Ce plasma
se détend dans le vide entre deux cellules. Lorsque le plasma a rempli tout 1’espace
entre les cellules, I'arc électrique peut s’établir. Ici, on veut décrire la décharge pri-
maire.

Dans [8], les mécanismes physiques entrant en jeu dans la décharge primaire
sont décrits de la maniere suivante. Cette décharge primaire a lieu dans l'espace
séparant deux cellules solaires, au pied d’'une des deux cellules. Au démarrage du
phénomene, une différence de potentiel entre le diélectrique constituant les cellules et
les inter-connecteurs métalliques est a 1’origine d’une émission électronique. L’effet
de ce champ est renforcé par la présence d’irrégularités sur la surface émettrice. Les
électrons émis sont accélérés vers le sommet de la cellule par la différence de potentiel
entre le pied et le sommet de la cellule. Au cours de leur trajet, ils sont attirés contre
la surface de la cellule par un champ électrique transverse di a la différence de poten-
tiel entre les deux cellules. Ils vont alors rebondirent contre la paroi de maniere tres
répétée pendant leur trajet jusqu’au sommet de la cellule. En rebondissant contre la
paroi, les électrons arrachent parfois des molécules de neutres ou des électrons. Ces
processus s’appelle la “désorption de neutre par impact électronique” et 1’“émission
secondaire électronique”. Les électrons secondaires sont alors accélérés et entrent a
leur tour en collision avec la paroi. Un phénomene d’avalanche a donc lieu créant un
plasma de plus en plus dense.

Je commence par décrire brievement les travaux publiés dans [CR1], [CR3]. Ces
travaux ont été réalisés en collaboration avec P. Degond et R. Talaalout. Ce premier
travail a permis de dégager les mécanismes physiques prédominants dans la formation
du plasma pour I'application décrite ci-dessus.

Dans le paragraphe 5.1.2, je présente les travaux publiés dans [A3]. Dans cette
étude, on se place dans un cadre plus général que celui de I'application précédente.
On considere des particules piégées le long d’une surface par un potentiel confinant. A
partir d’'une description cinétique, on dérive un modele bidimensionnel sur la surface
de maniere rigoureuse dans le cas ou le potentiel est donné et de maniere formelle
lorsque 1’équation de transport est couplée a 1’équation de Poisson.

5.1.1 Modele asymptotique de type énergie-transport

Dans [CR1], [CR3], on veut établir un modele permettant de décrire la création
du plasma haute densité le long de la paroi de la cellule solaire. Nous supposons
que les collisions des électrons avec la surface sont diffusives. On note z = (z,z) €
IR? x IR~ la variable d’espace décomposée en la variable parallele & la paroi z et
la variable transverse a la paroi z. On suppose alors que le potentiel appliqué se
décompose sous la forme ¢(z,z) = ¢o(x) + ¥(2) avec ¥(z) = —Erz ou Ep > 0
est donné. Le potentiel 1) est appelé le potentiel confinant. Dans [13], P. Degond
considérant le méme probleme, dérive un modele de diffusion (aussi appelé modele
SHE pour Spherical Harmonics Expansion, voir [53]) a partir d’'un modele cinétique.
Ce modele consiste en une équation de diffusion pour la fonction de distribution
des particules F'. Cette distribution est une moyenne en espace dans la direction
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transverse a la paroi (z) ainsi qu’en vitesse pour une énergie donnée (g). Ici, on
suppose de plus que les particules sont dans un équilibre local et ainsi leur distribution
F(z,e,t) est une Maxwellienne

F(z,e,t) = exp (%) |

ou pu € R et T, > 0 sont le potentiel chimique et la température des électrons.
En intégrant le modele SHE sur toutes les énergies, on obtient un modele de type
énergie-transport sur les densités surfaciques de particules (n.) et d’énergie (W,) :

atne + vg : Jn = Qm
OWe+Vy-Jy—Jn - Vaedg = Q.

Ces quantités sont reliées au potentiel chimique et a la température par les relations
ne = (2me/me)¥2 T | Er exp(u/T.) et We = 5n.T./2, ot e > 0 est la charge
élémentaire et m, est la masse des électrons. De plus, les courants de particules et
d’énergie sont donnés par

Jn = =D (v£<:u/Te> - VgﬁbO/Te) — D1y vz(_l/Te)7
Jn = —Day (V2<U/Te> - Vg(ﬁO/Te) — Do Vz(_l/Te)a

ou les D; ; sont les coefficients de la matrice de diffusion D donnée en fonction de n.,
T, et Ep, voir [CR1].

Ce modele est enrichi de physique au travers des termes sources ), et @,,. lls
permettent de prendre en compte les collisions inélastiques a la paroi (i.e. celles
ne conservant pas I’énergie) comme la désorption de neutres, 1’émission secondaire
électronique ou 'attachement a la paroi. Lorsqu’un électron entre en collision avec la
surface, s’il possede assez d’énergie, il arrache a la paroi une molécule neutre adsorbée
ou des électrons. Dans le dernier cas, la surface se trouve alors chargée positivement,
ce qui lui permet de recapturer des électrons de faible énergie.

Pour tenir compte de I’évolution du potentiel électrique, on résout une équation
de Poisson bidimensionnelle

d\e; €

e (ns, Ne
aai(3-3)

ou d est une approximation de 1’épaisseur du nuage électronique, dans la direction
transverse a la paroi, €4 et €y sont les permittivités du diélectrique constituant la paroi,
et du vide. Enfin, ng est la densité des charges positives laissées a nue sur la surface
apres une émission secondaire. Nous verrons dans le paragraphe suivant que cette
équation de Poisson bidimensionnelle n’est pas la bonne équation a considérer. En
effet, la dérivation (formelle) du modele bidimensionnel montre qu’on doit résoudre
une équation de Poisson tridimensionnelle avec une densité concentrée (par un Dirac)
sur la surface. Mais a ce stade de I’étude nous n’avions pas encore réalisé cette analyse.

On fixe les conditions initiales et aux limites du modele, en supposant qu’initiale-
ment le domaine est vide de particules et en supposant une injection d’électrons dans
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Figure 5.1: A gauche : densité volumique des électrons le long de la paroi de la cellule
a différents instants. Elle est obtenue a partir de la densité surfacique n, donnée par
le modele, divisée par I'approximation de I’épaisseur du nuage d. A droite : densité
des neutres désorbés de la surface par impact électronique.

le domaine, au pied de la cellule, due a une émission par effet de champ renforcé
(comme dans le cas des diodes a fort courant avec les cathodes a pointes décrites
dans le paragraphe 3.2 du Chapitre 3).

Nous avons réalisé des simulations numériques en une dimension d’espace. Sur
la Figure 5.1, on voit la densité des électrons et la densité des neutres désorbés
par impact électronique. On voit clairement que le phénomene d’avalanche attendu
apparait permettant ainsi la création du plasma. Notons que la formation du plasma
se fait au sommet de la cellule, la ot les électrons ont suffisamment acquis d’énergie
pour arracher des neutres ou des électrons a la paroi.

5.1.2 Dérivation d’un modele de type Boltzmann pour des particules
confinées contre une paroi

Dans [A3], on s’intéresse a la modélisation de particules confinées contre une
paroi par un potentiel extérieur. Le modele de départ est le suivant. On considere le
domaine 2 = IR* x (—00,0) et on suppose qu’une paroi est située sur le bord de  :
00 = R? x {0}. Onnote z = (z,2) € R* x R™, v = (v,v,) € R? x IR les vecteurs
positions et vitesses. De part leur relation géométrique avec la paroi, x et v sont
appelées les composantes paralleles des vecteurs position et vitesse, et z et v, sont
appelées les composantes transverses de ces vecteurs.

Soit f la fonction de distribution des particules. Elle satisfait I’équation de Vlasov

E

pour tout (z,v,t) € Q x IR* x R, ot m est la masse des particules et E est la
résultante des forces exercées sur les particules supposée, ici, dérivant d’un potentiel.
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On traite deux cas possibles pour E. Tout d’abord, le cas de particules non
chargées avec £ = —V ¢ ol ¢ est un potentiel donné. Enfin, on s’intéresse au cas
de particules chargées et £ = —qV,(¢ + ¢;) ou ¢ est la charge des particules, ¢
le potentiel extérieur appliqué et donc donné, et ¢, est le potentiel auto-consistant
donné par I'équation de Poisson

_GOACEQSS = q/R3 f(’U) d’U, (52)

pour (z,t) € Q x IR™ et ol ¢ est la permittivité du vide.

Afin d’établir un modele asymptotique, on commence par adimensionner le prob-
leme. Je me place dans le cas des particules chargées, ’autre cas se déduit aisément de
celui-ci. Le but de ce travail est d’obtenir un modele asymptotique dans la situation
ol le potentiel extérieur confine les particules contre la surface 9€2. On note L
et L, les longueurs caractéristiques dans les directions respectivement parallele et
transverse. On suppose que o = L /L est un petit parametre (sans dimension). On
note ¢, tel que signe(¢.) = signe(q), v. = \/q d./m, et f. les échelles caractéristiques
des potentiel, vitesse et distribution. On introduit alors le changement de variables
=L, z=LiZ2=aljz,v=v.0ett=Lj/v. t. En espace, ceci revient a zoomer
dans la direction transverse a la surface. On suppose qu’il existe ngS, indépendant de
a et tel que ¢(z,t) = ¢, &(i‘,f), pour tout (x,t) € Q x IR*. De plus, on définit f* et
6% par

A

f(z,v,t) = f. f¥@,0,t) for (z,v,t) € A x R® x RY,
bs(x,t) = ¢ ¢%(2, 2,1) for (z,t) € Q x RY.

Il est important de noter qu’on ne localise pas le potentiel auto-consistant dans la
variable transverse. Ceci est dii au fait que le Laplacien est un opérateur non local.
En effet, il est bien connu qu’une variation de la densité de particules localement
contre la surface modifie le potentiel auto-consistant dans tout le demi-espace.

Cet adimensionnement conduit a 'introduction d’un parametre sans dimension
défini par (f.v.) X (¢ Lﬁ/eo ¢c). On le choisit égal a 1/a. Cette hypothese revient a
supposer que puisque toutes les particules sont confinées contre la paroi, le nombre
de particules y est tres élevé. En effet, on alors f,v. = (€9 ¢/q Lﬁ)/ Q.

En insérant cet adimensionnement dans (5.1), (5.2), on obtient pour tout (z, z) X
(v,v,) xt € QA x R?> x RT :

0uf(2) + 1 Vo (2) = (Vab(2) + Vusi(a2) ) Vuf?(2) (53)
0.63(02) 00, f(2) + + (02 07(2) — 00(2) 0. F(2) )= 0,
A (ean )~ wazt) = [ [zt (5.4
R3

ol ¥ est la partie transverse du potentiel extérieur définie par

V(x, 2,t) = ¢(z,2,t) — go(z,t) et ¢olz,t) = ¢(z,0,1). (5.5)
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Dans le cas non couplé avec Poisson, 1’équation de Vlasov adimensionnée est donnée,
dans Q x IR* x R™, par

0 0 Vaf* = Valbo +0)- Vol + = (004" = 000, )= 0. (50

On compléte ces équations par une condition initiale f*(t = 0) = fo, et des conditions
aux limites. Pour cela, on introduit les traces de f entrante et sortante du domaine
en 0. Elles sont respectivement notées v~ (f)(z, (v,v,),t) pour tout v, < 0 et
YH(f)(z, (v,v,),t) pour tout v, > 0. On pose alors

V()W) = BSYT(f)(v:) + (1= B)Ky™(f*)(vz)  pour tout v, <0,  (5.7)

ou § est 'opérateur de réflexion spéculaire sur 0f2, K est un opérateur général de
collisions sur cette méme surface, enfin 3 est la probabilité pour une particule arrivant
sur la paroi, d’étre réémise de maniere spéculaire. Cette constante sera choisie égale
a 1 ou 1—a ce qui revient a dire que soit on ne considere que des réflexions spéculaires
soit elles sont le processus de collisions dominant a la paroi. Les opérateurs S et K
sont donnés par

ST =7 (), et Ky (D)= [ KL ()

ou K(v',v)|v,|dv est le nombre de particules réémises dans [v,v + dv] pour une
particule arrivant sur la surface 02, avec une vitesse v'.

Dans le cas couplé avec I’équation de Poisson, on impose les conditions aux limites
suivantes sur le potentiel

0.0%(2 =0) = 0 sur 92 x R*, lim ¢%(x,-) =0 dans R". (5.8)

|| =00

Dans [A3], on se place dans le cas d'un potentiel attractif pour les particules. On
suppose donc

Hypothése 5.1 Pour tout (z,t) € R* x R", la fonction z € R~ + ¢(z,2,t) € R
est décroissante, continue et satisfait lim, . (z, z,t) = +00.

On montre alors le résultat suivant pour les particules non chargées

Théoréeme 5.1 Soit o > 0, fy € L=(Q x R?) a support compact dans Q x IR® et
¢ € C%*Q), on suppose B = 0 et que ¢y et v, les parties paralléle et transverse
du potentiel extérieur ¢, définies par (5.5), satisfont U'hypotheése 5.1. On note f* €
L®(QxIR*x [0, 7)) NC([0, T]; LY (2 x IR?)) pour tout T > 0, la solution faible de (5.6)
et (5.7). Alors, il existe f € L=(2 x IR* x [0,T]) pour tout T > 0, telle que

lin% fe=f dans L>(Q x R* x [0,T]) pour la topologie faiblex .

De plus, il eviste F € L®(IR* x R? x R™ x [0, T]) pour tout T > 0 telle que

f(&w%Qa Uzat> = F(@, v, €z7t)7
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pour presque tout (z,2,v,v,,t) € R* x R~ x R* x R, ot e, = |v,[2/2 +9(z, 2, 1).
La fonction F satisfait
O+ v Ve — (Vado + (Vat) ) Vo] (V. F)

1. [(10w) 4o 7.0)) v =0,

dans D'(IR? x R? x (0, 4+00) x (0,400)), ot pour toute fonction g de R~ dans IR"
(n > 1), (g) est la valeur moyenne de g dans la direction transverse et donnée par

(9) = / - dz,

Nz(&a €z t) Z(z,e2,t) UZ(L ZyEz2, t)

0l v,(, 2,6.,t) = \/2(e, — (z,2,1)), et e, — Z(z,e,,t) est Uinverse de la bijection
z—(x,2,t) de R~ dans RY. La densité d’état, N, est donnée par
0 1
N, (z,e.,1t) :2/ —dz.
Z(z,e,t) Vz <£7 %€z t)
Plusieurs remarques permettent de mieux comprendre le modele limite.

Tout d’abord notons que &,(v,, z) = |v,|*/2 + 1(z) est 'énergie totale dans la di-
rection transverse. Lorsqu’une particule part de la paroi avec une énergie totale trans-
verse donnée, elle gagne de 'énergie potentielle et perd donc de 'énergie cinétique.
Sa vitesse devient nulle lorsque toute I’énergie cinétique a été convertie en énergie
potentiel, elle ne peut alors que faire demi-tour contre la paroi. La particule ne peut
donc pas parcourir toutes les valeurs de z dans | — 00,0]. On retrouve ce résultat
mathématiquement. En effet, pour une énergie positive et une vitesse transverse
donnée, on a e, = ¥(2) + |v.]?/2 > 0 et donc 0 < ¥(z) = ¢, — |v.|>/2 < &,. Mais, ¢
étant décroissante, son inverse l'est aussi et 0 > z > Z(e,).

Le modele asymptotique sur F' est obtenu en intégrant ’équation limite dans la
direction transverse et en moyennant en vitesse transverse pour une énergie trans-
verse donnée. C’est-a-dire que formellement on multiplie ’équation limite sur f par
d(e.(z,v,) — &) ou &, est une énergie fixée et on intégre en z et en v,. La remarque
précédente permet de comprendre pourquoi on obtient des quantités finies méme en
intégrant sur | — 0o, 0] en z.

Un rapide calcul montre que N, (z,eq,t) = foR, d(e, — €0) dz dv,. Ainsi, N, est
le temps moyen qui s’écoule entre deux collisions avec la paroi pour une particule
donnée. De plus, N.(z,¢.,t) F(z,v,¢,,t) dzdvde, est le nombre de particules avec
une position parallele dans [z, x+dz], une vitesse parallele dans [v, v+dv], une énergie
totale transverse dans [e,, ¢, + de,] et une position transverse dans [Z(z,€,,1),0].

Dans le cas couplé avec 1’équation de Poisson (5.4), on obtient le résultat suivant

Théoréme 5.2 (Formel) Soit a > 0, fy et ¢ données, on suppose f =1—« et que
¢o et ), les parties paralléle et transverse du potentiel extérieur ¢, définies par (5.5),
satisfont U'hypothése (5.1). Soit f, ¢% une solution de (5.3), (5.4), (5.7). Alors, la

limite formelle o« — 0 donne f* — f et ¢¢ — ¢, avec

fla,0,t) = F(z,v,e,1),
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ot g, = |v,]*/2 + (x, 2, t) et ou F satisfait,
O(N.F) +v - Vy(N,F) — (VQdSS + Vot < Vb > )-VQ(NZF) (5.10)
0. ((< 0 > +v- < Vot > ) N. F) = K(F) = F.

Les quantités N et (-) sont définies dans le Théoreme 5.1. La fonction b5 est la trace
du potentiel auto-consistant ¢s sur la surface 9. On a donc ¢ = ¢s(z = 0) avec ¢,
donné par

—A, .0, =0, dans TR* x (—00,0),

lim sz, z,t) =0,
|(£72)|—>+oo¢ (z 21) (5.11)

0.0s(z=0)=p= / N, Fde,dv, sur IR
R2xR*

Enfin, Dopérateur KC est un opérateur de collisions tenant compte des collisions non

spéculaires a la surface. Il est donné en fonction de K dans [A3].

Notons tout d’abord que pour les particules, la partie non spéculaire des collisions
se retrouve, dans le modele asymptotique, traité comme un opérateur de collisions
en volume. Enfin, I’équation de Poisson limite est une équation sur tout le domaine
avec une densité concentrée sur l'interface. On montre dans [A3] que la solution de
cette équation est en fait la restriction & Q = IR? x IR~ de la solution de 1’équation
de Poisson sur tout l’espace avec au second membre la densité concentrée en z = 0
donnée par p(z,t)0(z). On retrouve la non localité des forces électriques. Enfin, un
résultat similaire est établi rigoureusement dans [3] dans le cas quantique et dans
tout l'espace.

Dans [A3], on utilise ce modele pour réaliser des simulations numériques de la
décharge primaire décrite dans I'introduction.
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Figure 5.2: Densité électronique surfacique (a gauche) et densité surfacique des
charges positives (& droite) en échelle logarithmique aux temps ¢ = 5 x 107 !!s (trait
plein), t = 15 x 107 !!s (tirets-pointillés) et ¢ = 20 x 10~ s (pointillés).

On simplifie le modele en se placant en une dimension d’espace et en supposant
que le potentiel extérieur transverse ne dépend que de la variable transverse z.
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Ces simplifications font que I'énergie transverse £, n’est plus qu'un parametre de
I’équation de transport (5.10). Comme dans le paragraphe 5.1.1, on prend en compte
les phénomenes d’émission secondaire électronique et d’injection par effet de champ
renforcé dans le terme de collisions K et les conditions aux limites. On discrétise le
systeme (5.10), (5.11) par une méthode P.I.C. (Particles in Cells, voir [12], [15], [34])
basée sur une discrétisation particulaire de 1’équation de Boltzmann et une approx-
imation par Fourier de I’équation de Poisson. L’émission secondaire électronique
entraine la création d’un grand nombre de particules numériques, nous utilisons un
procédé de coalescence pour le réduire et éviter ainsi des problemes de calculs. Sur la
Figure 5.2, on montre a gauche la densité électronique et a droite la densité des charges
positives sur la surface de la cellule solaire. Ces courbes montrent le phénomene
d’avalanche attendu avec la création d’un nuage d’électrons de plus en plus dense.
L’augmentation en simultané du nombre de charges positives sur la surface montre
que ces électrons proviennent de I’emission secondaire et non pas de I'injection. Cela
confirme le role prédominant de ce processus de collisions dans la création du plasma.

5.2 Transport de gouttes dans un gaz

Je termine ce chapitre par la description d’un travail un peu en marge du reste. Je
I’ai réalisé en collaboration avec Komla Domelevo lorsque je suis arrivée a Toulouse.
Ce travail a été publié¢ dans [N1].

On s’intéresse a la modélisation simplifiée d’écoulements de gouttelettes dans un
gaz. Le gaz est décrit par sa densité constante normalisée a 1 et sa vitesse u satis-
faisant 1’équation de Burgers avec viscosité. L’inconnue pour les particules est leur
fonction de distribution f solution d’une équation cinétique de type Fokker-Planck.
Ces équations sont couplées par des termes de forces modélisant la trainée de Stokes
dans un écoulement gazeux turbulent. Le modele est donné par

2
8tu5777 + uamaxuem _ gamuem — f5ﬂ7<v _ uf,ﬂ)dv7

(7)5,77) vER
O S 4+ 00, fE1 + O (f5 (U — v)) — nd2, f5" =0,

avec € > 0 et n > 0 sont donnés. Nous avons étudié les différentes limites et problemes
associés résumés par le graphique suivant :

(P=7) — (PO7)
n—0 n—0
(P=0) — (PO0)

On rappelle le résultat suivant montré dans [20]

Théoréme 5.3 (Cas ¢ >0, n =0)) Soit T > 0, on se donne uy dans L*(IR,) et
fo dans My(IR, x IR,) une mesure bornée a support compact.

Pour tout € > 0, le probléme (P=°) admet une unique solution faible entropique
(u=0, f=0) dans C([0,T]; L>(IR,)) N LY([0, T]; WH*(IR,)) x C([0, T]; My(IR, x R,)).
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On établit les deux résultats suivants

Théoréme 5.4 (Cas € > 0, n > 0)) Soit T > 0, on se donne uy dans L>®(IR,) et
fo dans My(IR, x IR,) une mesure bornée a support compact.
Pour tout e > 0 et tout n > 0, le probléme (P=") admet une unique solution faible

(us, f&7) dans C([0, T); L=(IR,)) N L*([0, T]; WY (IR,,)) x C([0, T]); M(R, x R,)).

Théoréme 5.5 (Cas € =0, n > 0) Soit T > 0, on se donne uy dans L>=(IR,,) et fo
dans L{(R, x R,) N L(R, x R,) & support compact.

Alors, pour tout n > 0, le probléeme (P%") admet une unique solution faible entro-
pique (u™, fo1) dans C([0,T]; L>°(IR,)) N L'([0, T}; WH>*(IR,)) x C([0,T]; L* (IR, x
R,) N L®(R, x Ry)).

Enfin, nous nous intéressons a l'existence de solutions pour le probleme (P%°). Dans
toute cette partie on se restreint au cas fy dans L{(IR, x R,) N L(R, x R,) a
support compact.

Théoréme 5.6 (Existence pour (P%)) Soient (g,m) > (0,0), on se donne ug
dans L=(IR,) et fo dans L{(R, x R,) N LF(R, x R,) a support compact. On
note (u, f)=", les solutions correspondantes du probléme (P="). Alors, (u, f)=" tend
faiblement vers (@, f), & une sous suite prés, dans C([0,T); L, (IR;) N L®(IR,)) X

loc

L>([0,T); LM R, x R,) N L®(R, x RR,)), et (4, f) est une solution faible de (P°P).

5.3 Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre j’ai d’abord présenté la modélisation mathématique et numérique
du transport de particules confinées contre une paroi par un potentiel extérieur. Un
premier modele fluide, de type énergie-transport, a été proposé et testé. De plus, un
modele de type Boltzmann a été dérivé de maniere rigoureuse dans le cas de particules
non chargées et de maniere formelle dans le cas de particules chargées. La perspective
de recherche naturelle faisant suite a ce travail concerne la dérivation rigoureuse du
modele dans le cas non linéaire couplé avec Poisson. De plus, il serait intéressant de
réaliser des simulations numériques de la décharge primaire, plus réaliste en partic-
ulier, en tenant compte de 1’énergie transverse dans le modele.

Dans une derniere partie, j’ai présenté des travaux concernant le transport de
gouttes dans un gaz. Cette derniere partie a été réalisée au tout début de mon arrivé
a Toulouse. Je n’ai pas depuis poursuivi ce travail, je n’ai donc pas de perspective de
recherche concernant cette partie. Toutefois I'unicité du systeme limite sans viscosité
est un probléeme des plus intéressant, mais le caractere “systeme hyperbolique” rend
cette étude bien connue pour étre difficile.
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