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1. Résolution d’équations non linéaires

1.1 Présentation du probleme et premieres idées

Soit f une application continue de IR — IR. On cherche a approcher une solution
de I’équation

(1.1) f(z)=0

a condition qu’une telle solution existe.

Si f est continue, une condition pour que f s’annule en au moins un point d’un
intervalle [a, b], avec a < b, est que

fla) f(b) <0
Remarque 1.1 Rien ne permet d’affirmer qu’il n’y a pas plusieurs solutions.

Dans ce cas une méthode pour détecter un zéro de f est la méthode de dichotomie

1.1.1 Méthode de dichotomie

On peut la décomposer en différentes étapes
Etape 0

Si f(a) =0 ou f(b) = 0 alors on a trouvé un zéro de f et on s’arrete.
Sinon f(a) f(b) < 0.

Etape 1

b
On note ¢; = ot , alors si f(c1) = 0, on a trouvé un zéro de f et on s’arrete.
Sinon f(c1) # 0 et alors soit f(c1) f(b) < 0 soit f(a) f(c1) <O0.
On note alors [aq, by Uintervalle [a, ¢;] ou [e1, b] tel que f(ay) f(b1) < O.
C’est a dire:

si f(a) f(er) <0 alors a1 =aetbh =¢
sinon f(c;) f(b) <0 alors ay =cyet by =b

Etape 2
a + b1
5

On note ¢y =



4 RESOLUTION D’EQUATIONS NON LINEAIRES

Etape k

ap—1+ br—1 . , , .
On note ¢y, = ————, alors si f(¢x) = 0, on a trouvé un zéro de f et on s’arrete.

Sinon f(ck) # 0 et alors soit f(cx) f(bx—1) < 0 soit f(ax_1) f(ck) < 0.
On note alors [ag, b] U'intervalle [ay_1, cx] ou [cg, bp—1] tel que f(ay) f(bx) < 0.

En N pas de dichotomie, on localise au moins un zéro de f avec une précision de
b—a

~
C’est une méthode qui marche bien mais qui n’est pas suffisament rapide pour une
précision donnée.

1.1.2 Théoreme du point fixe

Les méthodes que 1'on va voir sont basées sur le principe suivant.
Soit A\ € IR*, on définit alors g : IR — IR par

g(x) =x— X f(x) Ve lR.

Alors trouver zy € IR tel que f(zg) = 0 est équivalent a trouver zo € IR tel que
g(xo) = zo. En effet dans ce cas, on a

xo=x0— A f(xo) © Af(xg) =0< f(xg) =0 car A #0.

On dit dans ce cas que xg est un point fixe de g.
On va donner un résultat d’existence et d’unicité de ce point fixe.

Définition 1.1 Soit E C IR, on dit que g : IR — IR est une contraction stricte
sur E (ou que g est une application strictement contractante sur E) s’il existe K < 1

telle que
V(z,y) € ExE, [g(z)—g(y)| < K|z —y|

Exemple 1.1 Soit g : [a,b] — IR, et g € C*([a,b]). Alors, pour tout (x,y) € [a,b]?
Y / Y /
[ 9@z <|[ 19 =

done, si sup,ep,y 19'(t)] <1, g est strictement contractante.

< < sup |g'(t)] |z — y

tela,b]

lg(z) —g(y)| =

Le théoreme du point fixe sur IR s’ennonce comme suit

Théoréme 1.1 Soit E C IR fermé (donc E = IR ou | — 00, a] ou [b,+00| ou [a,b]).
Soit g une contraction stricte sur E. Alors

1. Il eziste un unique point fize sur E de g, c’est a dire x € E tel que g(x) = z.
2. Pour tout y° € E, la suite (y")nemwv, définie par :
vt =g(y")  pour tout n >0

converge vers x lorsque n tend vers +o0.
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Remarque 1.2 Soit f : [a,b] — IR, pour que f(x) = 0 admette une solution sur
[a,b] on a vu que l'on devait avoir f(a) f(b) < 0.

Posons g(x) = x — X f(z) pour tout x € [a,b] et avec A € IR* donné.

Dire que g : la,b] — [a,b] impose que ¥ = € [a,b]

a<gx)<bosa—r<-Afz)<b—zxer-b<Afr)<zx—a
En choisissant
>0,
< 0.

On retrouve donc bien f(a) f(b) < 0.

1.2 Méthode de Newton

Soit f : [a

,b] — IR, on cherche & déterminer un zéro de f, c’est a dire zg € [a, b] tel
que f(zo) = 0.

1.2.1 Idée

On pose g(x) = x — A f(x) pour tout = € [a,b], et on cherche un point fixe de g.
Supposons que f soit O alors ¢ l’est aussi, pour que g admette un unique point fixe,
il faut qu’elle soit contractante, d’apres la section précédente. Ainsi, on doit avoir

()| < K<le|l-Af(z)| <K <.

On voit qu’en choisissant A = on minimise la constante K.

1
/(@)
Donc, on construit une suite (y"),en de la fagon suivante :

Y’ € [a, 0]

n+1: n_f(yn)
Y N0 vn=0

1
f'(ym)

On a remplacé \ par a chaque itération.

1.2.2 Interprétation géométrique

L’équation de la droite passant par (y", f(y™)) et ayant pour pente f'(y") est z =
F'y") (& =y") + f(y")-

Elle coupe I'axe des abscisses lorsque z = 0, c’est a dire

0= F(y") (x—y") + fy") &z =y — }c(éi _
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f(x)

fwo)
droite de pente f'(yo) passant par (yo, f(yo))

f(y2)

Fn) [ 3

droite de pente f'(y1) passantpar (y1, f(y1))

1.2.3 Résultat de convergence

Théoreme 1.2 Soit f une fonction de classe C? d’un intervalle [a,b] dans IR, avec
a <b.
On suppose qu’il existe x € [a,b] tel que f(x) =0 et f'(x) # 0.
Alors il existe € > 0 tel que pour tout y° € [x—e,x+¢], la suite des itérés de Newton,
definie par

n+l _ n_f,<y) ’TLZO

f'(y™)

a bien un sens, reste dans lintervalle [x — €, x + €| et converge vers x lorsque n tend
vers +o0.

1.3 Méthode de la sécante

Le calcul d’une dérivée peut etre tres difficile (ex : si la fonction est définie de maniere
implicite).
On remplace donc, dans la méthode de Newton, la dérivée f'(y") par une différence
finie, c’est a dire
fy") — fy" )
yr—ynt

On obtient donc
yn _ yn—l
flym) — flym1)

On a a présent une méthode, dite a deux pas, qu’il faut initialiser par la donnée de
0 1
Yy ety .

Yyt =yt — f(y") X
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fyo)t—--
P droite de pente M

SN v =

passant par (yo, f(yO))

L N\ Y3 y2
L Yo Yt N x
Y2 ) -mmmmmm e 3

=
Prgng

Flu) = )

Y2 — Y1

droite de pente ar (y1, f(y1))

1.3.1 Interprétation géométrique

fly™) = fly" )
yn _ ynfl

On remplace la droite de pente f’'(y") par celle de pente

1.3.2 Résultat de convergence

Théoréme 1.3 Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle [a,b], avec a < b.
On suppose qu’il existe x € |a,b] tel que f(x) =0 et f'(x) #0.

Alors il existe ¢ > 0 tel que si y° € [x — e,x + €|, les itérations de la méthode de
la sécante sont toutes bien définies, restent dans [x — e, + €] et convergent vers x
lorsque n tend vers +00.
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2. Approximation polynomiale des fonctions
numériques

2.1 Introduction

Le probleme que I'on considere est le suivant, on se donne f : [a,b] — IR continue,
avec a < b dans IR.

Le but de ce paragraphe est d’approcher f par un polynome, parce que les polynomes
sont les fonctions les plus simples a calculer.

Pour cela, on introduit (n+1) points, n > 1, xg, z1,- -, T,_1, T, deux a deux distincts
et tels que x; € [a,b] pour i = 0,---,n. On se pose alors les questions suivantes :

1. Peut on trouver un polynoéme P tel que

P(z;) = f(x;) pour i =0,---,n.

2. Quelle erreur commet-on si on remplace f(z) par P(z) aux points x de [a, ]
tels que x # x; pour i =0,-- -, n.

2.2 Le probleme de l'interpolation de Lagrange

On cherche donc un polynome P tel que
P(x7,>:f(‘rz) pouri:(),-~~,n,

ou f et les x; sont donnés.

2.2.1 Quel est le degré de P

On a n + 1 points donc pour que P soit completement déterminé il faut que
degré(P) = n.

Exemple

Supposons, que f(z) = In(x) pour z €]0,4+o00] et n = 1. On a donc deux points zg
et 1, choisissons xg = 1 et 27 = exp(l) = e.
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On cherche alors & déterminer un polynoéme P de degré 1 tel que P(1) = In(1) =0
et P(e) = In(e) = 1. On note P(x) = ayx + ap. On a deux inconnues ag et a; et
deux équations données par :

P(l)=a;+ao=f(1)=0
Ple)=are+ag= f(e) =1

On obtient donc
a1 = —Qo

—CLO€+CLO:1

C’est a dire ag = et ap = —

1—e l—e
Ainsi pour tout z € [a, b], on a

Px) = 5 ! (—z+1).

— e

Revenons au cas général. Sion a (n+1) points xg, - - -, x,, et si on cherche a déterminer
P de degré n tel que P(x;) = f(x;) pour i =0,---,n, on a alors

Pz)=a+az+ -+ a,z"

On a donc n + 1 inconnues (ag, - - -, ayp,).
Combien a-t-on d’équations :

P(z0) = f(w0) = ao +arzo + - - - + ay, (z0)"
P(z;) = f(z;) :ao—Fal i+t an ()"

P(xn):f(xn):a'0<|"a1xn+"'+an(xn)n

C’est a dire n + 1 équations.

2.2.2 Détermination de P

Pour déterminer P, on introduit les polynoémes de degré n, que 'on déterminera plus
tard, tels que :
1 sii=y
q)j(xi)_(sij—{ 0 sii#j
pour 7 =0,---,n
Dans ce cas, on a

P(x) = z F(2;) @)

en effet, soit ¢ € {0,---,n}, alors on aura bien

n

P(z;) = Z f(z) () = f(xi) Pi(ws) = f(s)

J=0
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par définition des ®;.

Détermination de ®;

®; est de degré n et a n racines qui sont z; avec ¢ # j. Donc

=

Qi(x)=C ||(z — )

. .

Sl
< o

ou C est une constante & déterminer et ou

n (x =)+ (v —zjm1)(z—2jpq) - (x—2y) sij=1---n—-1
H(x_l’j): (. —21) (2 — ) sij=0
1;2 (:C_xo)...(x—xnil) sij=mn

Pour déterminer C' il suffit d’écrire que
Cj(z;) =1=C [[(; — ;)

ainsi

et donc

- o (r — xy
[[(e o) i 57"
=
On obtient pour P
n n (x :L,Z)
P(x) = flx
() ]z:o (])g(l‘j_xz)

P s’appelle alors le polynome d’interpolation de Lagrange.

Cette formule donne effectivement P, mais ce qui est génant c’est que des que 1'on
veut rajouter un point z,41 et trouver le polynome tel que P(x;) = f(x;) cette fois
pour ¢ = 0,---,n + 1, il faut refaire tous les calculs. On va voir dans le paragraphe
suivant que ’on peut procéder différemment afin d’éviter ce probleme.

2.3 Formule de Newton

e Avec un seul point d’interpolation, xy, le polynome P° qui interpole f est de degré
0 et donc
PO(Z’) = Co
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Pour déterminer Cy on écrit que

Co = P°(x0) = (o)

e Avec deux points d’interpolation, zg et z1, le polynome P! qui interpole f est de
degré 1 et on ecrit
P'(x) = P(x) + R'(x)

puisqu’on veut rajouter commodémment des points.

P est de degré 0 et P! est de degré 1 donc R! est de degré 1. De plus, on veut que
P°(x0) + R'(w) = P'(wo) = f(0) = P°(a0)

donc R(zg) = 0, et ainsi
RI(ZL') = Cl(ZE - l’o)

Pour déterminer C, on écrit que
f(fL’l) = Pl(l’l) = P0<CL’1) + Rl(xl) = f(l’()) + 01 (1'1 — [L’o)
Ainsi

f(a?l) - f(ﬁo)

1 — X

Cl -
etc... on fait la méme chose pour rajouter xs, puis ...

Théoréme 2.1 Soient f : [a,b] — IR continue, avec a < b dans IR. Soient
xo, X1, Tp_1, L, deur a deuz distincts et tels que x; € |a,b] pour i = 0,---,n.
Alors le polynome P™ qui interpole f aux points xg, 1, -+, Tp_1, Ty est donné par

n—1
P"(x) = flzol + flxo, 1] (¥ — x0) + -+ - + flwo, 21, -+, T H(ﬂf—mz)
i=0
otu, pour j > 0 etp>0
f[l"j,xjH, s ,93j+p—1] - f[$j+1, s ,$j+p]

Tj— Lj+p

fleg, xjpn, - w50 =

et pour tout 3 >0

flzs] = f(zy).

2.3.1 Qualité des résultats

On va voir, sur un exemple, que méme si f est tres réguliere, il n’est pas toujours
possible de montrer la convergence de la suite des polynomes de Lagrange (P"),emw
vers f.

O 1 I'intervalle [—5, 5| et hoisit = .
n se place sur Uintervalle [—5,5] et on choisit f(z) o
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La fonction f que l'on cherche a approcher est donc tres réguliere puisque f €

C>([-5,5]).

Choisissons de plus, xg = =5, x1 = 5, x5 = xg—;—xg =0, z3 = 550‘;"732 = —2.5,
24 = xl;”j? — 2.5, 15 = x”;“ 195 gy = BT 95

Les figures qui suivent donnent les polynomes P,, P, et Fs, on constate que les
résultats ne sont pas satisfaisants.

Meéme en augmentant le nombre de points, 'approximation serait toujours catas-
trophique...
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2.4 Conclusion

Il existe d’autres méthodes pour approcher une fonction par des polynoémes. L’une
d’entre elles s’appelle 'approximation au sens des moindres carrés. Elle consiste a

/ab<f(x) - P(m))zdx

ou f est la fonction a approcher et P le polynome que I'on cherche.
Cette méthode donne des résultats bien plus satisfaisants.



3. Intégration numérique

3.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de calculer de facon approchée

b
[ 1) da
a
ou a < b dans IR et f est une fonction continue donnée.

Exemple Formule des rectangles a gauche

On se donne n + 1 points xg, 1, -+, Tn_1, T, de [a,b] tels que a = xy < 1 < 25 <
e < Tt <l’n:b.

On approche alors f(z) sur l'intervalle [z;, z;11[ par f(x;). Ceci donne la formule
de quadrature des rectangles a gauche :

n—1

(3.1) LF(f) = flay) (wjm — 25)

§=0
Plus généralement, une formule de quadrature est la donnée suivante
n
> f(xy)
j=1

Nous allons voir dans ce chapitre, comment établir d’autres formules de quadrature,
et étudier la qualité de ces approximations.

f(=)

a T1 X9 T3 b z
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3.2 Différents exemples de formules de quadratures
élémentaires

Soit un intervalle borné [a, b], on cherche alors a approcher

/abf(a:) dx

Une méthode consiste,comme on I’a déja vu dans I'introduction, a décomposer l'inter-
valle [a, b] en n intervalles [x;, x;11], 1 = 0,---,n — 1. Ensuite, on remplace f par un
polynéme d’interpolation de Lagrange sur l'intervalle [z;, z;1].

e Dans la formule des rectangles a gauche, sur Uintervalle [x;, z;11], on remplace f
par le polynome de Lagrange P° de degré 0 tel que P°(x;) = f(z;).

e On peut de la méme fagon approcher f, sur 'intervalle [z;, x;11], par le polynome,
P de degré 0 tel que P°(z;41) = f(x;y1). Ceci donne la formule de quadrature des

rectangles a droite :
n—1

(3.2) L7 =3 f(wi) (w1 — )

=0
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f(=)

a 1 T2 T3 b

e On peut aussi approcher f, sur Uintervalle [z;, z;11], par le polynome, P°, de degré

0 tel que P° (%%—2961“) =f (W) Ceci donne la formule de quadrature du

point milieu :

(3.3) [TJLM = Z f (W> (Tit1 — )

e Enfin, on peut approcher f, sur U'intervalle [z;, z;11], par le polynome, P!, de degré
1 tel que P'(x;) = f(x;) et P'(x;41) = f(xiy1), on obtient la formule des trapezes :

(3.4) I = 37 ZHE () + f(wie)
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Les formules (3.1), (3.2), (3.3) et (3.4) s’appellent des formules de quadratures élémentaires.

Théoréme 3.1 Soit f € C([a,b]), avec a < b dans IR. Soientn € IN, n > 1, et n+1
points xo, Ty, -+, Tn_1, T, de [a,b] tels que a =z < 11 < T3 < -+ < Tp_g < Ty = b.

b B
Alors I¢, IP  IM et IT convergent vers/a f(z) dx lorsque @jgx(xiﬂ—xi) tend vers 0.

Démonstration :

On se limite au cas f € C'([a,b]), si f & C'([a,b]) la démonstration est admise (on
utilise dans ce cas 'uniforme continuité de f).
Commencons par établir ce résultat pour I, IP et IM.

On a alors
/ IZH (:1:’)} dx

”z_é Lit1 — f(ai)_/:f(f

ol a; = x; si on utilise I¢, a; = x;11 si on utilise I” et ot o = gjzﬁ si on utilise
IM
e
Alors
— b n—1 Tit+1 T ,
fla;) — / f(z)dx SZ/ / f(s)ds| dx
i a i—0 Y o
n—1
< max ‘ max (Tiv1 — Z Tir1 — X;)
ze[a,b] =0
< (2)] hax(wi — i) (b— a)
z€[a,b] =0

b _
Ce qui montre bien que IS, IP et IM tendent vers / f(x) dx lorsque r%aéx(xiH — ;)
1=
tend vers 0. ‘

Pour établir ce résultat pour IT, il suffit de remarquer que

CIT+ 1Y

|
<
=5

Ce qui termine la démonstration du Théoreme 3.1.

Afin de pouvoir apprécier de la qualité d'une formule de quadrature, on introduit la
définition suivante :
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Définition 3.1 On dit qu’une formule de quadrature est d’ordre m st m est le plus
grand entier tel que la formule de quadrature est exacte pour les polynome de degré
au plus €gale a m.

Exemple :

Les formules des rectangles a gauche et a droite sont d’ordre 0, c’est a dire exactes
pour les polynomes d’ordre 0 mais non exactes pour les polynomes d’ordre 1 ou plus.
La formule du point milieu ainsi que celle des trapezes sont d’ordre 1.

(cf Travaux Dirigés pour la démonstration de ces résultats)

3.3 Construction des méthodes d’intégration numérique
composées

Soit un intervalle borné [a, b], on rappelle que 'on cherche a approcher

/abf(a:)d:c

Pour cela on commence comme dans la section suivante, on décompose l'intervalle
[a,b] en n intervalles |x;, z;411],7=0,---,n — 1.
On cherche alors a approcher

(3.5) / * f(z) dz

Pour i = 0,---,n — 1, notons h; = ;41 — x; la longueur de U'intervalle [z;, x;,1] et
effectuons dans (3.5) le changement de variables suivant :

[il’m $z‘+1] - [—17 1]
20 — 1 — T
T — s =
hi
On obtient
Tit1 h’L 1
/ (x)dx = 5/ i(s)ds

ou

(3.6) o) = 7o) = 1 (2

Ce qui nous ramene a approcher des intégrales sur 'intervalle fixe [—1, 1].

Ti — Tiy1 + 3hi>

1
Pour calculer / ©i(8) ds, on introduit alors [ 4+ 1 points yo, 41, - -,y deux a deux
1

distincts et tels que —1 = yp < y1 < --- < y; = 1. Enfin on approche ¢; par son

polynome d’interpolation de Lagrange aux points g, y1, -,y que 'on notera me
ainsi
l : l S — Yk
pils) = Py(s) =>_wily) Il —
j=0 k= 0 y] Yk
k#j
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et donc

(37 [ es)ds =23 wsluy)

Jj=0
1 1

"k
k

ou
S — Yk

0 i — Yk
J

ds

%n —~

En utilisant (3.6), on obtient

Tit1 !
|7 F@yde b Y w; f )

=0
ol
Ti + Tip1 + Yi hi
2
Revenons maintenant a l'intervalle [a, ], on a

ZEij =

(3.8) /abf(x) dr =~ Ty (f) :2 (h E%wj (wij )

T (f) est une formule de quadrature composées.
On montre alors le théoreme suivant

Théoréme 3.2 Soit f € C([a,b]), aveca < b dans IR. Soientn € IN,n > 1, et n+1

points xo, Ty, -+, Tn_1,Z, de [a,b] tels que a = xg < 11 < X9 < +++ < Tp_q < T, =b.

Soitl € IN, et I+ 1 points yo, Y1, Yn—1,Yn de [—1,1] tels que —1 =yo < y1 < Y2 <
< Yno1 < Yp = 1.

Alors la formule de quadrature composée I, (f) donnée par (3.8) converge vers

/abf(a:) dx

n—1
lorsque maox(xiﬂ — x;) tend vers 0.
Z:

Démonstration :

On se limite au cas f € C'([a,b]), si f & C'([a,b]) la démonstration est admise (on
utilise dans ce cas l'uniforme continuité de f).

Remarquons tout d’abord que la formule (3.7) est exacte pour les polynémes de degré
inférieur ou égale a [, en particulier exacte pour le polynome constant égal a 1, d’ou

donc
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De plus notons que

Lu(f) = gwj <§ hz‘f(%‘)) = gwj (g /:M f(xz‘j)d$>

Alors en utilisant le résultat précédent ainsi que (3.9), il vient

n—1

2:/”“U@m>—fuﬂdﬂ

i=0 7 %i

) = [ S do

!
> wj (
=0

En utilisant la régularité de f, on procede comme dans le théoreme 3.1, on obtient

b

Lu(f) = [ fla)da

a

l
< m[a)g]‘f’(z)‘ r?lﬁ(jx(xiﬂ — ;) (b—a) ) w;
z€|a 1= -
) j=0

et donc d’apres (3.9), on a

b

Lu(f) = [ f@)de

a

< max
z€[a,b]

f(2)| (i — @) (b - a)

Ce qui termine la démonstration du théoreme 3.2.



