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Algebres de modules et représentations
des groupes de difféotopie des surfaces — partie 11

Matthieu Faitg

Rappels. On se réfere aux notes de la partie I ainsi : [GATI].

23 o est la surface compacte orientée de genre g avec une composante de bord.

H = (H,-,1,A,¢,5) est une k-algébre de Hopf de dimension finie, factorisable et en-
rubannée [Kas9h, §VIIL.2, §XIV.6]. On note R = ) ., R, ® R la R-matrice de H, v son
élément ruban et R/l = Y R’ ® R} le “flip” de R. On utilise la notation de Sweedler :

Alh) = 2m ha) ® he)-
m1 (X5 ) = Free(bi, a1, ..., by, ag), ot les courbes b; et a; sont fixés dans [GATT].

On fera beaucoup usage des actions corégulieres a gauche et a droite de H sur H*, définies par

Vh,x € H Ype H", (h>p,x) = (p,zh) et (pQh,x)= (p, hx). (1)

Lo,1(H) est Pespace vectoriel H* muni d'un “produit tordu par R” [GdT1) Déf.2.4]. C’est un
module-algebre pour I'action coadjointe & droite de H : coad”(h)(¢) = 3=,y S(hz)) > ¢ < hq).

Lyo(H)=(H*)®% = H*@ H*®...® H*® H* en tant qu'espace vectoriel. La deuxieéme égalité
(b1)  (a1) (bg)  (ag)

signifie que chacune des copies de H* dans L, 0(H) est implicitement associée a un générateur
de 71 (X3 ), ce qui donne des injections linéaires i,,1q; : H* — Lgo(H) pour 1 <j < g.

Le produit dans L, 0(H) est tel que
D1 @P1 @Y @ P2 @ ... @Yy @ g = iy, (V1)ia (P1)ip, (V2)iay(w2) - 1y, (Yg)iag(pg)  (2)

et les injections linéaires iy, , iq; sont des morphismes d’algebres Loi(H) = Lgo(H )E| Ainsi, pour
multiplier dans Lg0(H), on commute des ip, (¥5)s1a;(p;) avec des iy, (), ia,(px) [GATL, éq.
(19), (20)] puis on utilise le produit dans Lo 1(H). Lg40(H) est un H-module-algebre a droite,
'action de H étant entierement définie par la propriété suivante : les iy, iq; : Lo1(H) — Ly 0(H)
sont des morphismes de H-modules a droite.

On a un morphisme d’algebres
o1 : Loi(H) = H, ¢ (¢ @id)(RR!) = ) o(RiR])R]R}. (3)
2%
“H est factorisable” signifie que ®¢ 1 est un isomorphisme.

Plus généralement, il y un morphisme d’algebres @, : L, ,(H) — End(H*)®9 @ H®" appelé
“morphisme d’Alekseev”. Sous nos hypotheéses sur H c’est un isomorphisme [GdT1l, §2.3]. En
particulier Lg0(H) = End((H*)®9) = My(k), avec d = dim(H)?.

1On rappelle que Lo,1(H) est H* en tant qu’espace vectoriel mais pas en tant qu’algebre.



1 Introduction

Dans le premier exposé on a construit une représentation projective de MCG(X () sur (H *)®9 de la
fagon suivante :

1. Il y a un morphisme de groupes MCG(X} ;) — Autag (Lgo(H)), | f.

2. Puisque L40(H) = Endy ((H*)®9) on a une représentation p sur (H*)®9, unique & iso pres.

3. Puisque Lgo(H) = My(k), tout automorphisme est intérieur. Ainsi, pour tout f € MCG(X{ )
il existe un élément inversible fe Lg,0(H) unique a scalaire pres tel que f(m) = fxf_l.

4. On a donc une représentation projective MCG(X o) — PGL((H*)®9) donnée par f p(f)

5. Etape supplémentaire (dont nous ne nous parlerons pas davantage) : il existe un sous-espace

Inv, C (H*)®9 stable par I'action de MCG(X ). Lorsqu’on se restreint & Inv, on obtient une
représentation projective de MCG(3,0); noter qu’il s’agit de la surface fermée ici.

Il reste maintenant a décrire explicitement cette représentation, c’est-a-dire donner des formules
pour Paction d’une famille de générateurs de MCG(X] ) sur (H*)®9. Pour cela nous allons utiliser
les générateurs de Lickorish, qui sont les twists de Dehn 7,73, 7, autour des courbes aj, 3;,7;

représentées ci-dessous.

(4)
Afin d’obtenir les formules de I'action des générateurs 7o, 7g,, 7, sur (H*)®9, on doit d’abord décrire
de fagon générale la représentation de L4 o(H) sur (H*)®9; ceci est fait au §2| Puis il faut déterminer
Paction des éléments 7o, 73,, 7, € Lgo(H) sur (H*)®9; ceci est fait au §3. On peut ensuite mon-
trer 1’équivalence avec la représentation construite par Lyubashenko [Lyu95b], dans le cas ou la
catégorie tensorielle sous-jacente est C = H-mod. Les formules de la représentation de Lyubashenko
des générateurs de Lickorish pour H-mod et la preuve de I’équivalence sont données dans [Fail9l §5.4].

Nous allons aussi revenir sur 'existence du morphisme de groupes MCG(X ) — Autyg (Lg0(H)),
qui est le point de départ de la construction de la représentation de MCG(E;O) rappelée ci-dessus.
La derniere fois nous avons vu que ce morphisme est une généralisation de I'action de MCG( 270) sur
(l’algebre des fonctions de) la variété des caractéres. Mais le fait que cette action survit a la quantifica-
tion semble miraculeux et la preuve directe est basée sur des calculs fastidieux [AS96), Prop. 27], [Fail9l
§5.3.3]. Dans le §4f nous verrons que le lien entre L, o(H) et 'algébre d’écheveaux a états Sg(Xg ()
donne une explication naturelle a I'existence de cette action : en effet, il est clair que MCG( ;70) agit

sur S5i( 5.0) €t que cette action se fait par automorphismes d’algebres.

Remarques bibliographiques. Les résultats présentés ci-dessous ont été obtenus dans [Fail9b]
pour le cas de X7, et dans [Fai20] pour le cas de 2 o- Ils sont également présentés dans ma these
[Fail9]. Ces trois textes utilisent un formalisme matriciel pour les algebres L4, qui a tendance a
perturber ceux qui n’y sont pas habitués. Ce formalisme matriciel est parfois tres efficace pour montrer
certains résultats, mais d’autres fois il peut alourdir certains raisonnements. Ici nous allons donc
plutot utiliser les notations de [BFR23|, comme dans [GAT1]. Une autre petite différence concerne la
représentation de Lg0(H) sur (H*)®9, voir commentaire au début du C’est pourquoi les formules
de la représentation de MCG(X] ;) obtenues ici seront légerement différentes de [Fai20]; il existe
évidemment un isomorphisme entre les deux ensembles de formules.

2 La représentation de L, (H) sur (H*)*Y

On a vu qu’il y a un isomorphisme d’algébres @y : Lgo(H) = Endg(H*)®9 = Endy ((H*)®9). Ceci
donne une représentation de L, o(H) sur (H*)®9, qui est irréductible et unique & isomorphisme pres.



Dans [Fail9bl [Fai20, [Fail9] on a directement utilisé cette représentation. Comme la définition de
P, est assez technique, je vais définir une représentation de Lg40(H) sur (H*)®9 sans utiliser le
morphisme @, o; ceci est basé sur [Fai20bl §6] (le cas g = 1 avait été traité dans [AS96, Th.21]). Ces
deux représentations de Ly o(H) sur (H*)®9 sont évidemment isomorphes (mais pas égales).

Rappelons-nous de la formule (2). Les régles de commutation entre i b; (i) et iq,(pr) [GATT,
eq. (19)] impliquent qu’on peut réécrire le produit de dans 'ordre qu’on veut, le prix a payer étant
de faire apparaitre plein de R-matrices. Mais puisque la R-matrice est inversible tous ces changements
sont inversibles, et donc

Lgo(H) = vect {ibl (Y1)ip, (V2) -1y (bg) tar (P1)iay (w2) - T, (0g) | Vi, ¥ji 05 € H*} . (5)
Si les 1; et ¢, sont pris dans une base de H* alors on obtient ainsi une base de L4 0(H).
On considere le sous-espace vectoriel A C L, 0(H) qui est engendré par les éléments
gy (P1)iay(@2) - iay(pg) =e@PIVER YV ...RER @y

ou € est la counité de H et p; € H* pour tout i. Les formules de [GAT1) §2.2] montrent de suite que
A est une sous-algebre de L, o(H) isomorphe a Ly 4(H). On vérifie facilement que A = Lo 4(H) a une
représentation sur k définie par

ta; (¢1)las(92) - ia,(0g) 1k = 1(1u)2(lm) - - . pg(1r).
Soit V = Ly o(H) % k la représentation induite & L4 (H). Grace a (b)) on voit que

VzveCt{ibl(d}l)ib2<w2)---ibg(wg) . lk‘ V7, T/Jj € H*}

et donc V' = (H*)®9 en tant que k-espace vectoriel, en identifiant iy (¢1).. i, (1hg) - 1k avec Y1 ®
... ®1,. Nous venons donc de construire une représentation de L, o(H) sur (H*)%9.

Afin de décrire cette représentation, on rappelle que
coad” (h)(¢) = 3" S(hee)) & ¢ < hq
(h)
est l'action & droite de H sur Lo 1(H).

Proposition 2.1. Pour tout ¢ € Lo1(H), on a les formules suivantes pour la représentation de

Lyo(H) sur'V = (H*)®9 :

ia;(0)- (1 @... @) = Y coad (R, ))(th1) @ ... @ coad” (R, ;_1))(thj-1)
k,l,m,(R},)

® [@oq (S(Ry) > coad” (Ry,) (@) S RY) >1; A RLR)| ® j41 @ ... ® 1,

i, () (U1 8. 00,) = 3 coad” (R 1)) (1) © ... ® coad” (B} (;_y)) (1)
b ® coad" (R (o) ® i1 ® - .. ® .

Attention : dans la deuxiéme égalité on utilise le produit de Lo1(H) [GdT1, Def. 2.4] pour multiplier
coad”(R})(p) et 1;, a ne pas confondre avec le produit usuel ¥ = A* sur H*.

Preuve. Par définition de la représentation V' on a
ia;(p) - (V1®...@Yg) =1ia;(0)ip, (Y1) o ip, (V) - T,

Il s’agit donc d’utiliser les relations de commutation dans Ly o(H) pour éliminer le ig;(¢) en le faisant
agir sur li. Soit z, = a, ou b, et ys = a5 ou by, avec r < s. Alors la relation [GAT1, eq. (20)] peut se
réécrire ainsi [BFR23| §4.1] :

iy, (@) iz, (V) =Y ia, (coad” (Ry)(¢)) iy, (coad” (RY)())-
k

3



Commengons par noter qu’on a iz, (w)iy, () = >, iy, (coad” (R})(¥)) iz, (coad”(S(R},))(w)) puisque
R™! = (S®id)(R). Donc (explications apres le calcul) :

iaj (w) ibj_H (¢j+1) . ~ibg(1/’g) g

= Z i (coad™(Ry, ) (1j+1)) i, (coad’"(R%gij)(z/Jg))iaj (coadT(S(Rﬁggij R (W) - 1k
Kiyekyj

= Z b (coadr(R’,;(l))(q/JjH)) g, (coad” (R}, (g_j))(q/}g))iaj (coad”(S(Ry,))(w)) - 1k
k(R
(6)
pour tout w € Lo1(H). Pour la deuxitme égalité on a utilisé que >, , R Ry ® R ® R =
Zk,(Rg) R, ® Rg(l) & RZ (2) bar définition d’une R-matrice. Pour la troisieme égalité, noter que
(coad” (h)(w), 1) =3 ) w(h1yS(h())) = e(h)w(1) et que (e ®id)(R) = 1.
Ensuite on trouve (explications apres le calcul) :
iaj (w) ibj (¥5) - 'ibg (¥g) - 1k
= Z ibj (R{,:R;n > 1le < R;CRZ) iaj (RZIS(R%) >wJd REIR;z)ibj_H (1/)]) . ibg (@ZJg) . 1lk

k,l,m,n
= Y w(RIRLRS(RY) iy, (Ry Ry, >t <O RLRY) i, (1) -, () < T (7)

k,l,m,n

= Zibj ((1)071 (S(Rg) >wd R;/) > ¢j < R%R;) ibj+1 (ijrl) - ibg (¢g) i
k,l

La premicre égalité utilise [GATT] eq. (19)], la deuxieme utilise (6] et la troisieme utilise et (1))
Enfin )3, ;. Ry, @ R, @ R Ry, = Zkv(Rﬁc) R;C(l) @R @2 ® R} par définition d’une R-matrice, ce qui
donne

ta; (@) iy, (Y1) p, (Y1)

= Z ip, (coadT(R;C(l))(wl)) gy (coad”(R;, (j_l))(v,bj,l))iaj (coad” (RY)(#))- (8)
k,(R;)

La formule pour I'action de ig; () s’obtient en combinant et . La preuve de la formule pour
laction de ibj(go) est analogue et plus facile. O

3 Action des générateurs de Lickorish sur (H*)®Y

On note 7, le twist de Dehn autour d’une courbe simple v. D’apres la construction rappelée au
action de 7, sur (H*)®9 s’obtient en représentant un élément 7, € L4 0(H) (unique & scalaire pres)
sur (H*)®9, grace a la représentation décrite au On a vu dans [GdT1], Prop. 3.2] que

7 =i(@p1(v ) (9)

ou ®g; est défini dans et le morphisme i : Lo1(H) = L40(H) est défini dans [GdT1, §2.4]. En
fait i, n’a pas de sens car 7y est une courbe libre non-orientée : il faut choisir une courbe positivement
orientée avec point base I' € 71 (2] ) qui représente v et utiliser ir. A scalaire prés ip (@& %(v‘l)) ne
dépend pas du choix de I" [Fail9l Prop.5.3.16].

Nous allons exprimer 1'élément @ Y™ € Lo1(H) grace a 'intégrale & gauche \: H — k, qui est
unique a scalaire pres et satisfait

> b)) = A(h)1g (10)
(h)

pour tout h € H. Autrement dit ¢ * A\ = () pour tout ¢ € H*, ot x est le produit usuel sur H*
(dual au coproduit sur H) et e(p) = ¢(1).



Proposition 3.1. On peut normaliser A\ en posant A(v) = 1; dans toute la suite on utilise cette
normalisation. Alors @a%(vfl) =vD> A

Preuve. Voir par exemple [Fail9, Prop.2.3.4], ot A est notée p'. O

Notation. On pose A\’ =v > X. On a aussi AV = X\ <v puisque v est un élément central dans H.

Les générateurs de LleOI‘lSh de MCG(X] ) sont les twists de Dehn 74, 75;, 74; autour des courbes
aj, Bj,7; représentées en (4). Avec les generateurs de m(¥; ) fixés dans [GATI], des représentants
de ces courbes sont

aj=aj, Bj=0bj, 7=abia;} bl

et donc par définition des morphismes i~ [GdTI, §2.4] on a
Ta; =10, (AY), T3, =1, (XY),

Ta
ﬂ\j - 1ajby+1a]+1b]_+1 (A7) ;O\U > la (/\1(12)) ibj+1 (>‘1(}3)) i“j+1 (Sﬁo,l (>‘1(]4))) ibj+1 (Sﬁo,l ()‘1(]5)))' (11)
AV

Théoreme 3.2. On rappelle que v est [’élément ruban de H et \ est son intégrale a gauche.
Pour tout Y, @ ... @1, € (H*)®9 on a

@(¢1®®¢g):¢1® ®¢] 1®(U_1>w])®¢]+1®®¢g
F/B\j'(%@---@% Z% ¢1® ®wj71®()\<’0(2))®w]'+1®...®’¢g

T, (1 ® ... ®Y,) =Z¢1®---®¢j—1®(S(U(_S)D@/)j) (V41 Q) @ Vi @ ... @Y,

Ces formules sont les actions des générateurs de Lickorish . ) pour la représentation pro-
jective de MCG(X o) sur (H*)®9 que nous avons construite dans [GdT1, §3] (et rappelée
au §1) ci-dessus).

Le reste de la section est dédié a la preuve de ces formules. Rappelons que l'intégrale & gauche satisfait
AMzy) = )\(S_Q(y):v) pour tous z,y € H. C’est aussi vrai pour AV puisque v est central. On a donc

Vhe H, ~— h A =X <a85%h). (12)
C’est équivalent a

VheH, coad”(h)(AY) = e(h)A". (13)
Preuve de la formule pour a;. On sait que ﬁ;ﬂ = 1i4,(A"), donc en combinant la Proposition avec
on a déja
Tap (1® ... @) =D 1 ®...0 %1 @ [Do1(S(RL) > A’ < RY) > Q RLR]] @1 ® ... @ 1)y,

Maintenant grace a et & la formule (id ® S~')(R) = R~! on obtient

> S(RY) >\ <R ® RiR) = Z)\”<15 (ROR] ® RLR, = \' @ 1.

Donc
Tay (1@ ... @) =1 ® ... @11 ® (o1 (\) 1)) @Yj1 @ ... @ty
=1®... QY10 (0T DY) @ ©... B
ol la deuxieéme égalité est la Proposition [3.1] O




Preuve de la formule pour 3;. On sait que FE] = i3,(A"), donc en combinant la Proposition avec

onadéjé
T8, (V1®...0Yg) =1 ® ... 1 @AY @Yj11® ... ®Yy.

Pour tout h € H, on a (explications apres le calcul)

(A3, h) = <Z (RIS(RY) > \") * (R, > < R)) ,h> (N, vhyRYS(RY)) (v, RihoyR})
0. i.5,(h)
= Y (MR S(RY)) (¢, RiRjhy) = (N USTHR!) R hey)) (¥, RiR;h1y)
i,5,(h) ,5,(h)

=Y d(h@)Ah@) = Y e (Som)vehn) M vehe)
)

(h),(v)

= > (S eeh)m)AM(veh)e) =D ¥ (Sm)Mveh)-
(), (v(2y k) (v)

La premiere égalité est la définition du produit dans Lo (H) [GATI, Déf.2.4], la deuxieme égalité
utilise simplement la définition de >, <1 et %, la troisieme égalité utilise RA = A°PR, la quatrieme
égalité utilise que A(zy) = A(S™2(y)z) et que v est central, la cinquieme égalité utilise (id®S™)(R) =
R, la sixieme égalité est une ruse, la septieme égalité utilise que le coproduit A est un morphisme
d’algebres et la derniere égalité utilise . Ainsi

A = Zw (v))) (A <vez)

ce qui donne la formule voulue. ]

Preuve de la formule pour vy;. Ca se corse! Grace a un argument similaire a celui qui commence les
preuves pour o et 3;, on obtient déja que 'action de 7{,7\] sur Y1 ® ... ® Py est “locale”, c’est-a-dire
qu’elle touche uniquement 1); et ¥;11 et que son expression ne dépend pas de j. Pour alléger les
notations, on prend donc g = 2 et on calcule I'action de 7,, sur ¢ ® 92, oit 7,; = i, (A\"). Le point
clé est la formule suivante, vraie pour tout ¢ € Lo 1(H)

iy (0) (@) = > @(RIR,S(RIR)R]S(R])) (R, R > 1 A RiR;,) @ (2 < RRRY)) . (14)
i,5,k,l,m,n

Nous l’admettrons; le moyen le plus agréable de l'obtenir est d’utiliser le calcul diagrammatique
de [Fail9, §6.1], [Fai20b, §3]. On peut réécrire cette formule en posant > X; ® Yy = RR/! =
>y BB @ Ry Ry (explications apres le calcul) :

> R,S(RIR)R]® Ry,R;® RiR/ = > R, RR{R] @ R, R; @ S~ (R/R})

Jik,l,m 7.k, lLm
= Z R R ® (Ri) ) (Ri)2) @ S™H(R) 1)( =Y X0 () @SV )
m,(Riy,),(R},) 5,(Ys)

Pour la premiere égalité on a utilisé que (S ® S)(R) = R et que S est un antimorphisme, pour la
deuxieéme égalité on a utilisé que (A ®id)(R) = RizRa3 et (id ® A)(R) = Ri3R12 par définition d’une
R-matrice. Donc

iy, () - (Y1 @b2) = Z @(Rp XsS(RY)) (Ye)2) > 1 < RiR;,) @ (2 <5~ "7 D))

ivnvsv(ys)



Prenons maintenant ¢ = X. Puisque \Y(zy) = A(S72(y)z) et (id ® S~!)(R) = R~! on trouve :

Ty (Y1 @ P2) = 14 (AY) - (Y1 @ o) = Z A(Xs) (Ye) ) > 1) @ (¢2 < 5_1((5/3)(1)))
$,(Ys)
= D (201(\)) > 1) ® (Y2 <957 (@o1(\) )
(®o,1(¢))
= (Z;) (v > 1) © (Y2 <57 (v)))

ou la deuxieme égalité utilise simplement la définition ®g1(¢) = >, p(X,)Ys et la troisieme égalité
utilise la Proposition Finalement puisque v = S(v) (axiome de v) et que S est un antimorphisme
de bialgebres on a la formule annoncée :

Ty - (01 @) = Z (S(U_l)(g) > 7701) & (1!)2 < S_I(S(U_l)(l))) = Z (S(Ua;) > @Dl) ® (¢2 < U(E%)
@) (0=1)

O]

4 Action de MCG(X} ) sur L,o(H) via 'algébre d’écheveaux

Pour simplifier un peu on va donner les explications dans le cas g = 1, c’est-a-dire un tore avec une
composante de bord. Le cas général est completement analogue, il y a juste des formules plus longues.

Soit X7°g la surface X ; avec une piqire (point enlevé) sur le bord (notée ). On note S3(277)
I’algébre d’écheveaux a états de cette surface. La définition générale de ces algebres paraitra
dans [CKL], voir [BFR23, §6.1] pour la définition dans le cas de ¥g7,. Un élément de S5 (377) est une
combinaison k-linéaire de graphes en ruban H-coloriés et orientés, plongés dans ET:(; x [0, 1], considérés
a isotopie pres et dont les points de bord dans 6(2(1):5) x [0, 1] sont marqués par des “états”. Voici un
exemple :

X Y Z XY, Z,V,W € H-mod
G C [0,1]® graphe en rubans, orienté et H-colorié
re X, peY* e Z* sont les états

(15)
On impose par définition que les points au bord de G (marqués par z,p,1) ont des hauteurs qui
augmentent strictement lorsqu’on suit le bord en partant de la piqiire (o) selon l'orientation de 8(2‘;:5)
indiquée par la fleche. On voit qu'un état est un vecteur dans le H-module qui colorie le brin ou dans
son dual, selon l'orientation du brin. En fait G représente un élément assez général : quitte a utiliser
des coupons identité on peut toujours se ramener a ce qu’il n’y ait qu’un seul brin qui passe dans
chaque anse avec 'orientation comme ci-dessus (ce brin sera alors colorié par le produit tensoriel des
couleurs des brins qui passaient dans ’anse avant transformation, certaines couleurs étant dualisées
pour se ramener a cette orientation). La seule chose qui est spécifique & G est le nombre de points de
bord (ici 3), qui est en général arbitraire et peut aussi valoir 0. Enfin il y a des relations d’écheveaur
qui proviennent du foncteur de Reshetikhin—-Turaev pour H-mod et qui prennent en compte les états.

On va définir une application linéaire
hol™ : S§(X970) = L1,0(H).

On explique comment calculer hol*® sur 1’élément G de , pour la définition générale voir [BFR23|
§6.2]. Soit
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Grace au foncteur de Reshetikhin—Turaev, on obtient un morphisme de H-modules

Fre(G): VoV aWeW"— X* Y ® Z.

Maintenant, soit {v;} (resp. {w;}) une base de V (resp. W) avec base duale {v'} (resp. {w*}). Alors
on peut former les coefficients matriciels Vqﬁé- the vi(h-vj) et wok : b — wF(h-w;). Ceci nous donne

des éléments Vq§§- ® Wqﬁé“ € L1,0(H). Soit

hol(G) = > (veh ® wof) ® Frr(G) (vi @0 @ wy @ w') € L1g(H) @ X* @Y @ Z
1,7,k,l

(ceci est le hol défini dans [Fai20bl §4.1]; ne pas confondre hol et hol®"). I est évident que hol(G) ne
dépend pas du choix des bases, puisque chaque indice apparait une fois en position covariante et une
fois en position contravariante. On obtient ainsi un tenseur hol(G) a coefficient dans £; o(H). L’idée
est maintenant de contracter ce tenseur avec les états x, p,% de G, afin d’obtenir un élément dans
L1,0(H). Soit donc
ey, —): X*QY®Z — k
wRy®z = w@)e(y)p(z)

On définit hol®(G) = (idz, o) ® (2 ® ¢ ® ¥, —)) (hol(G)) € L1o(H). La généralisation de cette
procédure a d’autres éléments que est évidente.

Théoréme 4.1. Soit H une algébre de Hopf enrubannée de dimension finie. L’application hol®* :
S (Sgm) — Lgn(H) est un isomorphisme d’algébres.

La preuve est comme pour [BER23| Th. 6.5].

Par définition MCG(X] ,,) fixe point-par-point le bord (et les n piqires). Il est facile de voir
MCG(%g,,) agit sur SF(Xyn) :

— Pour un graphe en ruban G C g7 x [0,1] et f € MCG(X] ,,) on pose }(G) = (f xidp)(G).

— Pour une combinaison k-linéaire formelle z = >, \;G; ol A\; € k on pose }(l‘) => )\J(GZ)

~

— Il est clair que } passe au quotient par les relations d’écheveaux et définit donc un automorphisme

linéaire } : S (Zgn) = S (Zgn).

— Enfin il est évident par définition que f; o fo = fl o fg

De plus } est un morphisme d’algébres puisque le produit dans S5 (3g7) se fait par empilement. On
a donc gratuitement un morphisme de groupes

2

MCG(Xg,,) — Autayg (8;}(2;:;)), [
Grace au Théoreme on obtient un morphisme de groupes
0 : MCG(2,,) = Autag(Lon(H)), [~ hol o fo (hol®)~".
Dans [GATT] §3] on a expliqué qu’il y a un morphisme MCG(Xj () — Autag (£g7o(H)), e fdéﬁni de
fagon purement algébrique dans [AS96, Prop.27], [Fail9, §5.3.3]. Un inconvénient de cette approche

est qu’il faut faire beaucoup de calculs fastidieux, notamment pour montrer que les f définis par
|GATTL éq. (25)] sont bien des morphismes d’algebres.



Théoréme 4.2. [Fai20bl, Th. 4.5] Pour tout f € MCG(X] ;) on a 0(f) = f. Autrement dit l'isomorphisme
hol** est équivariant sous l’action de MCG( 9.0)-

# donne donc une définition topologique des morphismes f De plus cette définition fonctionne directe-
ment pour tout (g,n) et elle permet de court-circuiter les longues preuves concernant la construction
usuelle des f.
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