Groupe de Travail “Quantique”, Montpellier 1¢r¢ séance (17/11/2023)

Algebres de modules et représentations
des groupes de difféotopie des surfaces — partie 1

Matthieu Faitg

Soit X, la surface compacte orientée de genre g avec n piqires (i.e. points enlevés). Soit D C ¥,

un disque ouvert. On note X7 , = 3, ,\ D. Voici un dessin de ¥ ,,, ol on fixe un point base (e) et

des générateurs {b;, a;, my1j}ti<i<g, 1<j<n de son groupe fondamental:

On a
Cgn = 0(Xg,) = bia; ‘b tay . .bgag_lbg_lag Mgt1 -+ - Mgtn, (2)
m(X,,) = (b1, a1,...,bg,ag, mgy1, ..., mgn | D) (groupe libre),
T (Xgn) = (b1,a1,...,bg, a9, Mgi1, ..., Mgin | Cgn =1).

Si S est une surface orientée, on note MCG(S) le groupe de difféotopie de S : ses éléments sont
les classes d’isotopie des difféomorphismes S — S qui préservent 'orientation et fixent le bord de S
(point par point).

1 Discussion dans le cas classique

Soit G un groupe de Lie algébrique complexe semisimple. On note O(G) lalgebre des fonctions sur
G. Par exemple O(SLy(C)) = Cla, b, ¢, d]/{ad — bc — 1); plus généralement on définit O(G) grace aux
coefficients matriciels des représentations de GG. C’est une algebre de Hopf dont le produit, coproduit,
counité et antipode sont :

(Py)(2) = p(x)y(x), Alp)(x@y) =p(y), (@) =¢(la), S(P)(z)=p=") 3)
pour tous ¢, 9 € O(G) et z,y € G. Pour des détails dans le cas SLa(C) voir [Kas95l, §1.5].

La variété des représentations et la variété des caractéres (de m (X3 ,,) dans G) sont respectivement
Ra(Xg,) = Homg, (11(37,),G),  Xa(Eg,) = Ra(Xg,)/G

ot G agit par conjugaison sur lui-méme et donc sur Rg (25 ,,). Grace au fait que Rg (35 ,,) = G?9 on
peut voir ces espaces comme des variétés algébriques, en définissant leurs algebres de fonctions ainsi :

O[Ra(5,.)] = OGP, O[Xa(53,)] = O[Ra(5;,)] ™ @)
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Remarque 1.1. 1l est donc plus correct d’écrire Xg(X7 ) = Ra (X ,)//G, c’est-a-dire qu'on considere
le quotient au sens de la théorie géométrique des invariants.

Pour v € m1(X,,) on peut définir un morphisme d’algebres

iy O[Ra(X5,))] —
© =

@ [RG(EZ,n)]

(1 wl(1)) (5)

ol on utilise que O[Ra(5§ )] = O(G).
Puisqu’on a mis le point base sur 9(¥j,,) et que MCG(X] ) fixe le bord, on a une action (a

gauche) de MCG(% ,,) sur 71 (X5 ,,) par pushforward. Donc il agit & droite sur Rg(%j ,,), donc il agit
a gauche sur O[Rqa(Eg,,)]. Plus clairement, si f € MCG(X] ,) on définit

fr O[Ra(Z2,)] — O[Ra(Z,)]
Y = (l=(lof))

ot f est vue comme une fonction 71(Xg,,) — m1(Xj,). On a alors la proposition suivante, qui est
immédiate :

Proposition 1.2. Ceci donne un morphisme de groupes

MCG(35,) — Autag(O[Ra(S5,,)])
f=f

De plus on a fo by =i

On va reformuler les définitions de i, et de f en voyant vraiment O [Rg(Z;m)] comme une algebre
de fonctions sur G291 plutot que sur Rg(E;m) comme ci-dessus; autrement dit on veut définir ces
morphismes d’algebres sans jamais utiliser Rg (X5 ,,). Pour cela on fixe une bijection une fois pour
toutes:

Ra(2g,) 5 Ggrtn
Il = (l(bl)a l(al)v s 7l(bg)7 l(a9)7 l(m9+1)) s 7l(mg+n))

) introduits dans les dessins ci-dessus. On change aussi les

(6)

ot on utilise les générateurs de (3,
notations de et on note maintenant :

Fg,n(G) = (’)(G)®(2g—|—n)7 FglflT\Lf(G) _ ngn(G)G_inV.

En particulier F1(G) = O(G). Par exemple un élément P € Fy o(G) s'écrit P =Y. 3; ® a; et il est
dans Flma’(G) si et seulement si P(gzg~!, gyg~!) = P(x,y) pour tous z,y,g € G.

Soit e € O(G) définie par e(x) = 1 pour tout = € G. Etant donné (6), les morphismes d’algebres
ipsiags - Jbg,iag,imgﬂa cesimgy,  F01(G) = Fyn(G) définis par sont

ibl (@) =¢® €®(29+n71)7 ia1 ((P) =R 5®(2g+n72)7
ip,(p) = e®? @ p @ PR0Hn—3), igy(p) = e®3 @ p ® Bgtn—4)
(y,(9) = 90D @ @B iy () = D g B o

gy () = €239 @ p ® D),

img+n (80) — €®(29+n71) R .
Tout élément de Fy ,,(G) est une somme d’éléments de la forme

BLlRM®..®BRauAYI®...0 Y,
=iy, (B)iay (1) - iy, (Bg)iag (ag)imgy (V1) - imgy (¥n)
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avec i, a;,1; € O(G) et la structure d’algebre de F, ,(G) est entierement décrite par les relations
suivantes:

ic(p)ic(¥) =ic(pr), ic’(ﬁp) ic(¥) =1ic(v¥) ic’(SO) 9)
pour tous ¢, € Fy1(G) et out ¢, sont by, ai,...,bg,ag, Mgi1,..., Mgty avec ¢ # ¢
Pour ¢ € O(G) on définit
ib—l(@) = ibi (S((P))7 iaT (90) = ibi (S((P))7 im—l (‘P) = imgﬂ- (S((p))

i i g+7

ou S est antipode de O(G), voir . Soit v € m1(X3,,)- Ecrivons Y ="1...7, ou chaque 7; est un
des générateurs de m (X7 ,,) ou son inverse. On définit

17 : F()J(G)
¥

Fyn(G)

2 im o) iy (em) (10)

N
—
ol Y- ,) P1)®- - - OP(ky = A*=1) () est le coproduit itéré de (3]) (notation de Sweedler). Les définitions
et sont équivalentes : s’en convaincre en regardant des exemples. Soit f € MCG(X] ). D’apres
la Proposition [1.2| on a

Flip; (@) =15, (@) Flia;(0) =ip,)(#)s  flimgw(®) =1 p(m, ) () (11)

pour tous j, k et d’apres ces valeurs déterminent entierement f.

2 Algebres de modules

2.1 Discussion
Il y a deux fagons de motiver les définitions du ci-dessous :

¢ Quantification : si G est un groupe de Poisson-Lie, F, ,(G) est une algebre de Poisson et
le crochet de Poisson peut se décrire grace a la r-matrice classique de G [FR9§|. Une stratégie pour
quantifier Fy,,(G) est donc de considérer le C[[h]]-module th’n(G) = OR(G)2C9t") ot OL(G) est
I’algebre des fonctions quantique sur G |[CP94, Chap. 7], et de le munir de relations de commutation
bien choisies basées sur la R-matrice quantique de Uy(g) qui satisfait R = 1 + hr + O(h) |[CP94,
Chap. 8]. Cette motivation n’est pas tres adaptée pour ce qui va suivre car on veut considérer d’autres
algebres de Hopf que Uy (g).

e Théorie de jauge sur réseau avec des algébres de Hopf : La discussion du {I] montre
que O(G) est plus important que G. On peut définir O(G) comme algebre de Hopf duale a U(g) ou
g = Lie(G) et dans la définition de Fén;[ (G) on peut considérer les éléments U(g)-invariants au lieu
des G-invariants, de sorte que G n’apparaisse jamais. Et donc autant noter Fy,, (U(g)) et F, ;‘7‘{ (U(g)).
Maintenant on demande : si H est une algebre de Hopf, peut-on définir une algebre F, ,,(H) ? En
s’inspirant du §1} on prend Fy,(H) = (H*)®29+") en tant qu'espace vectoriel. Ensuite il faut définir
un produit. On veut que ce soit un H-module-algebre pour “I’action par conjugaison” afin d’avoir
une sous-algebre des éléments H-invariants F, g‘n,‘{ (H), qu’on appellera “algebre de modules”ﬂ On voit
vite que cela n’est possible que si H a une R-matrice. Le produit est alors défini grace a cette R-
matrice, en s'imposant des contraintes qui proviennent de considérations topologiques/combinatoires.
C’est I'approche utilisée dans les articles fondateurs [AGS95, [BRO5] puis qui a été axiomatisée dans
[BFK98al, BFK98b] et [MW21]. Dans ces articles on utilise un “graphe en rubans” a la place de la
surface X2 ; le dessin ci-dessus devrait suggérer ce qu’est un graphe en rubans. De plus [BFK98b),

g7n7

§9] montre que Fy ,(Ux(g)) est une quantification de Fy,(G).

Dans la suite nous utiliserons les notations habituelles Ly, (H) et ,Clgn);(H)
au lieu de Fyp,(H) et Fi*(H).

Lou “algebre des observables” dans certains articles.



Remarque 2.1. On peut donc imaginer les algebres L, ,,(H) et Eig‘j;’l(H ) comme étant des “substituts”
pour O[Rp(X],,)] et O[Xg(Xg,,)], puisque Ry (X ,) = Homgyp (m1(5],,), H) et Xg(X,,) nont
pas de sens. Par contre nous allons voir que les reformulations de i, et f faites en et se
généralisent a L, ,,(H); c’est exactement ce qui va permettre la construction des représentations des
groupes de difféotopie. Nous n’avons pas beaucoup parlé de X, pour I'instant : en fait nous n’aurons
pas besoin de définir un substitut pour O [X H(Eg,n)]; disons juste que la définition d’une telle algebre

utilise le morphisme g du §2.5[ ci-dessous et une sorte de quotient appelé réduction quantique, voir

[BER23, §7].

Remarque 2.2. La variété des caracteres Xg(%j ,,) s’identifie avec I'espace de modules des G-connexions
plates sur 3¢ ,, (voir par exemple [Lab13, Chap. 3]). Donc F)(G) s’identifie a I'algebre des fonctions
sur cet espace de modules, d’ott le nom “algebre de modules”. Plus généralement, si H est une algebre
de Hopf, on continue a utiliser le nom “algebre de modules” pour Elgrj;’l(H ). Enfin si H = Up(g) ou par
abus H = U,(g) alors £ (H) est une quantification de FY(G), d’oli le nom “algebre de modules

quantique” (et dans ce cadre on peut appeler F, gm,;’ (G) Talgebre de modules classique).

Remarque 2.3. Les algebres L, ,(H) peuvent aussi étre retrouvées grace a I’homologie de factorisation
des surfaces [BZBJ1§].

Remarques bibliographiques. Les algebres L, ,(H) ont été introduites dans [Ale94, [AGS95,
BR95]. Dans [AS96] les représentations de L, ,(H) sont étudiées et une représentation projective
de MCG(X,,) est construite sous I'hypothese que H est modulaire (en particulier semisimple); ils
montrent que cette représentation est équivalente & celle de la TQFT de Reshetikhin—-Turaev. Le
principal but de [Fail9bl [Fai20] est de généraliser la représentation projective de [AS96] dans le cas
ou H n’est pas nécessairement semisimple; on y montre aussi que la représentation ainsi obtenue
est équivalente a celle de Lyubashenko [Lyu95b]. Dans la suite on citera plutot la these [Fail9], qui
contient plus de détails. Tous les articles cités dans cette remarque utilisent un formalisme matriciel

/////

§3.1, §4.1] pour le lien entre les notations utilisées ici et ce formalisme matriciel.

Il existe une présentation de MCG(X7 ) et MCG(Xg0) basée sur les générateurs de Humphries [Waj83].
Pour comprendre la constrution présentée ici il suffit de savoir que MCG(X,) est un quotient de
MCG(X] (), en fait par une seule relation. Une référence sur les groupes de difféotopie est [FM12].

2.2 Définition de L, ,(H) et LI (H)

Soit H = (H,m,1,A,¢,S,R) une C-algebre de Hopf quasitriangulaire, ot R € H®? est la R-matrice.
On utilisera la notation de Sweedler

Ah) = hay@h), (A@id)oA(h) =Y ha) @ ho) @hg ete...
(h) (h)

et on écrira la R-matrice comme ceci

R=> R;®R].

Pour simplifier un peu, supposons dés maintenant que H est de dimension finie. Alors I’espace vectoriel
dual H* est aussi une algebre de Hopf dont le produit, coproduit, counité et antipode sont :

Ve e HY,  pxp=(pay)oA, Alp)=pom, &(p)=¢(1), S(p)=¢cS  (12)
Les actions coréguliéres a gauche (>) et a droite (<) de H sur H* sont définies par
Vh,o € H Yype H", (h>p,z) = (p,zh), (p<h,z)= (p, hx). (13)

Définition 2.4. Ly 1(H) est l'espace vectoriel H* muni du produit suivant :

o =Y (RIS(R]) > ) x (R > < Rj). (14)

i’j



C’est une algébre assocz'ativeﬂ Le neutre multiplicatif est €.

Pour h € H et ¢ € Lo1(H) on définit

coad” (h Z S(h) > ¢ <hqy, e {coad"(h)(p), z) = (¢, ad(h)(z)) (15)

ouad(h)(z) = >_ ) h(1)wS(h(z)), pour tout z € H. Un calcul facile qui utilise RA = A°PR montre que
coad” est une structure de H-module-algebre & droite sur Lo 1(H) (d’out 'exposant “r” pour “right”),
1.€.

Vhe H, Yo, € Lo1(H), coad”(h)(py) = Zcoad’"(h(l))(go) coad” (h2y) ().

Définition 2.5. £ o(H) est l'espace vectoriel Lo1(H) @ Lo (H) muni du produit

Bea)(f @d)=> B(R/R,>B<RR;) ® (R{S(R])>a<R{R})d
1,5,k

C’est une algéebre associativﬂ. Le neutre multiplicatif est ¢ ® €.

Pour h € H et f ® a € L1,9(H) on définit

coad” (h)(8 ® ) Z coad” (h(1))(B) ® coad” (h(z))(a)

ou on utilise le coad” de (15); en d’autres termes £10(H) = Lo1(H)®? en tant que H-module. Alors
L1,0(H) muni de coad” est un H-module-algebre & droite (calcul un peu long mais facile). Notons
qu’'on a deux morphismes de H-module-algebres iy, iq : Lo1(H) — L1,0(H) donnés par i,(5) = S e,
ig(a) =@ a tels que S @ a =iy(B)ig(a) et

ia(@)iy(8) = > ip(R/ R}, > B < RiR}) ia(RYS(R) > o < RYRy) .
1,7,k,l

Ces conditions définissent entierement la structure de module-algebre de £ (H).

Soit C = mod-H la catégorie des H-modules & droite de dimension finie. Elle est tressée grace a
la R-matrice de H. Un H-module-algebre a droite est la méme chose qu’un objet algebre dans C. On
peut donc utiliser le produit tensoriel tressé @ des objets algebres [Maj92, Lem. 9.2.12] :

Définition 2.6. Ly, (H) = £1,0(H)®9& Lo (H)®™,

Par définition, en tant que H-module & droite, L, ,(H) est £1,0(H)® @ Lo1(H)®". Puisque L1 o(H)
est lui-méme Lo 1(H)®? en tant que H-module, on voit que £, (H) est I'espace vectoriel (H*)®(29+7)
muni de ’action & droite coad” de H donnée par

YheH, coad (h)(1®...® @) = ) coad (hp))(91) @ ... @ coad” (h(agn) (P24n)

ou on utilise le coad” de . C’est la généralisation de ’action par conjugaison de G sur O(G)®(29+”)
du §1| Par construction Ly, (H) est un H-module-algebre pour cette action. Pour décrire plus
explicitement la structure d’algebre de L, ,,(H) nous utilisons les injections linéaires

ibl,ial,. . "ibg’iag’img+17"‘7img+n :EOJ(H) — Eg,n(H) (16)

définies comme dans . Alors le produit de £, ,(H) possede les propriétés suivantes, qui le décrivent
entierement :

2Ceci peut se montrer directement par un calcul un peu long en utilisant les propriétés de la R-matrice (équation de
Yang-Baxter notamment). Mais le moyen le plus rapide est de définir L£o,1(H) comme un twist de H*, voir [BR22) §4]
ou [BFR23 §3.1].

$Méme remarque que dans le cas Lo,1(H), voir [BFR23| §3.1].



iy, (B1)tay (1) - 1p (Bg) tag(ag) imgyy (V1) - img o (¥n)

. (17)
=80 ®..0B 0,1 @...Q Y,
. ibj,iaj,imﬁk : Lo (H) = Lgn(H) sont des morphismes d’algebres. (18)
o g (p)ip (V)= > iy (R/R,>¢ < RIR)) ia, (RES(R)) > ¢ < RYRy) (19)
i3k,
o iu(9)iu,(¥) = Y iu, (S(RLR]) >4 < RIR)) iy, (S(R{RY) > ¢ < R RY) (20)
ikl

pour tous ¢, € Lo1(H),oul <r <s<g+netu, (resp. vs) est indifféremment a,, b, ou m, (resp.
as, bs ou mg). Les conditions et signifient qu’on a des morphismes (injectifs) d’algebres
Lio(H) = Lyn(H), @ a = ip(B)ia(e) = ip,.(B)ia, () pour 1 < r < get Loi(H) — Lyn(H),
@ > i, (p) pour g+ 1 < r < g+ n. La condition provient de la définition d’un produit tensoriel
tressé.

Comparer ceci avec (§)—(9). Noter aussi quon a bien Ly, (U(g)) = Fyn(G) car U(g) est co-
commutative, donc on prend R =1® 1.

Définition 2.7. Puisque L, ,(H) est un H-module-algébre, les éléments H-invariants forment une
sous-algebre que l’on note ELHXL(H) et qu’on appelle “algébre de modules”

Emv ={z € Lyn(H)|Vhe H, coad"(h)(x) =e(h)z}.

Remarque 2.8. Les H-modules-algebres L, ,,(H) peuvent aussi se construire en utilisant des twists,
voir [BR22, §4, §6.1] et [BFR23, §3.1, §4.1].

2.3 Morphisme d’Alekseev et représentations de L, (H)

On note R/ = 3. R ® R} le “fip” de R. Le morphisme RSD (Reshetikhin-Semenov-Tian-Shianski-
Drinfeld) est application linéaire

(1)0’12 H* — H

¢ = (@) (REM = X oI RIE, o)

Ceci donne un morphisme d’algébres ®o 1 : Lo1(H) — H (bien connu, calcul facile)lﬂ Si on munit H
de I'action adjointe ad”(h)(z) = >_ ;) S(hq))zh(2) c’est méme un morphisme de H-module-algebres.

Définition 2.9. Le double de Heisenberg de H*, noté H(H*), est l'espace vectoriel H* @ H muni du
produit

(pRz)(v®y) = ng* 1) > Y) @ z(2)y.

ot x est défini en . C’est une algébre associative. Le neutre multiplicatif est € ® 1.

On a un morphisme d’algébres [Ale94] :

(I)L() : ,CL()(H) — H(H*)
Boa = D (RIRI > 8 < RRY) @ (RUR®0:(a))

Enfin, en combinant ®¢ 1 et ®1 o de fagon non-triviale grace a la R-matrice, on obtient un morphisme
d’algebres
Qg Lygn(H) — H(H*)®I @ H®"

qu’on appelle le morphisme d’Alekseev [Ale94]. Pour une définition de @4, (et une preuve que c’est
un morphisme d’algebres) dans les notations et conventions employées ici, voir [BFR23], §5.2]|ﬂ

4Par contre ce n’est pas un morphisme d’algébres pour le produit usuel sur H*.
®[Fail9] et [BFR23| utilisent des définitions un peu différentes de ®, ,, voir [BFR23, Rem. 5.5].



Définition 2.10. On dit que H est factorisable st g1 est un isomorphisme.

Proposition 2.11. [Fail9, §5.1.2] Si H est de dimension finie et factorisable, alors ®4, est un
isomorphisme d’algébres pour tous g,n.

Lemme 2.12. [Mon93, Lem.9.4.2] Il y a une représentation fidéle de H(H™*) sur H*, définie par
VoheH(H"), Y€ H, (p®@h)-1p=px*(h>).

On a donc un morphisme injectif H(H*) — Endc(H*). Puisqu’on suppose que H est de dimension
finie, ¢’est un isomorphisme par égalité des dimensions. D’ou un isomorphisme d’algebres

Lyn(H) = Endc(H")® @ H®™. (22)

Corollaire 2.13. Pour H de dimension finie et factorisable, les représentations irréductibles de
Lgyn(H) sont de la forme (H*)®9 @ Vi @ ... ® V,, ot les V; sont des représentations irréductibles
de H.

2.4 Morphismes i, : Lo (H) = Ly,,(H)
A partir de maintenant on suppose que H contient un élément ruban v [Kas95, §XIV.6]

On rappelle que Lo 1(H) est H* en tant qu’espace vectoriel, donc on peut utiliser les actions corégulieres
et 'antipode S = Sp+ = S* de H* . On définit

Sﬂo,l(H): EO,I(H) — £071(H)
o = > Sy <S(R;) > o< R;'u—l)

olt u =) . S(RY)R) est 'élément de Drinfeld [Kas95l §XIV.6].
Remarque 2.14. En fait Lo(H) a une structure d’algebre de Hopf interne a mod-H et Sg () est
I'antipode de cette structure. Plus précisément Lo 1(H) est le coend de Lyubashenko de mod-H [Fail9,
Prop. 5.4.3]; or le coend de Lyubashenko | X X © X dune catégorie enrubannée C est une algebre
de Hopf dans C [Lyu95].

Soit ¢ un des générateurs de Wl(E;’n) : bj,aj,my. Rappelons de les morphismes d’algebres
ic: Lo1(H) = Lyn(H). On définit Papplication linéaire

ie-1 =i¢o0 Sﬁo,l(H) : ,Co,l(H) — ,Cgm(H). (23)

On dit qu'une courbe simple v € 71 (3] ,,) est orientée positivement si son orientation va dans le sens
trigonométrique lorsqu’on la dessine sur la “surface en rubans” (|1)). Par exemple les générateurs de
771(2;’71) fixés dans sont orientés positivement et bia; aussi. albl_1 ne l'est pas. A une courbe
simple v on associe un entier N(v) € Z, défini dans [Fail9, §5.3.2]. Par exemple N(b;) = N(a;) =

N(mg+j) = 0, N(bzaz) =—1.
Définition 2.15. Soit v € m1(X] ,,) une courbe simple positivement orientée. Eerivons v = 1 ... Yk
ot chaque y; est un générateur de Wl(Z;’n) ou son tnverse. On définit
ify : L()J(H) — ,Cgm(H)
o = > om0V ig (o) i (P
(%)

Comparer avec ([I0). Par exemple iy o (¢) = oy(v™1) iy, (02) tar(03) = pay(v™h) v ® @) @
£®(29-2+n) - Pyisque 771(227”) est un groupe libre, ’écriture de ;... est presque unique; les seules
ambiguités sont du type cc™! et un calcul qui utilise les formules et montre qu’elles sont sans
conséquence.

Proposition 2.16. Pour toute courbe simple positivement orientée v € w1 (X)), i : Lo1(H) —
Lyn(H) est un morphisme de H-module-algébres.

Cette proposition est démontrée dans [Fail9, Prop. 5.3.14] pour n = 0 (surfaces ¥ ;) mais sans aucun
doute elle est vraie pour tout n.



2.5 “Application moment quantique” et représentations de ﬁg};’l(H )

A partir de maintenant on suppose que l’algebre de Hopf quasitriangulaire
et de dimension finie H est factorisable et a un élément ruban v.

Parmi toutes les courbes simples positivement orientées de Wl(Egm), il y en a une qui va jouer un role
particulier: la courbe de bord ¢y, = (3 ,,) exprimée en (2). On a N(cg,,) = 2g et la Définition
donne un morphisme d’algebresic, , Lo1(H) = Ly n(H). De plus le morphisme ®¢ 1 : Lo1(H) = H
est un iso par hypothese, donc on peut définir

p=ic,, 0Py H— Lyn(H).

Puisque coad” est une structure de H-module-algebre a droite sur L, ,(H) et que I'antipode S est
un anti-automorphisme de bialgebres, on obtient une structure de H°P-module-algebre a gauche sur
Lyn(H) en posant

hwx = coad” (S~ (h))(x).

Proposition 2.17. u est une application moment quantique, ce qui signifie que p est un morphisme
d’algebres et qu’on a

Vhe H Vo€ Lyn(H), ph)z=> (hoy»z)pulhm))
(h)

Ce résultat a été obtenu dans [Jorld, §7.4] pour H = U,(sl,); attention : notations et conventions
différentes de celles employées ici. La preuve pour tout H avec nos notations et conventions est dans
[BFR23, Th.7.14]. Notons qu'’il est immédiat que g est un morphisme d’algebres d’apres la Prop.
le point important est la relation de commutation pour pu(h)z.

Corollaire 2.18. L (H) = {x € Lyn(H) |Vh € H, p(h)x = zp(h)}.

Preuve. L’inclusion C est évidente. L’autre inclusion provient de h»x = Z(h) u(h(g))wu(Sfl(h(l))).
O

Soit W une représentation de L, ,,(H) et définissons
Inv(W) ={we W |VYheH, ph) w=e(h)w}. (24)
D’apres le Corollaire le sous-espace Inv(1/) est stable sous l'action de EZ}}’L(H ), donc

on a une représentation de L (H) sur Inv(W).

Pour W = (H*)®9 @ Vi ® ... ® V,, ot les V; sont des représentations de H, voir (22)), des calculs
permettent d’obtenir une formule pour I'action de p(h) sur w = 1 ® ... @ Y, @ V1 @ ... ® v, (avec
p; € H* et vj € V;) [Fail9, §5.2], ce qui donne une description plus explicite de Inv(1/). En particulier
pour (g,n) = (1,0) on a

Inv(H*) =SLF(H) = {¢ € H* ‘Vw,y € H, o(zy) = p(yz)}

ou SLF signifie “symmetric linear forms”.
Intuitivement, 'espace Inv(W) “simule” la relation ¢, , = 1 qui définit m(2,,,).

3 Représentations projectives de MCG(X; ;) et MCG(%,,)

A partir de maintenant on se restreint a des surfaces du type X (et Xg0 a la fin). On rappelle que
H est une algébre de Hopf de dimension finie factorisable et enrubannée.ﬁ

SExemple : les petits groupes quantiques ue(g), avec ¢ € C une racine de I'unité d’ordre impair [Lyu95b Cor. A.3.3].
On peut aussi prendre Uc(sl2) avec € d’ordre pair, qui est “factorisable mais pas quasitriangulaire” [Fail9bl §6].



Soit f € MCG(X] ). Alors f envoie une courbe simple positivement orientée v € w1 (X7 ) sur une
autre courbe simple positivement orientée f(+). En utilisant la Définition on peut donc poser

Py, (0) =150,)(0),  Flia;(9)) =1ipq,) (@) (25)
pour tout 1 < j < get p e Lo1(H). Comparer avec ([L1]).
Proposition 3.1. Ceci définit des morphismes d’algébres f : Lgo(H) = Lgo(H) et Uapplication

MCG(Z;O) — éutalg(ﬁg’o(H))
f=f

est un morphisme de groupes. De plus pour toute courbe simple v on a fo by =1ip(y)-

Comparer avec la Proposition Le fait que fest entierement défini par les valeurs est di a
. La Prop. est démontrée dans [Fail9, §5.3.3]. Ce résultat avait auparavant été énoncé dans
[AS96, Prop. 27] avec I'idée de la preuve.

D’apres (22), Lg,0(H) = Endc ((H*)®9) est une algebre de matrices, dont on sait que tout auto-
morphisme est intérieur (théoreme de Skolem—Noether). Pour chaque f € MCG(Xj ), il existe donc

un élément inversible fe Lgo(H) unique a scalaire preés tel que

Vo € Lyo(H), flx)=faf "
Si 7 est une courbe simple on note 7, le twist de Dehn autour de ~.
Proposition 3.2. On a 7, = iy(@a&(v_l)).

On rappelle que v est I'élément ruban de H et que ®g; défini en est un iso par hypothese
(H factorisablef’] Pour une preuve de la Prop.[3.2] voir [Fail9, Prop.5.3.16]; dans le cas ott H est
modulaire ce résultat avait été énoncé dans [AS9G, eq. (9.7)]. Puisque tout f € MCG(X] ) est un
produit de twists de Dehn, la proposition donne une formule pour j/”\ Puisque v est central dans H on

a @&%(v—l) € Ebn‘l’(H) et donc 7, € lgHg(H) et donc

VfeMCC(g,), feLyy(H).

Soit
p:Lyo(H) ﬁ H(H*)®9 = Endc(H*)® = Endc ((H*)®)
g,0
I'unique représentation irréductible de L, o(H) obtenue au et soit
piny : LUS(H) — Endc(Invy)
r = p(x)hnvg

la représentation de Cigr}g(H ) obtenue par restriction de p(z) au sous-espace Invy = Inv((H*)®9) qui

a été défini en .

Théoreme. 1. L’application

MCG(Zg,) — PGL((H*)®)

~

f o= p(f)

est une représentation projective de MCG( ;).
2. Il est connu que MCG(X,0) est un quotient de MCG(5 ) [Waj85, Th. 2]. L’ application

MCG(¥5,) — PGL(AIan)
f = pinV(f)

passe au quotient et donne une représentation projective de MCG(X, ).

7@&}(1)71) peut s’exprimer dans Lo,1(H) grace a l'intégrale de H [Fail9, Prop. 2.3.4].



L’item 1 est évident d’apres la Proposition et 'unicité de fa scalaire pres. La preuve de l'item
2 consiste a vérifier que la relation “hyper-elliptique” qui donne MCG(X,) comme un quotient de
MCG(X; ) est satisfaite. C'est ici qu'on utilise que pour tout w € Invy et ¢ € Lo1(H) on a par
définition ic, (¢) - w = e(p)w. Voir [Fail9, §5.3.4].

La généralisation de la construction précédente pour toutes les surfaces X7 |, et Xy, est discutée
dans [Fail9, §5.3.5] : la conclusion est que conjecturalement on a une représentation projective de
MCG(X; ,) sur (H*)®9 @ Vi ® ... ® V;, et une représentation projective de MCG(%,,,) sur

Invg v, v, = Inv((H*)®9 PV ®...® Vn)

ou Vq,...,V, sont des représentations irréductibles de H.
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