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1 Introduction
La dynamique adaptative est un outil prédictif puissant d́evelopṕe par Metzet al., U. Diek-
mann et R. Law ; puis justifíe math́ematiquement par N. Champagnat, R. Ferrière et S. Ḿeléard.
Cette th́eorie permet de comprendre l’évolution ph́enotypique d’une espèce dont le processus
de vie et de reproduction des individus est conditionné à la fois par leur ph́enotype et par leur
environnement. Deux hypothèses fondamentales sont nécessaires :
– il y a exclusion mutuellede deux ph́enotypes, c’est-à-dire que deux ph́enotypes ne peuvent

coexister ind́efiniment,
– leséchelles de temps de sélection naturelle et de mutation sont śeparées: les mutations se

produisent rarement.

Notre but est d’́etendre cette th́eorie pour prendre en compte le réseau trophique dans lequel se
trouve l’esp̀ece, et en particulier lorsqu’elléevolue en pŕesence de prédateurs. L’interaction entre
proies et pŕedateurs est régie par de nombreux ḿecanismes de défense des proies. L’évolution
de ces d́efenses va d́ependre de l’́etat de la communauté entìere et donc des prédateurs pŕesents.
On veut comprendreà la fois l’impact de la présence des pŕedateurs sur l’évolution de ces
défenses et les conséquences de cettéevolution sur la communaut́e.

2 Modèle individu centré et limite en grande population

2.1 Modèle individu-centré

On mod́elise la communauté par unprocessus de naissance et mortà deux typesdans lequel les
taux de naissance et mort de chaque individu dépendent de la composition de la communauté toute
entìere.
On supposera que chaque proie est caractériśee par un trait de d́efensex. Ces traits sont̀a valeurs
dansX compact deRd.

Supposons qu’à un instantt ≥ 0, la communaut́e soit compośee deNt proies de traitsx1, ... xNt
, et

deHt prédateurs dont on ne différencie pas les phénotypes. On représente alors la communauté par
sa mesure empirique :
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où K est unparamètre d’échelle qui mod́elise la taille de la population.

Chaque individúevolue alors ind́ependamment de la manière suivante :
–Une proie de trait x donne naissancèa un taux b(x). À chaque naissance, avec une probabilité

1 − uK le descendant porte le trait de son parent ; sinon avec une probabilité uK, c’est un mu-
tant dont le traitx + l est distribúe selon la loim(x, dl). Le paramètre uK gère la fréquence
d’apparition des mutations.

–Une proie de trait x meurt à un taux qui d́epend de la comṕetition avec les autres proies et de la
prédation :
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–Un prédateur se reproduità un taux qui d́epend de ce qu’il consomme :
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β(xi)

K
.

–Un prédateur meurt au tauxD.

Si les taux de sauts sont bornés, et que l’on a des hypothèses de moments pour les conditions
initiales, il existe un unique tel processus dansD(R,MF (X ) × R).

2.2 Limite en grande population

On s’int́eresse au comportement en grande population du processus préćedent lorsqueuK → 0

quandK → ∞.
Supposons qu’à l’instant initial, la communauté soit compośee de proies de traitsx1, ..., xm et de
prédateurs :
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Théorème 1. Si l’on suppose que la suite(nK
1 (0)/K, ..., nK

m(0)/K, HK
0 ) converge vers

(n1(0), ..., nm(0), h(0)) déterministe, alors pour toutT > 0, la suite de processus(νK, HK)K≥0

converge en loi dansD([0, T ],MF (X ) × R) vers un couple d’applications continues déterministes
(ξ, h), avecξt =

∑m
i=1 ni(t)δxi

.
De plus, le vecteur(n1, ..., nm, h) est l’unique solution du système diff́erentiel suivant :
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On retrouve alors un système d’́equations diff́erentielles de type Lotka-Voterra.

Cas particuliers :
–Si la population de proies est monomorphique de traitx, on connâıt bien le comportement des

solutions : pour toute condition initiale strictement positive, la solution(n(t), h(t)) du syst̀eme
converge lorsquet → ∞ vers un uniqueéquilibre (n∗(x),h∗(x)).
De plus, d̀es queβ(x)b(x)−d(x)

α(x,x) − D > 0, alorsh∗(x) > 0.
–Dans le cas òu h∗(x) > 0, et qu’un traity estégalement pŕesent, l’́etat final du syst̀eme d́epend en

particulier de lafitness d’invasion du trait y dans la population de trait x :

f (y; x) = b(y) − d(y) − α(y, x)n∗(x) − β(y)h∗(x).

L’exclusion mutuelle se traduit par le fait que : pour presque tout traity, soit f (y; x) < 0, soit
f (y; x) > 0 etf (x; y) < 0.
Alors les solutions(nx(t), ny(t), h(t)) convergent respectivement vers(n∗(x), 0, h∗(x)) ou
(0, n∗(y), h∗(y)) (voir [4]).

3 Échelle des mutations rares

3.1 Śeparation deséchelles de temps

Pour comprendre la dynamique complète du syst̀eme et observer des mutations, il faut ajuster
l’ échelle des mutations. Nous devons donc faire une hypothèse suppĺementaire pour voir apparaı̂tre
les ph́enom̀enes de śelection naturelle : c’est l’hypoth̀ese deséparation deséchelles de temps(voir
[1]) :

log K ≪
1

KuK
≪ exp(V K) ∀V > 0.

3.2 Exemple d’́evolution d’une défense quantitative

De nombreuses défenses envers la prédation consistent en
la production de substances chimiques répulsives pour les
prédateurs (tannins, nicotine,...). L’efficacité de ces d́efenses
dépend de la quantité produite : plus elle est importante, plus
la proie est́epargńee. Or, produire une grande quantité de
défense consomme de l’energie que la proie n’utilisera pas
pour se reproduire par exemple :il y a donc un coût assocíe
aux défenses.
On noterax la quantit́e de d́efense produite. Le coût se
traduit par un taux de croissance décroissant enx . Il
existe alors un seuilxmax à partir duquelh∗(x) = 0 : cela
repŕesente la quantité maximale de d́efense que peut ingérer
le pŕedateur.
On observe ci-contre quel’ évolution entrâıne une aug-
mentation dex tant que les pŕedateurs sont pŕesents.
Une fois la valeurxmax franchie, il n’y a pas imḿediatement
extinction des pŕedateurs car on sort de l’hypothèse d’exclu-
sion mutuelle.
L’ évolution des proies entraı̂neun meurtre évolutif.
Une fois les pŕedateurs disparus, l’évolution diminue l’in-
vestissement dans les défenses.
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Param̀etres :
b(x) = exp(−x/10), d(x) = 0,
α(x, x) = α0 = 1.5
β(x) = β0 exp(−2x), D = 0.5.
K = 5000, uK = 10−5.

3.3 Comment expliquer le ḿecanisme d’́evolution ?

Dans ceśechelles, partant d’une population monomorphique de traitx, les tailles de populations
(nK(x), HK) arrivent en temps fini au voisinage de l’équilibre d́eterministe.
Elles y restent jusqu’au tempsTmut de la première mutation.
Dans le cas òu le mutant atteint une taille suffisanteε, les populations(nK(x), nK(y), HK) suivent
l’ évolution du syst̀eme (1) qui conduit, si l’hypoth̀ese d’exclusion mutuelle est vérifiée,à l’extinction
de la population de traitx ; et (nK(y), HK) entre au voisinage de l’équilibre(n∗(y), h∗(y)).
Sans l’hypothèse d’exclusion mutuelle, les comportements sont plus complexes. Ils dépendent
de l’équilibre du syst̀eme (1) associé aux traits pŕesents.

3.4 Temps de sortie du voisinage de l’équilibre

Pour que leśechelles de temps correspondentà la dynamique adaptative, il est nécessaire que les mu-
tations se produisent alors que les tailles(nK(x), HK) sont au voisinage de l’équilibre(n∗(x), h∗(x)).
Pour ce faire, on utilise unefonction de Lyapounov assocíee au syst̀eme diff́erentiel et des pro-
priét́es des moments exponentiels de certaines martingales liées aux processus de sauts (voir [2]).
Théorème 2.Soit x ∈ X . Pour toutε assez petit, il existe une constanteVε > 0 et ε′′ < ε tels
que , pour toute condition initiale dans unε′′ voisinage de(n∗(x), h∗(x)), on noteTK

ε = inf{t ≥
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∥ > ε}, alors
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3.5 Processus de saut associé

Si on accel̀ere le temps, le processus pourraêtre d́ecrit uniquement par leśequilibres successifs
assocíes aux traits pŕesents.
Si l’on suppose que∀x ∈ X , h∗(x) > 0 et que l’hypoth̀ese d’exclusion mutuelle est vérifiée.
Théorème 3. Alors le processus(νK

t/KuK
, HK

t/KuK
) converge vers un processusΛt markovien de

saut pur à valeurs dans{(n∗(x)δx, h
∗(x)), x ∈ X}, dont les transitions sont données par :

(n∗(x)δx, h
∗(x)) −→ (n∗(x + l)δx+l, h

∗(x + l)) à taux infinit́esimal

µ(x)b(x)n∗(x)
[f (x + l; x)]+

b(x + l)
m(x, l)dl.

Ces hypoth̀eses sont toutefois très restrictives, et ne permettent pas (en géńeral) de d́ecrire
l’int égralit́e de l’́evolution.

4 Conclusion et perspectives

La complexit́e des syst̀emes diff́erentiels de type Lotka-Volterra associés au processus stochastique
entrâıne l’apparition de comportements complexes. En particulier, on observe souventla coexis-
tence de plusieurs traits de proieslorsque la pŕedation est peu intense.
De plus, la strat́egieévolutive des proies est modifiéeà l’extinction des pŕedateurs : il y a un change-
ment brutal dans le paysage adaptatif des proies.Il n’est plus possible de d́ecrire la communaut́e
uniquement par les traits de proies pŕesents.
Notre mod̀ele n’a pas pris en compte l’évolution des pŕedateurs. Cettéetude ouvre de nombreuses
questions, en particulier surla vitesse d’́evolution des pŕedateurs pour observer une adaptation
aux défenses et une pŕeservation de la communaut́e.
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[2] N. Champagnat, P.-E. Jabin, and S. Méléard. Adaptation in a stochastic multi-resources chemostat model.ArXiv e-prints, February 2013.

[3] E. M. Lind and al. Life-history constraints in grasslandplant species : a growth-defence trade-off is the norm.Ecology Letters, 16(4) :513–
521, 2013.

[4] Yasuhiro Takeuchi and Norihiko Adachi. Existence and bifurcation of stable equilibrium in two-prey, one-predatorcommunities.Bulletin
of Mathematical Biology, 45(6) :877–900, 1983.


