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TD 6 & TP 4 - Processus de branchement

1 La poule et les poussins

Une poule pond N oeufs, N suit une loi de Poisson de parametre A. Chaque oeuf éclot selon une loi de Bernoulli
de parametre p, indépendamment des autres oeufs. On appelle K le nombre de poussins.

1. Calculer P[K = k|N = n], puis E[K|N = n] et enfin E[K].
2. A l’aide de la question précédente, calculer P[K = k] et dire de quelle loi il s’agit.

3. Montrer que la loi de N — k sachant que K = k est une loi de Poisson de parameétre (1 — p)A. En déduire
E[N|K = k.

Théoréme. Soit X1, Xs, ... une suite de variables aléatoires iid a valeurs dans N et de fonction génératrice
Gx. Soit N une variable aléatoire d valeurs dans N, indépendante des X; et de fonction génératrice G . Alors
st Sy = X1+ -+ Xn, la fonction génératrice de Sy est

Gsy(s) = Gn(Gx(s)).

4. Utiliser le résultat précédent pour retrouver rapidement la loi de K.

2 Processus de Galton-Watson : probabilité d’extinction

On consideére un processus de Galton-Watson, ou processus de branchement,

Zn
Zn+1 = Z Xn,k
k=1

avec Zg = 1 et (X, ) est une famille de variables aléatoires indépendantes, de méme loi de moyenne m, et donc
de méme fonction génératrice

oo
G(s) = Z prs”.
k=0
On pose x,, = P[Z,, = 0] la probabilité d’extinction & la n-iéme génération, et ¢ = lim,,_, . x,, la probabilité
d’extinction, c’est-a-dire la probabilité que (Z,),>¢ s’annule pour un n assez grand.

1. En utilisant le théoréeme de ’exercice précédent, donner la fonction génératrice G,, de Z,, en fonction de

G.
2. Montrer que x,+1 = G(xy,).
3. Trouver la valeur de g lorsque py = 0.
4. Trouver la valeur de ¢ lorsque pg + p1 = 1.

5. On suppose a partir de maintenant que py # 0 et que pg + p; < 1. Montrer que G est strictement convexe
sur [0, 1].

6. Montrer que si m = G’(1) < 1, le réel 1 est I'unique solution de I’équation G(s) = s. En déduire que
q=1.

7. Montrer que si m = G’(1) > 1, il existe une unique solution de I’équation G(s) = s dans [0, 1[. En déduire
que ¢ est cette unique solution.

8. Conclure que dans tous les cas, ¢ est le plus petit point fixe de G de 'intervalle [0, 1].



3 Processus de Galton-Watson : probabilité d’extinction

On considere un processus de Galton-Watson, ou processus de branchement, 7,11 = Zf;l X, avec Zg =1
et (Xg,,) est une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi géométrique de parametre p
commengant en 0, c’est-d-dire de fonction génératrice G(s) = > p p(1 — p)~s*.

1. En utilisant le résultat de I’exercice précédent, calculer ¢ = lim,,_, o, P[Z,, = 0] la probabilité d’extinction

du processus en fonction de p.

2. Calculer I'espérance m et la probabilité d’extinction gq.
TP - Proposer un algorithme pour simuler les effectifs des 20 premieres générations de ce processus.

3. TP - Proposer une représentation graphique de 'évolution de (Z,),>¢. Tracer sur le méme dessin une
centaine de réalisations (on pourra choisir successivement les valeurs p = 0.6 et p = 0.4) et commenter les
différents types de comportement asymptotique obtenus.

4. TP - Proposer un estimateur empirique du vecteur (P[Zy = 0], ...,P[Z100 = 0]) et vérifiez la convergence
(lorsque n grandit) vers la probabilité d’extinction théorique ¢ (on pourra par exemple prendre p = 0.47,
0.48 et 0.49).

4 Processus de Galton-Watson et forme autorégressive

N Zn
On considere un processus de Galton-Watson, ou processus de branchement, 7,1 = Zk:l X,k avec Zy =1
et (Xk ) est une famille de variables aléatoires indépendantes qui suivent une méme loi de moyenne m et de
variance o2.

Montrer que le processus peut s’écrire sous la forme autorégressive Z,, 11 = mZ, +€,41 et calculer Ele,1|Z,]

et E[e2,,]Z,]. En déduire que (Z,/m™) est une martingale bornée dans L.

5 Processus de Galton-Watson : cas sous-critique, critique et sur-
critique

On considere un processus de Galton-Watson, ou processus de branchement, 7,1 = 2521 X,k avec Zp =1
et (Xj,n) est une famille de variables aléatoires indépendantes qui suivent une méme loi de moyenne m et de
variance 02 > 0.

Théoreme. On note q la probabilité d’extinction de la population.

e Sim <1, on est dans le cas sous-critique : ¢ = 1 donc la population va s’éteindre presque stirement.

e Sim = 1, on est dans le cas critique : q = 1 donc la population va également s’éteindre presque
siirement. On a aussi nP[Z,, > 0] — 2/0? et
1 o?
—E[Z,|Z, > 0] = —.
n 2
e Sim > 1, on est dans le cas sur-critique : q est l'unique point fite < 1 de la fonction génératrice

associée a la loi de X, . De plus (Z,/m™) converge p.s. et en moyenne quadratique vers une variable
aléatoire finie L avec E[L] = 1, Var[L] = 0?/(m? —m) et P[L = 0] = q.

0. Calculer 'espérance m et la probabilité d’extinction q.

1. TP - Simuler un processus de Galton-Watson pour lequel chaque individu admet 0, 1 ou 2 descendants
(avec le choix de pg et pa en entrée).

2. TP - Dans le cas o m < 1, représenter une évolution assez longue de la population. Pour 100 trajectoires,

calculer la moyenne empirique de Z,, pour chaque n et vérifier que cette moyenne divisée par m'™ est proche
de 1.

3. TP - Dans le cas ou m = 1, représenter une évolution de la population. Pour 100 trajectoires pour
lesquelles Z,, > 0, calculer la moyenne empirique de Z,, sachant Z,, > 0 avec n = 10,20, 50. Vérifier que
ctte moyenne est proche de no?/2.

4. TP - Dans le cas ou m > 1, représenter une évolution de la population puis représenter plusieurs
trajectoires de Z,/m™. Estimer empiriquement la loi de la limite L de (Z,,/m™). Commentez.



