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TD 10 & 11 - Martingales et convergences

Exercice 1. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, centrées et de carré intégrable.
Pour tout n > 1, on note g, l'écart-type de X,. Pour tout n > 0, on définit F,, la tribu engendrée par
(X1,...,Xn),

n

Sn=> X; et Mn:sg—iaf.
i=1

i=1
1. Montrer que (Sp)n>0 et (My)n>0 sont des (F,)n>o-martingales.

2. Montrer que, si la série des 02 converge, alors (S, )n>0 converge p.s. et dans L.

Exercice 2. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles, indépendantes, centrées et réduites. Pour
tout n > 1, on définit F;, la tribu engendrée par (Xi,...,X,),

1. Montrer que (Z,)n>1 est une (F,)n>1-martingale.
2. Montrer que (Z,),>0 converge p.s. et dans L.

3. Généraliser au cas ou l'on remplace 1/n par a,.

Exercice 3. Soit (U,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur [0, 1]. Pour
tout n > 0, on définit F,, = o(Un,--- ,U,). Soit, a € [0, 1], on considere le processus (X,,)n>0 par la récurrence

X() =a

Xn+1 = Un+1 —+ (]- - U7L+1)X'r2L
1. Montrer que (X, ),>0 est une sous martingale pour la filtration (F,),>0-
2. Montrer que presque surement et pour tout n >0, 0 < X,, <1.

3. En déduire que (X,),>0 converge presque surement et dans L” pour tout p > 1.

N

. Montrer que la limite X, est constante égale a 1.

Exercice 4. Cours d’une action
Un modele simpliste pour le cours d’une action est donné par un processus (X,,) vérifiant la relation de récurrence
suivante :

Xo =T
Xpy1 = (1 + ,U)Xn +oXneni1

ot (o, p,0) € R3, et (€,)n>0 est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi P(e = 1) =P(e = —1) = 1/2. Le
parametre p s’appelle le taux d’actualisation, et o, la volatilité. On supposera que

lo| <1+ p.
Enfin, on appelle (F,),>0 la filtration naturelle associée & la suite (X, )n>0.
1. Justifier que la suite (Xp)n>0 est une chaine de Markov a valeurs réelles.

2. Montrer que pour tout n > 0, X,, > 0 (on supposera xg > 0).



3. Calculer E[X, 41 — X,,|F,]. Dire en fonction des valeurs de (u,0) si (X,)n>0 est un martingale, une
sur-martingale ou une sous-martingale.

4. Dans le cas ol p < 0, montrer que (X,,),>0 converge presque sirement et déterminer sa limite.
On pourra calculer E[X,].

5. Calculer E[X?] et justifier que X,, € L%. A quelle condition la suite (X, ),>0 est-elle bornée dans L? ?

Exercice 5. Urnes de Pdlya

A Tlinstant n = 1 une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On tire au hasard une boule dans
I’'urne et on la remplace par deux boules de la méme couleur que celle tirée. Ainsi, a I'instant n, I’'urne contient
n + 1 boules.

On note pour tout n > 1, Y;, le nombre de boules blanches présentes dans l'urne & Uinstant. et X,, =Y,,/(n+1)
la proportion de boules blanches & cet instant. Finalement, on appelle (F,,)n>0 la tribu naturelle associée a la
suite (Y3, )n>0-

1. Déterminer la loi de Y5.

2. Montrer que (X,,)p>1 est une martingale.

3. Montrer que W,, = %

est une martingale.
4. Plus généralement, on note pour tout & > 1

Yo(Yo+1)- (Y, +k—1)
m+1)(n+2)--(n+k

Wk =

Montrer que (Wék))nzl est une martingale.

5. Montrer que (X,)n>1 converge presque surement. On notera X, sa limite.

6. (**) Montrer que (W,gk))nzo converge presque surement et dans L' vers X% .

7. En déduire que E[X% ] = k%i-l

8. En déduire que X, suit une loi uniforme sur [0, 1].

On pourra utiliser le fait que la fonction caractéristique d’une loi uniforme est ¢y (t) = ‘f—;l = E[e"Y].

Exercice 6. Modele de Wright Fisher

Le modele de Wright Fisher a été introduit pour modéliser 1’évolution des fréquences alléliques dans des
populations naturelles. Dans ce modele simplifié, on considere une population de taille N fixée, et on suppose
que chaque individu porte I'un des deux alleles A ou B. On note X, le nombre d’individus portant 'allele A au
temps n. On suppose enfin que conditionnellement & {X,, = k}, X,, 11 est une variable aléatoire de loi binomiale
de parametres (N, k/N). Ceci traduit le fait que chaque individu vivant a la génération n + 1 choisit son parent
uniformément au hasard dans la génération n et a hérite de ’allele de son parent. On supposera dans la suite
que Xg = 4.

1. Justifier que (X,),>0 est une martingale pour une filtration que l'on précisera.

2. Montrer que (X,,)n>0 converge vers une limite X, et préciser le type de convergence.

3. Montrer que la suite (M, ),>o définie par M,, = (%) Xn(N — X,,) est une martingale.

4. En déduire la valeur de E(X (N — Xoo)]-
5. Montrer que I'un des alleles disparait presque surement.

6. Calculer la probabilité que l'allele A disparaisse. Indication : on cherchera & calculer P(Xo, = 0).

Exercice 7. Processus de Galton Watson surcritique.

Un processus de Galton-Watson est un processus X,, modélisant 1’évolution de la taille d’une population au
temps n. Plus précisément, on s’intéresse ici a modele en générations dans lequel les individus se reproduisent
simultanément et une seule fois, puis ils sont remplacés par leurs descendants. On suppose de plus que tous les



individus vivant au temps n se reproduisent indépendamment et selon la méme loi.
On consideére une suite de variables aléatoires i.i.d (Z,, x)n>0,k>0 & valeurs dans N. On note p = E(Z) > 1 et
on suppose que Z € L?. Le processus de Galton-Watson est définit par Xy = 1 et

Xn
Xn+1 = E Zn,k~
k=1

On admettra ici que lorsque p = E(Z) > 1, alors la probabilité d’extinction de la population p = P(3n, X,, =
0) < 1. On veut étudier ce qui se passe lorsque la population survit.

1.
2.

Calculer E[X,,] en fonction de n et .
On pose M,, = X,,/u"™. Montrer que (M,,) est une martingale.
Justifier que M,, converge presque surement vers une variable M.

Trouver une relation de récurrence sur E[M?2]. En déduire que la convergence de M, vers M, a lieu aussi
dans L?.

Justifier que P(M4, > 0) > 0.



