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Chapitre 1

Quelques rappels

1.1  Quelques bases

Définition 1.1 Soient A une matrice réelle m x n. On appelle matrice transposée de A et
on note A" la matrice réelle n x m telle que (A");; = Aj; : les colonnes de AT sont les lignes

de A.

1 -2 3 b
Exemple : Si A = calors AT=1 -2 5
—4 5 6 36

Proposition 1.2 (A+B)' = A"+ BT ; (Az)" =2"A"T; (AB)" =BTA"; (A™))T = (AT)"1.

Définition 1.3 Une matrice A est symétrique si AT = A.

1.2 Calcul de déterminant

Soit A une matrice carrée

det(AT) = det(A);

si A est triangulaire, son déterminant est le produit des éléments diagonaux ;
si A a une ligne (colonne) nulle, alors det(A) =0;

si A a deux lignes (colonnes) identiques, alors det(A) = 0.

Si B est construite a partir de A

e cn ¢échangeant 2 lignes (colonnes), alors det(B) = —det(A);

e en multipliant une ligne (colonne) de A par un réel A, alors det(B) = Adet(A);

e en ajoutant un multiple d’une ligne (resp. colonne) de A & une autre ligne (resp. colonne),
alors det(B) = det(A).

Calcul pratique d’un déterminant :

e (Cas particulier des matrices 3 x 3;

e Développement par rapport a une ligne ou une colonne aprés avoir utilisé les propriétés
ci-dessus.



Le déterminant du produit de 2 matrices est égal au produit des déterminants (lorsque tout
a un sens).

1.3 Inverse de matrice carrée

Théoréme 1.4 Soit A une matrice carrée. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
1. A est inversible ;

2. le systeme linéaire Ax = 0 n’a que la solution nulle v = 0 ;
3. det(A) # 0.

Calcul pratique d'un inverse de matrice :

e Si on note M;; la matrice obtenue & partir de A en enlevant la ligne 7 et la colonne j et
L adj A
Aij = (1) det(M;;) le cofacteur de a;;, on a A~ = 3 tJ(A) avec adjA la transposée de
e
la matrice des cofacteurs.On appelle mineur de a;; le déterminant de M;;.
Peu utile sauf pour des matrices 2 x 2.

e algorithme de Gauss pour transformer (A|I) en (I|A71).

1.4 Eléments propres et diagonalisation d’une matrice car-
rée

Définition 1.5 Soit A une matrice carrée de taille n. On dit que A € R est une valeur propre
de A s’il existe un vecteur non nul u € R™ tel que Au = Au. Un tel vecteur u est appelé vecteur
propre de A correspondant a la valeur propre \.

Calcul pratique des valeurs propres d’une matrice carrée A de taille n X n en résolvant
I’équation det(A — \I) = 0.

Théoréme 1.6 Une matrice carrée A de taille n X n est diagonalisable (c’est a dire représen-
table par une matrice diagonale D) si et seulement si elle posséde n vecteurs propres linéairement
indépendants. La matrice diagonale D ainsi définie a pour éléments les valeurs propres de A et
la matrice P telle que A = PDP~' a pour colonnes les vecteurs propres correspondants.

1.5 Matrices (semi-)définies positives

Définition 1.7 On dit qu’une matrice réelle symétrique A est
e semi définie-positive si pour tout x € R, 2" Ax > 0;
e définie-positive si pour tout t € R™, 2" Az >0 etz Az =0 x = Opn .

Proposition 1.8 Si A est une matrice réelle symétrique,
o A est semi-définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont toutes > 0 ;
o A est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont toutes > 0 ;



Proposition 1.9 (Critére de Sylvester) Si A est une matrice réelle symétrique,
o A est semi-définie positive si et seulement si tous ses mineurs principaux sont > 0 ;
o A est définie positive si et seulement si tous ses mineurs principaux sont > 0.



Chapitre 2

Formes bilinéaires et produit scalaire

2.1 Formes bilinéaires

Définition 2.1 Soit 5 : R" x R" — R une application. On dit que 3 est une forme bilinéaire
st elle est linéaire par rapport a chacune de ses variables :

e pour tous x,x',y € R"™ et tout \, N € R, on a f(Ax+ N2/ y) = \B(x,y) + NB(2,y) ;

o pour tous x,y,y € R™ et tout p, 1/ € R, on a Bz, py + p'y') = pB(x,y) + ' B(x,y').

Exemple : L’application 3, : R? x R? — R qui au couple (z,y) associe leur déterminant dans
la base canonique de R? est une forme bilinéaire.
1 Y

Par définition, fy(z,y) = oy
2 Y2

‘ = T1Y2 — T2Y1.

On a donc
Po(Ax + N’ y) = (Azg + Na))ys — (A\xg + Nah)y,

= AMz1y2 — z2y1) + N (22 — 2511)
- /\ﬂQ(l‘7 y) + /\/BQ(xla y)

et de méme pour la linéarité par rapport a la seconde variable. Ainsi, [ est bien une forme
bilinéaire.

2.2 Matrice d’une forme bilinéaire et changement de base

Soient £ une forme bilinéaire sur R” et B := {ey, €9, ..., €, } une base de R". Alorssi z,y € R",
onazx=>7" ze;ety=> " y;e; et

n n n n n n
e = (S D) =3t (3w ) = 33 S )
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
Ainsi, 8 est entiérement déterminée par la donnée des n? valeurs de S (e;,¢;), 1 <i,j < n.
Définition 2.2 La matrice de la forme bilinéaire 5 sur R™ dans la base B est
M = (3 (e, ej))1§i§n,1§j§n'

De plus, B(z,y) = X "MY avec X (resp. Y') le vecteur colonne des composantes de x (resp. 1)
dans la base B.



D’un autre coté, si on peut écrire 3(x,y) = X MY avec X (resp. Y) les coordonnées de x
(resp. y) dans la base canonique de R", alors /3 est une forme bilinéaire.
Exemples :
1
e La matrice de /3, dans la base canonique de R? est Ay = ( _(1) 0 )

e La matrice de 35 dans la base B’ = {(1,2),(1,—1)} est A = ( g _g )

Théoréme 2.3 Soient B et B' deux bases de R™ et P la matrice de changement de base de B
a B'. Si une forme bilinéaire  est représentée par la matrice A dans la base B, alors elle est
représentée dans la base B' par la matrice B = PTAP.

Exemple : Calculons, en utilisant ce théoréme, la matrice A, de By dans la base B'.

1 1 ) On a donc immeédia-

La matrice de passage de la base canonique a B’ est P = ( 9 _q

tement

y oota s (102 1 1\ (1 2 2 -1\ (0 -3
AQPAQP(l—l)A2<2—1>(1—1)(—1 —1)(3 0)'

Rappel : si on note e; = (1,2) et e3 = (1, —1) et ¢1, 3 les vecteurs de la base canonique, on
ae; =c;+2cy et eg = ¢ — co. Alnsi si 2] et 2, sont les coordonnées de x dans la base ', on a

Ther + wheo = T (c1 + 2¢0) + xh(cr — 2) = (2] + xh) ey + (22 — ) co.

On obtient donc les coordonnées de x dans la base canonique en calculant PX’. En notant X
(resp. Y) les coordonnées de = (resp. y) dans la base canonique, on retrouve bien X ' A,Y =

(PX")TAy(PY") = (X")TPTA,PY’, c'est a dire Ay = PT A, P.

2.3 Formes bilinéaires symétriques

Définition 2.4 Soit §: R” x R® — R une forme bilinéaire. On dit que (5 est symétrique si
B(z,y) = By, x) pour tous z,y € R™.

Exemple : L’application [, n’est pas symétrique.
En effet, avec z = (1,0) et y = (0,1), on a Ba(z,y) = 1 # —1 = By(y, x). Pour que [ soit
symétrique, il faudrait que le coefficient de x5 soit égal a celui de zoy;.

Théoréme 2.5 Soit 5 une forme bilinéaire sur R™. Alors [ est symétrique si et seulement si
toute représentation matricielle de 3 est une matrice symétrique.

Exemple : La forme bilinéaire 35 n’est pas symétrique, puisque sa matrice dans la base cano-
nique de R? n’est pas symétrique.

Théoréme 2.6 Soit 5 une forme bilinéaire symétrique sur R™. Alors il existe une base de R"
sur laquelle B est représentée par une matrice diagonale.

Preuve : Ce sera vu dans le cours sur la diagonalisation des matrices symétriques. 0



2.4 Produit scalaire

Définition 2.7 On dit que lapplication [ : R™ x R" — R est un produit scalaire si § est
une forme bilinéaire symétrique et si

e pour tout vecteur x € R", B(zx,x) >0;

o ¢t f(z,x) =0 =2 = Ogn.

Exemple : L’application (35 : R?* x R? — R définie par 8(z,y) = 2x1y1 + 322y + 221y + 241 T2
siz = (11,22) et y = (y1,y2) est un produit scalaire. En effet, comme B(z,y) = X T A3Y, avec

2 2
v=(27)
matrice symétrique, (3 est une forme bilinéaire symétrique. De plus, B3(z,x) = 223 + 323 +
4rimy = 2(2% + 22119) + 323 = 2(x1 + 22)? + 25 > 0 et S3(x,z) = 0 si et seulement si z = 0.

Remarque 2.8 Pour tout n > 2, Uapplication By : R" x R* — R définie par Bo(:my) =
1Y+ ToYo + o+ Ty 81T = (11,72, ., Tn) €ty = (Y1,Y2, -, Yn) est un produit scalaire, appelé
produit scalaire usuel ou canonique et fy(z,y) = X'Y.

En pratique, pour montrer que [ est un produit scalaire, on met [(x,y) sous la forme
XTMY et on montre que M est symétrique définie-positive.

A partir de maintenant, pour toute matrice M symétrique, on notera (x,y)y = X' MY
le produit scalaire de matrice M dans la base canonique de R"™. Naturellement, si M = I, on
notera simplement (z,y) := X Y.

2.5 Norme

Définition 2.9 (Rappel) Une application N : R™ — R est une norme si pour tous x,y € R"
et tout A € R,

1. N(z) >0 et N(x) =0 2=0;
2. N(Az) = |A|N(z
3. N(z+y) < N(x

);.
)+ N(y).

Soit M une matrice symétrique définie-positive.

Proposition 2.10 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient x ety des vecteurs de R™. Alors

(@, )| < VA, a) e/ (Y, y)

et l’égalité a lieu si et seulement si x et y sont colinéaires.

Proposition 2.11 Soit M une matrice symétrique définie-positive et ||.||ar : R" — R appli-
cation qui a tout x € R"™ associe \/(x,z)p. Alors ||.|[a est une norme sur R™, appelée norme
associée au produit scalaire (.,.)p de R™.



Preuve : On a trivialement ||Ogn||ar = 0 et ||x]|ar > 0 pour tout z # Ogn.

De plus [|Az||ar = /A2, Ax)ar = A2z, 2)ar = | M| ||2]| ar-

Il reste a démontrer I'inégalité triangulaire. Soient z,y € R"™. Alors (z + y,z + y)y =
(X+Y) ' M(X+Y) = (z,2)p +2(x,y) s + (y,y) s et, par Cauchy-Schwarz, (x +y,x + y)y <
(x,2)pr + 27/ () e/ W, ) + (0 ¥) o = (VA 2) ar ++/ (Y, y) )% Par croissance de la racine
carrée, on conclue que ||z + y|lar =< ||z||ar + ||yl - O

On dira que le vecteur x est M-unitaire ou M-normé ou M-normalisé s’il est de norme
1 pour la norme ||.||5s, c’est-a-dire si ||z|[py = 1. Tout vecteur non nul = peut étre divisé

par sa norme pour construire un vecteur unitaire ¥ = W On appelle cette opération la
T\ Mm

normalisation de z.



Chapitre 3

M-orthogonalité

Soit M une matrice carrée symétrique définie-positive de taille n x n, (.,.)5 le produit
scalaire associé et ||.||as la norme associée.

3.1 M-orthogonalité de deux vecteurs

Définition 3.1 Soient x,y € R™. On dit que x et y sont M-orthogonaux si le produit scalaire
(x,y)m =

Remarque 3.2 e Si M =1, on parle d’orthogonalité.
o Tout vecteur est M-orthogonal au vecteur nul.

Exemples :
e Dans R?, on consideére les vecteurs z = (1,1,1), y = (1,2, -3) et z = (1,—4,3). On a

(r,y) = 1x14+1x2+1x(=3)=0,
Ix1+1x(—4)+1x3=0,
(y,2) = 1x142x(—4)+(-3)x3=

—~
8
N

~
I

On en déduit donc que x est orthogonal a y et z, mais y n’est pas orthogonal & z.
e Trouvons un vecteur non nul z € R? orthogonal a = = (1,2,1) et y = (2,5,4).

z est orthogonal A x et y < (z,2) =0et (2,y) =0
S 21+ 229+ 23=0¢et 22 + 52y + 423 =0
& oz = —2z9—z3et 29+ 223 =10
& oz = —2z3 et 21 = 323.

Quel que soit le choix de z3 € R*, le vecteur z = 23(3,—2,1)" est orthogonal a = et y. 1l
n’y a pas unicité.
Calculons la norme de z : ||z]|*> = 1422. Pour avoir z unitaire, on peut donc choisir

= +1/V14.



3.2 Orthogonal d’un sous-espace vectoriel

Définition 3.3 Soit F' un sous-espace vectoriel de R™ et soit x € R™. On dit que x est M-
orthogonal a F' si pour tous y € F, (z,y)y = 0.

Proposition 3.4 Soit F' le s.e.v. de R™ engendré par des vecteurs uy, us, ..., u, de R™ (p < n).
Pour qu’un vecteur x € R™ soit M-orthogonal a F, il faut et il suffit que x soit M-orthogonal
a u; pour tout 1 =1, ...,p.

Preuve : Soit ©z € R".
e Sixz € R" est M-orthogonal & F', alors on a bien & M-orthogonal a u; pour tout ¢, puisque
tous les u; sont dans F'.
e Réciproquement, on suppose que x est M-orthogonal a u; pour tout i. Soit y € F. Par
définition de vecteurs générateurs, il existe Aj, Mg, ..., A, dans R tels que y = A\ju; +
Agug + ... + Apu,. Donce

(@ y) = (2, \ur + Agug + .o+ Aptip) s
= A (@, u) v + Aol ug) v + oo+ AplT, up) i = 0.

Le vecteur x est donc bien M-orthogonal a F'.
O

Exemple : Soit F| = {(z1,22,23) € R® : 1y + 25 + 23 = 0}. Alors F} = {(71, 22, —2; — 72) €
R3 x1, 15 € R} = Vect((1,0,—1), (0,1, —1)). Cela signifie que F; est engendré par les vecteurs
up = (1,0,—1) et up = (0,1, —1).

e Soit (.,.) le produit scalaire usuel. Cherchons les vecteurs orthogonaux a Fj :

v = (v1,v9,v3) € R? est orthogonal & F; < (v,u;) =0 et (v,u3) =0
& vi—v3=0etvg—v3=0
& v =3 et vy = vs.

Les vecteurs orthogonaux a Fj sont donc de la forme v3(1,1,1), vz € R.

e Considérons le produit scalaire défini pour = = (x1, 22, x3) et y = (Y1, Y2, y3) par (x,y)
3 2 1

avec M = | 2 2 et cherchons les vecteurs M-orthogonaux a £ :
11

1
1
v = (vi,v9,v3) € R est M-orthogonal & F; < (v,u;)y =0 et (v,us)pyr =0
& 201+vy=0etv;+vy=0
& V] =V = 0.

Les vecteurs M-orthogonaux a Fj sont donc de la forme (0,0, v3), vz € R.

Proposition 3.5 Soit F' un s.e.v. de R". L’ensemble des vecteurs de R™ qui sont M -orthogonaux
a F est un s.e.v. de R". Ce s.e.v. s’appelle Porthogonal de F' pour le produit scalaire associé
a M et se note F+M .

Remarque 3.6 Si M = I, on notera simplement F*.

10



Exemples :
e Dans 'exemple précédent, on a montré que
— Fit = Vect((1,1,1));
— F = Vect((0,0,1)).
e Soit u = (1,3,—4) € R®. Cherchons u.

v = (v1,v2,v3) € R? est orthogonal A u < (v,u) =0
& v+ 3uy —4u3 =0
& v = —3vg + 4us.

Ainsi, ut = {(—3vy + 4vs, v2,v3), V2, v3 € R} = Vect((—3,1,0), (4,0,1)).

e Soient R* muni du produit scalaire usuel et P le plan d’équations z + 2y — z + 3t = 0 et
x +y + 5z = 0. Cherchons des équations de I’orthogonal P+ du plan P.
Tout d’abord,

P = {(z,y,2,t) ER* 1z =—y—Hzety—62+3t =0}
{(z,y,2,t) eR* 1 = —y — bz et t = —gy + 2z}
1y+22),y,z€]1\‘3}

{(—y—52,y,2,—3
= Vect((—1,1,0, é),( 5,0,1,2))
= Vect((—3,3,0,-1),(-5,0,1,2)).

Le plan P est donc engendré par les 2 vecteurs u; = (—3,3,0,—1) et us = (—5,0,1,2).
On a donc

v =(a,b,c,d) € R* est orthogonal & P < (v,u;) =0 et (v,us) =0
& —3a+3b—d=0et —da+c+2d=0.

Ainsi, Pt est le plan d’équations —3a + 3b —d = 0 et —5a + ¢ + 2d = 0.

11



Chapitre 4

Bases M-orthonormées et procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Dans tout ce chapitre, on considére M une matrice réelle carrée symétrique définie-positive.

4.1 Bases M orthogonales

Proposition 4.1 Soient uy, ug, ..., u, des vecteurs de R™ non nuls et 2 a 2 M-orthogonauz.
Alors les vecteurs uy, us, ..., u, sont linéairement indépendants.

Preuve : Supposons A\juy + Agug + ... + Nu; + ... + Ayu, = 0. Soit ¢ entier entre 1 et p. Alors

0 = <uz,)\1u1+)\2u2++)\lul+—i—)\pup)M
= A, ur )+ Ao (wg, uo) ar + oo N (Wi i) ar + o 4 AU, up) i
= Ailluillis-

Comme le vecteur u; est non nul, on en déduit que A\; = 0. Comme ce raisonnement est valable

pour tout ¢ entre 1 et p, on a montré I'indépendance linéaire des vecteurs g, us, ..., Up. O
Remarque 4.2 o Attention, la proposition précédente n’est pas une équivalence. En effet,
les vecteurs (1,0) et (1,1) sont linéairement indépendants, mais ils ne sont pas orthogo-
naux.
e Une matrice Q nx p (p < n) formée de vecteurs colonnes M-orthogonauz vérifie QT MQ
diagonale.
Corollaire 4.3 Siuq, us, ..., u, sont des vecteurs de R™ non nuls et deuz a deux M -orthogonauz,

alors ils forment une base, dite M-orthogonale, de R".

Théoréme 4.4 (Pythagore) Soient uy, ug, ..., u, des vecteurs de R™ non nuls et 2 a 2 M-

orthogonauz. Alors ||uy 4+ us + ... + wpl|3; = lJusllds + lluzllds + - + w3
Preuve :
up +ug + ... + w3y = (up +ug + oo+ Up, ug + ug + o+ Uy s
P P p P p P
= (Z Uiy Z%‘)M = ZZ(uiauj>M = Z<Uz‘»ui>M = Z luill3s-
=1 =1 i=1 j=1 i=1 i=1

0
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4.1.1 Base orthogonale et combinaisons linéaires

Exemple : On considére les vecteurs suivants : u; = (1,2,1), us = (2,1, —4) et uz = (3, =2, 1).
Il est aisé de vérifier que ces 3 vecteurs sont deux a deux orthogonaux. Ils forment donc une
base orthogonale de R3. Essayons d’écrire le vecteur v = (7,1,9) comme combinaison linéaire
de uq, ug et uz : on cherche x1, x9, x3 € R tels que v = xquy + xous + x3U3.

e Méthode 1 : on procéde par identification et on aboutit au systéme linéaire suivant :

r, + 21‘2 + 31’3 = 7
207 4+ 1y — 223 = 1
ry — 41’2 -+ r3 = 9

dont la solution est 1 = 3, r9 = —1 et 23 = 2.
e Méthode 2 : on utilise le produit scalaire. Pour tout ¢ = 1,2,3, on a

<U, UZ> = <ZZ1U1 -+ TolUo + T3us, UZ> = SL’i<Ui, Uz>
i 18 —21 28
On obtient z; = <<’::;,l’;z>> et donc 1 = 5 =3, 1o = TR =—1letxz= T =

La procédure décrite dans la seconde méthode est générale :

Théoréme 4.5 Soit {uy, us, ..., u,} une base M-orthogonale de R™. Alors Vv € R™, on a

v, U v, U U, Un
S U LT P Y VR LAY
<un7un>M

<U17U1>M <U2,U2>M "

Preuve : On cherche les ¢; € R, i = 1,...,n tels que v = > | ciu;.
Soit j € {1,2,...,n}. On a

(ud = Qi it uj)m
= i1 Cilus, ug)y
= ¢;j(u;,uj)m par M-orthogonalité des vecteurs u,
et donc ¢; = M U
(uj, uj) e

On donne une interprétation géométrique du coefficient ¢; dans la section suivante.

4.1.2 Projections

Soient v et u deux vecteurs de R™. On appelle projection M-orthogonale de v sur u et on
note projy (v, u) un vecteur cu o ¢ est un réel tel que v = v — cu est M-orthogonal & w :
<U7 u>M
<U, u>M .

0= (v—cu,u)yy = (v,u)py — c{u,u)p < ¢ =

Le scalaire ¢ est unique et est appelé coefficient de Fourier ou composante de v par rapport
au.

Cette notion se généralise de la maniére suivante :

13



Théoréme 4.6 Soient uq,us, ..., u, des vecteurs non nuls de R"™, deuzx a deuxr M -orthogonauz,
(v, ui) m

< ) pour tout it =1,2,....7.
Usy Wi ) M

et v € R". On pose v/ = v — (crus + coug + ... + cpu,) avec ¢; =
Alors v' est M -orthogonal & uy, ug, ..., U.

Les ¢; du théoréme sont les composantes de v par rapport aux wu;.
Preuve : Soit i € {1,2,...,7}.

(Wiudyy = (v—(crup + cous + ... + cpuy), ui) p
= (v,u)m — Z;:1 ¢j(uj, i) ar
= (v, ui)nm — (Ui, i) s par orthogonalité des vecteurs u;
=0 par définition de ¢;

O

Remarque 4.7 Dans le théoréeme précédent, si on note W = Vect(uy,us, ...,u,), comme les
vecteurs u; sont 2 a 2 M-orthogoanuz, ils forment une base de W. En fait, ciuy +cous+ ...+ cpu,
est la projection M -orthogonale de v sur W, notée projy (v, W).

4.2 Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Soit V = {v1, v, ..., v, } une base quelconque de R™. On peut construire a partir de V une
base M-orthogonale U = {uy,us, ..., u,} de R" de la maniére suivante :

U, = U
Ug = Vg — C1U1
U = Vi — Cp1Uy — CraUg — ... — Cp p—1Uk—1
Up = Up = Cp1llUy — CpaUa — ... — Cpp—1UE—1 — - — Cpp—1Un—1
o (Vk, Ui) i
avec Cp; = ———.
<Ui7 Ui)M

D’apres le théoréme précédent, chaque uy est M-orthogonal aux u; qui le précédent. On ob-
tient donc bien une base M-orthogonale. On peut en déduire aisément une base M-orthonormale
en normalisant chacun des vecteurs u;.

Remarque 4.8 e Chacun des uy, est CL de vy, et des u; qui le précédent. On en déduit par
récurrence que tout uy est CL de vy, vg, ..., V.
e Puisque la M-orthogonalité des vecteurs n’est pas affectée lorsqu’on change la longueur
des vecteurs, on peut lors des calculs se débarrasser des dénominateurs en multipliant
chaque ug par un facteur approprié avant de calculer ug. 1.

Exemple : On se place dans R* muni du produit scalaire usuel. Soient u;, us et us les vecteurs
de R* définis par

v =(2,1,0,2),v9 = (—4,1,0,—1),v3 = (1,3, -4, —1)

et W le s.e.v. engendré par ces 3 vecteurs.
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1. On cherche a construire une base orthogonale de W en utilisant le procédé de Gram-
Schmidt.

e On pose u; = vy.

e On a uy = vy — Co1Uy avec cy = M
<u17u1>
Or (vy,u1) = =9 et (uy, u1) = ||ug||? = 9. Donc a1 = —1 et uy = vo+uy = (—2,2,0,1).
L4 OI] a Uz = U3 — C31U] — C32Uy AVEC C31 = <U37u1> ot Cag = <1)3’ U2> .
(1, us) (ug, us)

Ol" <’U3,U1> = 3, <U3,U2> = 3 et <UQ,U2> = 9. Donc C31 — 1/37 C3a — ]_/3 et us =
Vs — (uy +us)/3 = (1,3,—4, 1) — (0,3,0,3)/3 = (1,2, —4, —2).

Par construction, (u1, us, u3) forme une B.O.G. de W.

v;

vl

2. On en déduit facilement une base orthonormée de W en construisant w; =

. Ici, ca
1 1 1
donne w; = 5(2, 1,0,2), wy = §<_2’ 2,0,1), w3 = 5(1,2, —4,-2).

Théoréme 4.9 Soit V = {vy,vs,...,0,} une base quelconque de R™. Alors il existe une base
M -orthonormée U = {uy, ug, ...,u,} de R™ telle que la matrice de changement de base de V a
U soit triangulaire. En d’autres termes,

Up = Ap1V1 + AroVs + ... + appvg, Ve = 1,2, ..., n.

Théoréme 4.10 Soit U = {uq,us, ..., u, } une base M-orthogonale d’un sous-espace F de R™.
Parce qu’on est en dimension finie, on peut compléter la base U pour obtenir une base M -
orthogonale de R™ : il existe des vecteurs u,i1, ..., u, tels que uy,us,..., Uy, Upy1, ..., U, forment
une base M -orthogonale de R™.

4.3 Quelques propriétés des bases M-orthonormées

Remarque 4.11 o Une matrice QQ de taille nXp, formée de vecteurs colonnes M -orthonormés,
vérifie QT MQ = I,
e Sip=mn et sion consideére le produit scalaire usuel (M = 1I,,) de R™, alors Q) est inversible

et Ql=Q".

Théoréme 4.12 Soit (e, e, ..., €,) une base M-orthonormée de R™.

e Pour tout vecteur x € R"™, on a x = Z(x, €i) M€

i=1
n

o Pour tous vecteurs x,y € R", on a (x,y)y = Z(x, ei)m (Y, e
i=1

Preuve :

n
e Soit x € R™. On peut écrire x = Z x;e;. On a alors pour tout j
i=1

n n
(e =) miei e = Y wiles e = ;.
=1 =1
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n n
e Soient z,y € R™. On peut écrire x = Z xie; ety = Z y;je;. On a alors

i=1 j=1
(T, y)m = <Z TiCi, Zyj€j>M = Zﬂcz Z%(% ej) M = Zﬁﬁiyi = Z(% €)M (Y, ei)m
i=1 j=1 =1 j=1 i=1 i=1
O
1
Exemple : On se place dans R? muni du produit scalaire usuel. Les vecteurs e; = E(l, 1) et
1
ea = —=(—1,1) forment une B.O.N. £ de R?.

V2

Calculons les coordonnées dans cette base £ des vecteurs de la base canonique de R? :
1 =(1,0) et cg =(0,1) :

(er, exder + {eu, e2) S
1 = (C1,€1)€ C1,€2)€2 = —=€1 — —=E€2
V2 V2
1 1
o = (co,er)er + (co,e2)e = 561 + EQQ

2 2
1 1
Maintenant, en utilisant le théoréme ci-dessus, on retrouve {(c¢y,¢;) = (E) + (——) =1,

i ()~ () -0 0= ()"~ () -

4.4 Matrices orthogonales

Définition 4.13 Une matrice P est dite orthogonale si elle est régquliére et vérifie P~ = PT.

Théoréme 4.14 Soit P une matrice réelle n X n. Les trois propositions suivantes sont équiva-
lentes :

1. P est orthogonale ;
2. les lignes de P forment une BON de R™ ;
3. les colonnes de P forment une BON de R".

Remarque 4.15 Attention, ce théoréme n’est vrai que pour le produit scalaire usuel de R™ !

Théoréme 4.16 Soient B = ey, ey, ...,e, et B' =€}, ¢,, ..., ¢, deur BON de R". Alors la matrice
de changement de base de B a B’ est une matrice orthogonale.

Preuve : Posons e;. = bije; + byjeg + ... + byje, pour 7 = 1,2,...,n. On doit montrer que la
matrice B ainsi construite est orthogonale.
Comme B’ est une BON, on a

dij = (e, e

<ZnZ:1 bkiek;@Z?:l blj€l>
2521 bri D iy bij(ex, er)
> k1 bribr;

= (B'B);

On en déduit bien que B est réguliére et que B~ = BT, c’est & dire que B est orthogonale. [J
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Théoréme 4.17 Soit ey, es, ...,e, une BON de R™ et P une matrice orthogonale. Alors les n
vecteurs suivants forment une BON de R™ :

€ = pri€1 + Pai€a + ... + Ppi€n, i = 1,2, ....n.

Preuve : 1l suffit de calculer

<€§,€}> = <ZnZ:1 pkz‘ekézln:l ij61>
25:1 Pki 21:1 Pij (e, er)
Zk:1 PkiPkj

(PTP)y

dij.

4.5 Projection orthogonale

Soit M une matrice carrée symétrique définie-positive. Soit F' un s.e.v. de de R™. Notons

G = Ftum,
Théoréme 4.18 Les s.e.v. F' et G sont supplémentaires :

Ve e R",Alf € F,3lg € G tels que x = [ + g.
On a aussi (F+m)ts = F.

On remarque que le Théoréme précédent n’est pas vrai lorsque F' est un s.e.v. d’un espace
E de dimension infinie.

Définition 4.19 Soit x e R" et f € F, g € G tels que x = f + g. L’application de R" dans F
qui a tout x € R™ associe f est une application linéaire appelé projection M -orthogonale de R™
sur F. On la note p¥.

Proposition 4.20 e L’application linéaire p¥ a pour noyau G et pour image F'.
o Pour tout x € R™, p¥(p¥(z)) = p¥(x).
e Pourtout f € F, pM(f) = f.
o Pour tout x € R", ||z — p¥ (z)||x = Ij}lelllgl |z — fllas-

Preuve : du point 4 Soit x € R™. Notons xr = p¥(z). Alors  — 2p = Tp1,, € FM.
Soit f € F. On a

lz = I3

| (x —xp)+ (xr — f) 13
—_—— ——
cF+tm c€F
= ||z —xpl|3; + llzr — fII3; par Pythagore
> |z —zplis

17



Proposition 4.21 Soit {ey,...,e,} une base M-orthonormée de F et p¥ la projection M-
orthogonale de R™ sur F. Alors pour tout x € R", p¥ (x) = (z,e1)pre1 + ... + (z, €p) mrep.

Preuve : Soit x € R". On a © = pp(x) + xp1y. Comme pp(x) € F, il s’écrit pp(z) =
)\161 —|— + )‘jej 4+ ...+ /\pep.
Alors pour tout 1 < j < p,

<l’,6j>M = <)\1€1+'--+/\j6j+---+)\p6p+xFl1v176j>M
= M en,e)m+.. FAjej, e m+oo + X (ep i) + (Tprn, €5)
—— —— —_——— — —

=0 =1 =0 =0
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Chapitre 5

Diagonalisation des matrices réelles
symétriques et décomposition en valeurs

singuliéres (DVS)

5.1 Matrices réelles symétriques
Soit M une matrice réelle carrée symétrique de taille n.

Théoréme 5.1 1. Toutes les valeurs propres de M sont réelles ;

2. st x ety sont deux vecteurs propres de M associés a deux valeurs propres distinctes \ et
i, alors ils sont orthogonaux pour le produit scalaire usuel de R™.

Preuve : Montrons le second point : tout d’abord, on a
A <u,v>=< Mu,v>= (Mu)"v=u"M"v=u"Mv=<u Mv>=pu<uuv>.
On en déduit que (A — ) < u,v >= 0. Comme \ # p, on a bien < u,v >= 0. 0

Exemple : On considére M = ( ?, :53 ) :

Les valeurs propres de M sont les racines de (5 — \)2 — 9= (2 — \)(8 — \) = 0, c’est-a-dire
ici 2 et 8.

En résolvant ( g g ) ( z ) =2 ( z ), on montre que qu’un vecteur propre de M associé

a la valeur propre 2 est par exemple u = (1, —1).

De méme, on montre qu’un vecteur propre de M associé a la valeur propre 8 est par exemple
v=(1,1).

Il est aisé de vérifier que u et v sont orthogonaux.

. 1 1 .. .
Si on pose @ = (uv) = ( 11 ), par définition des vecteurs propres, on a aussi M(Q) =

o(54)
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Corollaire 5.2 [l existe une matrice orthogonale P telle que la matrice D := PTMP soit
diagonale.

Exemple : Reprenons I'exemple précédent. Partant de u et v, on construit la matrice orthogo-

1
nale P a partir d’une base de vecteurs propres orthogonaux u' = o= p= —Q.
il o] V2
Alors M P ! M@ ! QD =PD D 20
ors = — = — = avec D = .
V2 V2 0 8

Comme P est orthogonale, on a bien P" M P = D diagonale.

Proposition 5.3
o M est semi-définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont toutes > 0 ;
o M est définie positive si et seulement si ses valeurs propres sont toutes > 0 ;

Preuve : Montrons le premier point.
Notons P = (uy, ..., u;, ..., u,). On sait que les vecteurs colonnes de P forment une B.O.N.
M est semi-définie positive < pour tout z € R”, ' Mz >0
& pour tout i = 1,...,n, uf Mu; >0
& pour tout i = 1,...,n, u \ju; >0
< pour tout ¢ =1,...,n, \; > 0.

de R™. O

Exemple : Reprenons encore la matrice de 'exemple précédent. Comme ses valeurs propres
sont 2 et 8, elle est définie-positive.

Corollaire 5.4 Une forme bilinéaire B est un produit scalaire si sa matrice représentative est
symétrique définie positive.

Exemple : La forme bilinéaire définie par 5(z,y) = 5z1y1 +3x1y2 +3x2y1 + 522y est un produit

scalaire, parce que sa matrice représentative M = ( 3 5 est symétrique définie positive.

Image de la sphére unité par une matrice carrée réelle symétrique

Considérons S = {x € R™: ||z|| = 1} la sphére unité de R™.

Notons f I'application linéaire associée a la matrice M.

Cherchons l'image f(S) de S par f. Pour ce faire, prenons = € S et posons t = f(z). Alors
t =Mz = PDP'ua.

Posons y = PTz. Alors |ly||? = y'y = 2"PPTo =22 = ||z =1 = y € S, y contient
simplement les coordonnées de x dans la B.O.N. des vecteurs propres.

Posons maintenant z = Dy. Comme D est diagonale, on a z; = \;y; et donc

2 2 2
I A e e
) et (y) e (R .

On obtient donc un ellipsoide dont les longueurs des demi-axes sont données par les valeurs
propres A;.
Maintenant, avec t = Pz, on revient simplement dans la base canonique.
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Exemple : Revenons a ’exemple précédent.

On constate sur la que opération y = P"x consiste simplement en une rotation du cercle
unité (noir) d’angle 7/4 (vert), z = Dy transforme le cercle unité en une ellipse de demi-axes
de longueurs 2 et 8 (bleu foncé) et enfin ¢t = Pz faire tourner lellipse d’'un angle —7/4 (cyan).

On voit également que 'image du cercle unité par f est une ellipse de demi-axes de longueurs
2 et 8 dans la base des vecteurs propres (rouge).

Intérét de la diagonalisation de la matrice d’une forme bilinéaire sy-
métrique

M peut étre considérée comme la matrice, dans la base canonique, d’'une forme bilinéaire
symétrique (. La diagonalisation permet alors d’avoir une expression plus simple de la forme
bilinéaire dans la base des vecteurs propres.

B(z,y) =X MY = X"PDP'Y = X'DY = \idjj

i=1
avec X = PTX etY =PTY.

Exemple : Toujours avec 'exemple précédent, si § est la forme bilinéaire associée a M,
I'expression de 8 est 5(x,y) = bx1y1 + 321Y2 + 3T2y1 + 5T2ys.
Dans la base {u/,v'}, 'expression est 2717, + 8T27s.

1
Le lien entre = (y) et T (§) est &1 = —=(x1 — x2) et Ty = —=(x1 + x9).

V2 V2

5.2 Décomposition en valeurs singuliéres (DVS)

On considére R” et R? munis du produit scalaire usuel noté < .,. >.
Soit A une matrice a n lignes et p colonnes. On suppose que n > p et que le rang de A est
r. On a alors r < p.

Comme AT A, de taille p x p, est réelle symétrique, il existe deux matrices de taille p x p,
V = (vy,...,v,) orthogonale et D = diag(\y, ..., \,) telles que ATAV =V D.

Comme AA", de taille n x n, est réelle symétrique, il existe deux matrices de taille n x n,
U = (uy,...,u,) orthogonale et A = diag(py, ..., pin) telles que AATU = UA.

Grace a la propriété A(ATA) = (AAT)A,

e Si A # 0 est une valeur propre de AT A et v un vecteur propre associé, alors A est une
valeur propre de AAT associée & Av. Remarquez que v est un vecteur de RP, donc le
produit Av a du sens, et donne un vecteur de R".

En effet, rappelons que v # Ogs (vecteur propre), d’ott on déduit \v = AT Av # Ogo,
puisque A # 0, et donc Av # Ogn. On conclut en caclulant :

ATAv = M = AAT Av = \Av.

e De la méme maniére, si i # 0 est une valeur propre de AAT et u un vecteur propre
associé, alors  est une valeur propre de A" A associée & AT u.
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On en conclut que les valeurs propres non nulles de AT A et de AA" sont identiques et que,
pour les indices ¢ correspondant, Av; et u; sont colinéaires.
De plus,
ATAv = o = ||Av|P = v AT Av = v = A|v|]?,

donc les valeurs propres de AT A sont > 0.

Pour les i = 1,...,r tels que \; # 0, notons o; = /\;. Les o; s’appellent les valeurs
singuliéres de A.
Comme Av; et u; sont colinéaires, il existe ¢t € R tel que Av; = tu;. Alors on a

t2 = (tuy) " (tu) = (Avy) " (Av) = v AT Av; = v 020; = o2,

)

Ainsi on a la relation Av; = o;u;.

De cette relation, on tire

A \(1}1, - UT)/ = (uq, ..., uT)jgliag(al, ey O7)

TV TV TV
nxp pXT nxr rXr

qui s’écrit encore, parce que les vecteurs v; sont orthonormés,

T T T
A=U2%V, =owv, +..+ouu,

avec
U. = (uy,...,u.), X =diag(oy,...,0.) et V.= (vy,...,0.).

En complétant
— la base orthonormale (vy, ..., v,) par une base orthonormale du sous-espace propre de A™ A
associé a la valeur propre 0
— et la base orthonormale (uy, ...,u,) par une base orthonormale du sous-espace propre de
AAT associé a la valeur propre 0,
on obtient la formule

Ainsi, pour calculer la décomposition en valeurs singuliéres d’une matrice A de taille n x p,
on procéde comme suit :

e on forme M = AT A;

e on calcule les valeurs propres A\; > ... > A\, de M ;

e on note r le plus grand indice i pour lequel \; > 0 et on pose o; = +/\; pour tout
1<i<r;

e on cherche une B.O.N. de chaque sous-espace propre et on en déduit une B.O.N. vy, ...,
v, de vecteurs propres de M ;

e pour tout 1 < i < r, on construit u; = Av;/o;;

e si 7 < n, on cherche une B.O.N. (t,1, ..., u,) du sous-espace propre de AAT associé¢ a la
valeur propres 0;

e on forme V = (vy,...,v,), ¥ de la taille de A avec les o; sur la diagonale principale et
U= (up,....u,);
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e on a finalement A = UXV T,

Remarque 5.5 Si B est une matrice de taille n X p avec n < p, alors on applique la méthode
ci-dessus avec A= B", BT = UXV", puis on transpose : A= BT =VXTUT.

2 2

Exemple : Prenons A = ( 11

). Cette matrice n’est pas diagonalisable. Essayons d’en

trouver une DVS.

e On forme M = ATA = (g g)

e On a déja calculé ses valeurs propres : \; = 8 et Ay = 2.
Ici,r:2etonposeal:\/§:2\/§et02:\/§.

On normalise les vecteurs propres déja calculés plus haut pour construire une B.O.N. de
vecteurs propres de M : On choisit donc v; = (1,1)7/v/2 et vy = (—1,1)T /+/2.

Avy ()

On pose u; = ——= = (1,0)" et us = —= = (0,1)".
P 1 ( ) 2 \/5 ( )
2v2 0
0

2v/2
1 1 -1 B B B T
PosonsV—\/E(1 1),2-( \/§>etU—IQ,alorsA—U2V.
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Annexe A

Preuves

Preuve : de la proposition 1.2
e Prouvons le point 2 : si on suppose que A = (¢, ¢, ..., ¢,), on a Ax = 121 +coxo+ ... +Cpy,
et donc

-
€1

L
Co

(Ax)" =clay+cgao+ ...+ ¢z = (21, 29, ..., 1) =2 AT,

c

SH...

e Prouvons le point 3 : soient A de taille m x n et B de taille n x p. Supposons que les
colonnes de B soient notées by, bo, ..., b,. Alors AB = (Aby, Ab,, ..., Ab,) et par le point 2,

(Aby)T by AT by
Aby)T by AT by

T R [ S I B e
(Ab,)T bT AT b7

e Prouvons le point 4 : partant de AA™! = A7'A = I, en prenant la transposée, on a
(AHTAT = AT(A )T =TT =T et donc (A7)t =(A"1)T.
O

Preuve : de la proposition 2.10 Si x = Og, les 2 membres de 'inégalité sont nuls.

Supposons donc maintenant x # Og.

Si z et y sont colinéaires, alors il existe ¢t € R tel que y = tx. On a donc | < z,y > | =
[t <z >|=|t| <z,x>et <yy>=1t> <z, > Finalement, on a bien | < z,y > | =
V<r,x ><y,y >.

Si maintenant x et y sont linéairement indépendants, pour tout t € R on a y + tx # 0 et
donc (y + tx,y + tx) > 0. Or

<yttr,yt+tr>=<zax>t*+2<z,y>t+ (y,y)

Il s’agit d’un polynéme du second degré en t dont le coefficient de plus au degré est > 0. Un tel
polynome ne peut-étre > 0 que si son discriminant est < 0. Or A =4 < 2,y >? -4 < x,2 ><
y,y >. Donc < x,y >*<< z,2 >< y,y > ou encore | < x,y > | < /< 1,2 >< y,y >. O
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Preuve : du théoréme 4.4 En exploitant I'orthogonalité des vecteurs, on a aisément

Jur +ug + ... +up> = (ug +ug+ .o + up, ug +ug + ... + uy)
= (up,u1 +ug + ... +Fup) + (U, ug + us + oo+ up) + .
+(up, uy + ug + ... + uy)
= [l + lluzll* + . + [lup|*.

O
Preuve : du théoréme 4.12

n
e Soit x € E et z1, 9, ..., x, ses coordonnées dans la base (e, e, ...,€,) : © = E Tie;.
=1
n n
Alors on a < z,e; >= E Tiei, €5 ) = E x; < e;,e; >= x;. On en déduit donc que

i=1 i=1
n

:1:':2 <z, e > e
=1

e Soient r,y € E.

n n
D’aprés ce que 'on vient de voir, on a x = <x,e;>eety= <y,e; >e;. On a
p q ) ) Yy Yy J J
i=1 j=1

<z,y> = <Z($,6i)€i,2(y7€j)@j>

i—1 j=1

- zn: <x,e > <6iyzn:(ya ej)€j>
=1

Jj=1

donc

n n
= Y <ze>) <ye><ene;>
1 =1

n
= ) <wme><ye>.
i=1
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