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Chapitre 1
Préliminaires

Ces notes de cours sont une introduction a quelques notions fondamentales
en analyse convexe. Leur étude ne saurait en aucun cas remplacer une lecture
approfondie des ouvrages de référence suivants :

1. D. Azé, Eléments d’Analyse Convezxe et Variationnelle, Ellipses, 1998.

2. M. Bergounioux, Optimisation et Contréle des Systémes Linéaires, Du-
nod, 2001.

3. J.-B. Hiriart-Urruty, L’Optimisation, Collection Que sais-je, Presses Uni-
versitaires de France, 1996.

4. J.-B. Hiriart-Urruty & C. Lemaréchal, Convex Analysis and Minimization
Algorithms, I and II, Springer-Verlag, 1993.

5. R.T. Rockafellar, Convexr Analysis, Princeton University Press, Princeton,
1970.

6. M. Willem, Analyse Conveze et Optimisation (troisieme édition), Editions
Ciaco, Bruxelles, 1989.

1.1 Notations et définitions élémentaires

Dans toute ce qui suit, d sera un entier strictement positif. On munit R¢ du
produit scalaire euclidien usuel et de la norme correspondante :

d
y) =) zyy xl = Vixx).
j=1

L’adhérence d’un sous-ensemble E de R? est notée E ou encore cl E. L’intérieur
de F est noté int £. On rappelle que

int E={xe€FE|3Je>0: B(x,e) C E},



ot B(x,¢) = {y € R?||ly — x|| < €}. L’ensemble de tous les sous-ensembles
de RY est noté 2(RY).

Nous définissons maintenant quelques opérations sur les sous-ensembles de RZ.
Si E,F € #(R%), la somme de E et de F est I'ensemble

E+F:={x+y|x€c€E yeF}.

Si A est un réel, 'ensemble AE est ’homothétique de E de centre 0 et de rap-
port A :
AE :={\x| x€ E}.

En particulier, le symétrique de E de centre 0 est 'ensemble —F = (—1)E. Il
faut bien sir éviter de confondre £ — F := E 4 (—F) et

E\F:={xcE|x¢F}.

Six = (z1,...,24) € R et X' = (2,...,2),) € RY, ot d’ est un autre entier
strictement positif, on définit

(x,x) = (21,..., 24, 2),...,2) € R,
SiECcRYet B' C Rd/, le produit cartésien de F par E’ est ’ensemble
ExE ={(x,x)| x€eE, x' € E'}.

L’intersection de deux sous-ensembles F, F' de R¢ est notée ENF, et si (Ea)aca
est une famille de sous-ensembles de R? (ici, A est un ensemble quelconque
d’indices), l'intersection des E, est 'ensemble

r}Ef:{XERWVQEA,XEEJ.
acA

1.2 Sous-espaces vectoriels

Un sous-ensemble V' C R¢ est un sous-espace vectoriel si et seulement si
(a) V#0;
(b) Vx,y €V, Va, B € R, ax+ By € V.
Une combinaison linéaire d’éléments de R? est un vecteur de la forme a3x; +
R AmXm, ou
meN, o,...,am€R et x1,...,%x, € R%
On dit qu'un sous-ensemble U de R? est stable par combinaison linéaire lorsque

Vm € N*, Vaq,...,am €R, Vx1,...,Xm €U, a1x1 + -+ Xy, € U.

On rappelle que V est un sous-espace vectoriel si et seulement si V' est non vide
et stable par combinaison linéaire. On note 7 (R?) 1’ensemble de tous les sous-
espaces vectoriels de RY. Insistons sur le fait que () ¢ ¥ (R?). Enfin, il est facile



de voir que ¥ (R?) est stable par intersection : si A est un ensemble quelconque
d’indices,
(Va)aca C ¥ (RY) = (1] Va € ¥(RY).
acA
Rappelons que, si V est un sous-espace vectoriel de R%, alors toutes les bases
de V ont le méme cardinal, appelé la dimension de V. La dimension de V est
notée dim V.

1.3 Sous-espaces affines

Si x et y sont deux vecteurs distincts de R?, la droite passant par x et y est
I'ensemble {(1 — A\)x + Ay | A € R}. Un sous-ensemble A de R est appelé un
sous-espace affine lorsqu’il satisfait :

Vx,y € A, VA ER, (1-N)x+ Ay € A.

Par exemple, () et R sont des sous-espaces affines. De méme, les singletons {x},
les sous-espaces vectoriels, les droites, sont des sous-espaces affines. On note
2/ (R?) I'ensemble de tous les sous-espaces affines de R.

Théoréme 1. Soit A € o/ (RY). Alors A est un sous-espace vectoriel si et seule-

ment si 0 € A.

DEMONSTRATION. Il est évident que, si A € ¥ (R?), alors 0 € A. Réciproque-
ment, supposons que 0 € A. Alors,

Vxe A, VAER, M x=(1-N0+Xxe A,

et donc A est stable par multiplication par les scalaires réels. Si maintenant

x,y € A, alors
X+y 1 1
=(1-= = A
2 ( 2)’““2“"e ’

ce qui implique que x +y € A. Donc A est aussi stable par addition. Ainsi,
AV (RY). w

Théoréme 2. Soient A € &/ (R9) et xo € RY. Alors A + {x¢} € &/ (R?). Autre-
ment dit, .27 (R?) est stable par translation.

DEMONSTRATION. C’est un exercice facile. u

Un sous-espace affine A est dit parallele a un sous-espace affine B s’il existe
%o € R tel que B = A+ {xg}. On écrit alors A || B. On vérifie facilement que ||
est une relation d’équivalence dans </ (R?).



Théoréme 3. Tout sous-espace affine non vide A est paralléle a un unique sous-
espace vectoriel V, qui satisfait

V=A-A={x—-y|xe€A yecA}.

DEMONSTRATION. Soit y un point quelconque de A. D’apreés le théoréme 2,
A—{y} € &(R?). Puisque A — {y} contient 0, le théoréme 1 montre qu’en fait
A —{y} € ¥(R?). L’existence est donc claire.
Pour montrer I'unicité, supposons que Vi, Vs sont deux sous-espaces vectoriels
paralleles & A. Par transitivité de la relation ||, on voit que V; || Va, et donc il
existe xg € R? tel que

Vo =Vi+ {x0}.

Puisque 0 € V5, —xg € V] et done xg € V3. On en déduit que Vi D Vi 4+ {x¢} =
V5. Par un raisonnement symétrique, Vo O Vi, et donc Vo = V7.

Finalement, I'unicité qui vient d’étre établie permet d’écrire que V = A — {y}
pour tout y € A, et donc que

V=JA-{y}))=A4-A..

yeA

Une combinaison affine d’éléments de R¢ est un vecteur de la forme ayxq +- - -+
X, Ol

melN*, ap,...,am €R, a1+ +am=1 et xi,...,X, € R%
On montre que A est un sous-espace affine si et seulement si pour tout m € IN*,
pour tout (a,...,q,) € R™tel que o+ - -+ay, = 1 et pour tous x1,...,X,;, €
A

)

a1X1 + -+ amXy, € A.

On remarque que () € o7 (R%), et que o7 (R?) est stable par intersection. Enfin, la
dimension d’un sous-espace affine A est, par définition, la dimension de I'unique
sous-espace vectoriel parallele & A si A est non vide, et zéro si A est vide. La
dimension de A est notée dim A.

1.4 Sous-ensembles convexes

Soient x et y deux points de R?. On appelle segment joignant x et y I’ensemble
Byl :={1-Nx+Ay | A€ [0,1]}.

On dit qu’un sous-ensemble C' de R? est convexe lorsque C' contient tout segment
joignant deux de ses points, autrement dit, lorsque

Vx,y € C, [x,y]CC.

On note ¢’ (R?) 'ensemble de tous les sous-ensembles convexes de R



Théoréme 4. L'intersection d'une famille quelconque de sous-ensembles convexes
est convexe.

DEMONSTRATION. Soit (Cy)aca C € (R?) (A est un ensemble quelconque d’in-
dices), et soit C = N{Cy | a € A}. Soient x,y € C' et A € [0, 1]. Pour tout @ € A,
X et y appartiennent a C,, qui est convexe. On en déduit que

Vae A, (1-XNx+ My €C,.
Autrement dit, (1 = AN)x+ Ay € C. =
Théoréme 5. (i) Soient C € €' (R?) et p un réel. Alors uC € €' (R9).

(i) Soient C1,Cq € €(RY). Alors C; + Cy € €' (RY).
(ii) Soient C; € R% et Oy € R, o d; et dy sont deux entiers strictement

positifs. Alors C; x Cy € €(R4T42).
DEMONSTRATION. C’est un exercice facile. u

On appelle combinaison convexe d’éléments de R tout vecteur de la forme
a1X1 + -+ Xy, Ol

meN*, a,...,am €Ry, a1+---+a,=1 et X1,....,%Xm € R%.
On appelle simplexe de R™ 1’ensemble
Em::{(al,...,am)ERT|a1_|_..._|_am:1},

On montre que C € % (R?) si et seulement si C est stable par combinaison
convexe, c’est-a-dire,

VYm e N*, Vayq,...,0m € Ry:ag + -+ ap =1,

VX1,...,Xm €C, a1x1+ -+ amX, € C.

1.5 Enveloppes

Soit E C R®. L’enveloppe vectorielle de E (ou sous-espace vectoriel engendré
par E) est I'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de R? qui contien-
nent E. On la note vect E :

veet E=({VeVR") | ECV}.

L’enveloppe affine de E est I'intersection de tous les sous-espaces affines de R?
qui contiennent E. On la note aff E :

aff E=({Ae R | ECA}.



L’enveloppe convexe de E est l'intersection de tous les sous-ensembles convexes
de R? qui contiennent E. On la note co E :

coE=({Ce¥®") | EcC}.

On remarque que vect ) = {0}, alors que aff ) = co ) = .

Théoréme 6. Soit £ C R

(i) Si E # 0, alors vect E est I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires
d'éléments de E ;

(ii) aff E est I'ensemble de toutes les combinaisons affines d'éléments de E;

(iii) co E est I'ensemble de toutes les combinaisons convexes d'éléments de E.
DEMONSTRATION. Les trois assertions se démontrent de maniére analogue, et
nous n’écrivons ici que la preuve de la troisieme. Posons

C:={a1x1+ -+ anxy, | me N, (a1,...,am) € X, X1,...,Xm € E}.

Il est clair que £ C C. Montrons que C' est convexe. Soient x,y € C et «a, 3
deux réels positifs tels que o+ 8 = 1. Alors,

ax + By = a(qul +o 4+ amxm) + ﬁ(ﬁlyl +---+ ﬁPYP)v

ouwm,p € N*, (a1,...,0um) € X, (B1,...,0p) € p, et
X1,y Xmy ¥1,---,Yp € E.

11 est facile de voir que (o, ...,a0m,B801,...,008p) € Epmtp. On en déduit
que ax + By est une combinaison convexe d’éléments de F, autrement dit, que
ax + By € C.

Puisque F C C et C est convexe, coE C C, et il reste a établir I'inclusion
opposée. Soit donc z € C :

Z =121+ -+ VgZg,

ou g € N*, (m1,...,7) € Xg et 21,...,24 € E C coE. On voit que z est une
combinaison convexe d’éléments de co F, et comme co F est convexe (d’apres le
théoréme 4), il s’ensuit que z € coE. =

La notion d’enveloppe affine permet de définir la dimension d’un sous-ensemble
quelconque de R? : si E est quelconque dans Z(R9), on appelle dimension de
FE la dimension de son enveloppe affine. On la note dim F.



Chapitre 2

Propriétés topologiques et
séparation

2.1 Intérieurs relatifs
Considérons, dans R3, le disque
D= {(x,y,z) € R? ’ 2=0, 224+ < 1}.

L’intérieur de D (dans la topologie usuelle) est évidemment vide. Cependant,
si Pon regarde D comme un sous-ensemble du plan horizontal (c’est-a-dire, de
son enveloppe affine), les points de l'intérieur de D sont ceux qui satisfont la
condition x? + 2 < 1.

De maniere générale, on définit l'intérieur relatif d'un sous-ensemble E de R
comme l'intérieur de FE considéré comme sous-ensemble de son enveloppe affine.
On le note ri £ :

riE:={x € E|3 >0: (B(x,e)Naff E) C E}. (2.1)
Dans I’exemple introductif précédent, on a donc :
riD = {(m,y,z) eR? ‘ 2=0, 22 +9* < 1}.

On parle parfois de topologie relative a I'ensemble E. 1’équation (2.1) montre
que I'on a toujours I'inclusion int E C ri E, avec égalité lorsque aff E = R9.
Par ailleurs, on peut se convaincre aisément que la fermeture de E n’est pas
affectée par passage a la topologie relative. Lorsque ri F = FE, on dit que F est
relativement ouvert.

La notion d’intérieur relatif est intéressante surtout pour les ensembles convexes.
Nous verrons notamment que si C' € ¢ (R?) est non vide, alors 1iC' est aussi
(convexe et) non vide.

Il est important de réaliser que le passage a l'intérieur relatif ne préserve pas, en
général, 'inclusion (contrairement au passage a U'intérieur). Soient par exemple,



dans R?, les sous-ensembles
C:=1[0,1* et C :=10,1] x {0}.

L’enveloppe affine de C' est R? tout entier, alors que celle de C” est la droite
horizontale R x {0}. Par conséquent,

riC =10,1> et riC’ =1]0,1[ x {0}.

On voit done que, bien que ¢/ C C, riC’ ¢ riC.
Enfin, on appelle frontiére relative d’un ensemble E ’ensemble

rthd E:=clE\1iE.
Par exemple, rbd D = {(z,y,2) € R* |2 =0, 2% +y? = 1}.

Théoréme 7. Soit C € € (RY) tel que int C # (). Soient x € int C' et y € clC.
Alors
x,y[={1-t)x+ty | te€[0,1]} CintC.

De plus, int C = intclC et clC = clint C.

DEMONSTRATION. ETAPE 1 : Nous montrons que si z := (1 — ¢)x + ty avec
t €10, 1], alors z € int C. Soit B une boule ouverte de centre x telle que B C C.
Soient p := (t — 1)/t et h, 'homothétie de centre z et de rapport . On a :

t—1

hy(x) Z+T(X—Z)

t—1
= (1—-t)x+ty+ T(tx—ty)

Comme h,, est linéaire et inversible, h,(B) est un ouvert, et ce qui précede
montre que h,(B) contient y. C’est donc un voisinage de y. Puisque y € clC,
on peut trouver un point xo dans C' N h,(B). Il existe alors zg € B tel que
Xo = h“(Zo). Soit
I
=——=1-t€]0,1],

V=T 10, 1]

et soit h, I'homothétie de centre x¢ et de rapport . Alors,

h’y(Zo) = X0+(1—t)(Z0—X0)
= z—l—t_l(zo—z)—i—(l—t)(zo—z—i—1;t(z0—z)>
= z+t71(z07z)+17t(zofz)



Puisque zy € B, on déduit du calcul précédent que
z € hy(B) ={xo}+ (1 —t)(B—{x0}) ={txo+ (1 —t)ju| ue B} c C.

En résumé, h,(B) est une boule ouverte contenant z, contenue dans C. On a
donc bien que z € int C.

ETAPE 2 : Nous montrons maintenant que int C' = int clC'. Comme C' C clC,
il est clair que int C' C int cl C. Réciproquement, soit z € int cl C, soit 7 > 0 tel
que cl B(z,r) C clC, et soit x € int C' tel que x # z. Choisissons ¢ > 0 tel que
t|lx —z|| <r (donc z — t(x — z) € cl B(z,r)). D’apres I'étape 1,

z—t(x—z)eclC

X € int C }:> [x,z —t(x —2z)] C int C.

Puisque z € [x,z — t(x — z)[, la derniére inclusion montre que z € int C.

ETAPE 3 : Nous montrons finalement que clC = clint C. Comme int C' C C,
il est clair que clint C' C cl C. Réciproquement, soit x € clC, et soit z € int C.
D’apres I'étape 1,

1
xn::Z+<1—>x€intC.
n n

Comme x,, — X lorsque n — o0, on voit que x € clintC. =
Corollaire 1. Soit C € ¥ (R?), et soient x € 1iC, y € clC. Alors [x,y[ C riC.

DEMONSTRATION. Il suffit de passer & la topologie relative, et d’appliquer le
théoreme. »

Corollaire 2. Soit C' € ¥(R?) non vide. Il y a équivalence entre
(i) zeriC;
(i vxeC,Iu>1: 1—pwx+puzeC.

DEMONSTRATION. Siz € riC, il est clair que tout segment inclus dans C ayant
z comme une de ses extrémités peut étre prolongé au-dela de z sans quitter C.
C’est la condition (ii).
Réciproquement, supposons (ii). Puisque riC' # (), on peut choisir un point
x € riC. Soit alors y := (1 — p)x + pz, avec pn > 1, tel que y € C. Alors

1

1
zzﬁ(y—(]_—yl)x):)\y—l—(]_—)\)x7 avec )\:;6]0,1[

Le théoreme 7 montre alors que z € riC'. =

Soit A := {xp,...,x;} C R On dit que A est affinement indépendant si
I’ensemble

aff{xq,...,xx} = {Xo} + vect{x; — x0,...,Xr — X0}

10



est de dimension k. Bien siir, dans I’égalité ci-dessus, le role donné a xq aurait pu
étre donné a n’importe quel autre élément de A. On peut se convaincre aisément
qu’un sous-ensemble E de R est de dimension k si et seulement si il contient

un ensemble {xg,...,x;} affinement indépendant.
Lemme 1. {xq,..., Xy} est affinement indépendant si et seulement si le systéme
k k
Zaixi:O, ZO@ZO
i=0 i=0
admet pour solution unique ap = ... = oy, = 0.

DEMONSTRATION. Clest un exercice facile. u

Lemme 2. Soit A := {xp,...,x;} C R? un ensemble affinement indépendant.
Soient H := {u € RF!| Z?:o uj =1} et p: H — aff A définie par

k
gp(u) = Z UjXj.
§=0
Alors ¢ est bijective et bicontinue.

DEMONSTRATION. Soient u,v € H tels que p(u) = ¢(v). Alors,

k
Z(uj —v;)x; =0 et

=0 =0

(Uj — ’Uj) = 0,

M-

et le lemme précédent montre que u; — v; = 0 pour tout j, c’est-a-dire, u = v.
Donc ¢ est injective. Soit maintenant x quelconque dans aff A. Alors x est de
la forme

k k k
X:X0+Zaj(Xj7X0): 1720[]‘ X0+ZOLJ'X]'. (22)
j=1 j=1 j=1

11 est clair que (1 — Z?Zl aj,ai,...,05) € H, done x € p(H). Outre la surjec-
tivité de ¢, 'équation (2.2) donne aussi 'application inverse de ¢ :

k k
-1 § §
%) X + Otj(Xj*XO) = 1-— Qj, A1y, O
j=1 j=1

1

La continuité de ¢ et de ¢~ est alors évidente. =

11



Théoréme 8. Soit C' € €' (R?). Alors clC,1iC € €' (R?). De plus,

aff riC = aff C' = aff(cl C).

DEMONSTRATION. La convexité de cl C résulte immédiatement de la formule

cddC = () (C+ B(0,))

e>0

et du théoreéme 4, puisque C + B(0,¢) est convexe pour tout £ (voir le théore-
me 5(ii)). La convexité de ri C' est une conséquence immédiate du corollaire 1.
Montrons 1’égalité aff C' = aff c1C'. D’une part, on a

C CcC = aff C C aff(clC).
Et d’autre part, on a
CcaffC = clC Ccl(aff C) = aff C = aff(clC) C aff C.

Reste & montrer 'égalité aff(riC') = aff C. L’inclusion aff(riC) C aff C' étant
évidente, il suffit de montrer 'inclusion opposée. Soit k := dim C. Il existe un
ensemble A = {xq,...,x;} C C affinement indépendant. On considére alors

A = co{xp, ..., Xk}

Puisque A C C et dimA = dim C, nous voyons que A et C ont la méme
enveloppe affine. Soient H := {u € R**1| Z?:o u; = 1} et : R*1 — aff C
I’application linéaire définie par

d
p(u) = Z UjX; .
3=0

Soient encore

k k
¥ :=JuecRi! Zuj =1 et ¥ :={ue (R Zuj =1
Jj=0 j=0

Remarquons que p(¥') C ¢(X) = A C C C aff C = aff A. Puisque X’ est ouvert
dans H et ¢ est bicontinue d’apres le lemme 2, p(¥') est ouvert dans aff C. 11
s’ensuit que ¢(X’) C riC de sorte que aff p(X') C aff(ri C). Or,

aff o(¥') = aff(clp(X')) = aff p(clX') = aff p(X) = aff A = aff C,
et 'inclusion aff C C aff(ri C') est démontrée. =

Il résulte immédiatement du théoreme 8 que, si C' € ¢ (R?), alors ri C, C et cl C
ont méme dimension, et que si C' € € (R?) est non vide, alors 1i C' # 0.

12



Théoréme 9. Soit C' € €' (R?). Alors cl(riC) = c1C et 1i(clC) =i C.

DEMONSTRATION. Puisque riC C C, clriC C clC. Réciproquement, soit y €
clC. On peut supposer C non vide. D’apres le théoreme 8, on peut trouver
x € ri C. Le théoréme 7 montre alors que [x,y[ C riC, et donc que y € cl(riC).
La premiere égalité est établie.

Puisque aff C = aff(clC), linclusion C' C clC implique linclusion riC' C
ri(cl C'). Réciproquement, soit z € ri(clC), et montrons que z € riC. Soit x
un point quelconque de riC. On peut supposer que x # z, sinon z € riC
trivialement. Soit u > 1, et soit

yi=[1-px+pz=2z—(n—1)(x—2).

Pour p suffisamment proche de 1, y € ri(clC), donc y € clC. Alors, z =
(I = M)x + Ay pour un certain A € ]0,1[. Puisque x € riC et y € clC, le
théoreme 7 montre que z € riC'. »

Proposition 1. (1) Soient Cy,Cy C €(R?) tels que 1i C; Nti Cy # (). Alors
cd(CiNCy) =clCinNclCy et ri(CyNCy) =r1iCy NriCo.
(2) Soient C; C € (R%) et Cy C €(R%). Alors
aff(C; x C) = aff Cy x aff Cy et 1i(Cy x Cy) =11Cy x 11 Ch.

DEMONSTRATION. En TD. »

Théoréme 10. Soit A: R™ — R™ une application linéaire.
(1) Soit C' € €(R™). Alors

ri(AC) = A(riC) et cl(AC) D A(clC).
(2) Soit C € €(R™) tel que A~L(riC) # 0. Alors
ri(A7HC) = A7 xi0) et c(A7HC)) = A" (clO).

DEMONSTRATION.

(1) Montrons tout d’abord que A(clC) C cl(AC). Si A = 0, c’est évident.
Supposons alors que A # 0 (donc que ||A|| > 0). En appliquant A &
I’égalité

cdC = ﬂ (C + B(0,¢)),
e>0

nous obtenons :
AcC = ((AC + AB(0,¢)),

e>0
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ou
AB(0,¢e) = {Ax | [[x|| <e} c B(0,[|A]|¢).

Par conséquent,

AcC c (((AC + B(0,[|A] e)) = [ (AC + B(0,)) = cl(AC).

e>0 e’>0

Afin de montrer I’égalité du point (1), montrons tout d’abord 'inclusion
ri AC' C A(riC). D’apres le début de la démonstration,

clA(riC) D A(cl(riC)) = A(c1C) D AC D AriC,

ou I’égalité résulte du théoreme 9. En prenant la fermeture, on obtient
que cl AC = cl A(riC). Or il est facile de voir, en utilisant & nouveau le
théoreme 9, que deux convexes ont la méme fermeture si et seulement si
ils ont méme intérieur relatif. Donc ri AC' = ri A(ri C), ce qui montre que
ri AC C A(riC). Réciproquement, supposons que z € A(ri C'), et montrons
que z € ri AC. Soit x € AC. Alors

x=Ax" avec x'€C et z=Az avec 7z €riC.
D’apres le corollaire 2, il existe p > 1 tel que
(1—p)x' +pz' € C, donc A((1-p)x'+ pz') € AC.

Autrement dit, quel que soit x € AC, il existe p > 1 tel que (1 —p)x+pz €
AC. Le corollaire 2 montre alors que z € ri AC.

Le graphe de A est I'ensemble gr A := {(x,y) € R*"™ |y = Ax}. Clest
évidemment un sous-espace vectoriel de R”*. On considére aussi la pro-

jection canonique
pP: R"™™ — R"

xy) — x
et on peut écrire A71C = P(gr An (R" x C)). On a alors :
1i(A7!C) = 1iP(grAn(R" x C))
= P(ri(erAn(R" x C)))
= P(ri(grA) Nri(R" x C))
= P(grAn(R" xr1iC))
= A7'(1i0),

ou la seconde égalité résulte du point (1), et la troisieme de la proposi-
tion 1(1) (puisque ri(gr A) = gr A rencontre ri(R” x C) = R" x riC, riC
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étant non vide). Enfin,
cd(A7IC) = cP(grAn(R" x C))
> P(cd(grAn(R" x C)))
= P(cl(gr4) Nel(R" x C))
= P(grAn(R" x clC))
= A Y(d0),

ou les seconde et troisieme lignes résultent encore du point (1) et de la
proposition 1(1). Réciproquement, C' C ¢l C entraine A~1C' C A71(clC),
le dernier ensemble étant bien stir fermé (A est continue). On en déduit
que clA71C c A71(clC). »

Nous donnons maintenant un exemple pour lequel 'inclusion AclC C cl AC est
stricte. Soient C' := {(z,y) € R?|z >0, y > 1/x} et
A: R? — R
(,y) — =

Il est facile de voir que C' est fermé, que AC = ]0, oo, de sorte que cl AC' = [0, oo],
alors que AclC = AC =10, 00].

Corollaire 3. Soient C1,Cy € ¥ (RY) et o, 3 € R. Alors I'ensemble convexe
aCy + BCy satisfait :

ri(aCy + BC3) = ariCy + friCy et cl(aCy + C3) D aclCy + Bl Cs.

DEMONSTRATION. On considére |'application linéaire
A: RYxRY — R4
(xy) — ax+fy.
Alors A(Cy x Cy) = aCy + SCs. D'une part,
ri(aCy + BCy) = r1iA(Cr x Cy)
= Ari(Cy x Cy)
= A(riCy xriCy)
= ariCi 4 friCy,

ol les deuxiéme et troisiéme égalités résultent du théoreme 10(1) et de la proposi-
tion 1(2), respectivement. D'autre part,

cl(aCy + 5C3) = clA(Cy x Cy)
D Acl(C x Cy)
= A(clCy x clCy)
= aclCy + BclCy,
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ol la deuxieme égalité résulte 3 nouveau du théoréme 10(1). =

Nous donnons maintenant un exemple pour lequel I'inclusion acl Cy + Bl Co C
cl(aCy 4 BCs) est stricte. Soient

C1 = {(z,y) €R? | >0, y>1/z}, Co:={0} x]—00,0]

et « = # = 1. Puisque C et C5 sont fermés, on a :

clCi+clCy =Cq +Cy :}0,00[ xR C [0,00[ xR = c1(01 +02)

2.2 Séparation

Définitions 1.

(1)

On appelle hyperplan de R? tout sous-espace affine de R? de dimension
d — 1, autrement dit, tout ensemble de la forme

{xeR"| (b,x) =8},

avec b € R4\ {0} et 8 € R. A un hyperplan H = {x € R?| (b,x) = 3}
correspondent deux demi-espaces ouverts

{xEIRd’ <b,x)<ﬁ} et {XERd’ <b,x)>ﬁ}7
et deux demi-espaces fermés
{xeR*| (b,x) <B} et {xeR?| (b,x)>p3}.

On dit que E;, By € 2(R?) sont séparés s'il existe un hyperplan H tel
que F; soit contenu dans I'un des demi-espaces fermés associés a H et Fo
dans l'autre, autrement dit, s'il existe b € R\ {0} tel que

inf (b,x) > b, x).
xlélE1< X>_)§:§2< )

On remarque que tout sous-ensemble contenu dans un hyperplan est séparé
de lui-méme par cet hyperplan.

On dit que E;, By € Z(R?) sont séparés proprement s’il sont séparés
par un hyperplan tel qu’au moins un des deux sous-ensembles n’est pas
contenu dans ’hyperplan séparateur, autrement dit, s'il existe b € R?\ {0}
tel que

inf (b,x) > b, t b,x) > inf (b,x).
xlélE1< x>7f£2< x) e f££1< x) xlenE2< x)

On remarque qu’il est possible d’avoir deux sous-ensembles E, E5 tels que
FE{ C E5 qui sont séparés proprement.
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(4) On dit que Ey, By € Z(R?) sont séparés fortement s'il existe b € R4\ {0}
tel que

inf (b,x) > sup (b,x).
Jnf (b,x) ;;£2< X)

Il est facile de voir que E; et Es sont séparés fortement si et seulement si
Pon peut trouver € > 0 tel que Ey + B(0,¢) et Es+ B(0, €) soient séparés.

Lemme 3. Soient £ C R? et x € R?. Si F et {x} sont séparés, alors x ¢ int E.

DEMONSTRATION. L’hypothése de séparation s’écrit :

Jb € R%\ {0}: 3161%<b,y> < (b, x) (2.3)

Supposons, en vue d’obtenir une contradiction, que x + b € E pour un certain
€ > 0. On aurait alors

(b,x + £b) = (b, x) + £ |b||* > (b,x),
en contradiction avec la condition (2.3). On en déduit que x € int E. =

Nous rappelons maintenant, sans démonstration, le théoreme de projection sur
un convexe fermé dans un espace de Hilbert.

Théoréme 11. Soit (F,(-,-)) un espace de Hilbert réel. On note || - || la norme
associée a (-, -). Soient C' C F' un sous-ensemble convexe fermé et x € F'. Alors, il
existe un unique zo € C tel que

— 20|l = inf ||z — ]|
llz — 20| ;gcllz yl|

Le vecteur xq s'appelle le projeté de = sur C, et I'on écrit : g = projs(z). De plus,
il y a équivalence entre

(a) xo = proja(x);
(b) pour tout y € C, {x — zo,y — o) < 0.
Théoréme 12. Soient C' € ¢ (R?) et x € R%. Il y a équivalence entre
(a) x g clC;
(b) C et {x} sont séparés fortement, autrement dit, il existe b € R?\ {0} tel

que

sup (b,y) < (b,x).
yeC

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que (a) implique (b). Soit xq :=
pProj. o (x) et soit b := x — xg # 0. D’apres le théoréme 11, pour tout y € clC,

(x =0,y = x0) = (b,y =x+b) <0.
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Donc, pour tout y € clC, (b,y) < (b,x) — ||b||2. Comme |/b|| > 0, on obtient :

sup (b,y) < (b,x).
yeclC
On conclut en remarquant que supy, ¢ (b, y) = supy¢c (b, y), par continuité de
(b, ). Réciproquement, supposons que x € clC. Alors, pour tout b € R%\ {0},

sup (b,y) = sup (b,y) > (b,x). s
yeC y€eclC

Corollaire 4. Tout sous-ensemble convexe fermé de RY est I'intersection des
demi-espaces fermés qui le contiennent.

DEMONSTRATION. Si C' = () ou C' = R?, I'assertion est triviale (I'intersection
d’une famille vide de sous-ensembles de R? est, par convention, R? tout entier).
Soit donc C' un convexe fermé non vide et différent de R¢. Alors, x € C° si
et seulement si {x} et C' sont séparés fortement, et cette derniére condition
équivaut a

x n’appartient pas & l'intersection des demi-espaces fermés conte-

nant C. =

Corollaire 5. Soit C € € (R?). Alors clC est I'intersection des demi-espaces
fermés qui contiennent C.

DEMONSTRATION. D’aprés le corollaire précédent, il suffit de voir que la famille
des demi-espaces fermés qui contiennent C' et celle des demi-espaces fermés qui
contiennent clC' sont les mémes. Ceci résulte immédiatement du fait que si
C C D et D est fermé, alors c1C C D. =

Théoréme 13. Soit C € € (R?) tel que int C # . Alors il y a équivalence entre
(a) x¢intC;
(b) C et {x} sont séparés proprement, c'est a dire, il existe b € R\ {0} et
yo € C tels que

sup (b,y) < (b,x) et (b,yo) < (b,x).
yeC

DEMONSTRATION. Le fait que (b) implique (a) résulte immédiatement du
lemme 3. Montrons que (a) implique (b). D’apres le théoréme 9, int C = int cl C,
donc (a) s’écrit aussi x ¢ int clC, soit encore x € cl(cl C)¢. Donc il existe une
suite (xg)gen- C (c1C)° qui converge vers x. D’apres le théoreme 12, pour
chaque F, il existe by, € RY\ {0} tel que

sup (by,y) < (br,Xp). (2.4)
yeC
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En divisant by, par sa norme si nécessaire, on peut supposer que ||by|| = 1 pour
tout k. Comme la sphére unité de R? est compacte, on peut aussi supposer
(en prenant une sous-suite si nécessaire) que la suite (by)ren+ converge vers
un point b (de norme 1). On déduit de 'inégalité (2.4) que, pour tout y € C,
(b,y) < (b,x) et donc, que

sup (b,y) < (b,x).
yeC

Montrons par I'absurde qu'’il existe yo € C tel que (b,yo) < (b,x). Supposons
que

inf (b = (b,x).

Jnf {b,y) = (b,x)
Alors C € H := {y € R?|(b,y) = (b,x)}, de sorte que aff C C H. Ceci est
absurde puisque aff C = R?. «

Proposition 2. Soit C un convexe de R? relativement ouvert ne contenant pas
I'origine. Alors il existe une droite vectorielle A telle que ANC = 0.

DEMONSTRATION. Si dimC = 0, c’est-a-dire si C = () ou C est un singleton,
le résultat est trivial. Supposons que dimC = 1. Alors aff C' est une droite.
Supposons tout d’abord que aff C' contient l'origine, autrement dit, que aff C
est une droite vectorielle. Si A une autre droite vectorielle, alors ANC = () car,
sinon, on aurait A = aff C'; A et aff C' ayant en commun 0 et un point x # 0.
Supposons maintenant que aff C' n’est pas une droite vectorielle. Alors, le choix
A = aff C —aff C convient, puisque aff C —aff C est la droite vectorielle parallele
aaff C.

Reste a considérer le cas ou dim C' = 2. Alors C' est un ouvert qui ne contient
pas lorigine. D’apres le théoréme 13, C et {0} sont séparés proprement par une
droite A’. Soit D le demi-plan fermé associé & A’ qui contient C. Puisque C est
ouvert, C' C D et D est fermé, il est clair que C' C int D, ce qui entralne que
A’'NC = 0. Il est alors évident que A := A’ — A’ convient. =

Théoréme 14. Soit C € ¥ (R?). Il y a équivalence entre
(a) x ¢riC;
(b) C et {x} sont séparés proprement.

DEMONSTRATION. On peut supposer, en appliquant une translation si néces-
saire, que x = 0.
Supposons (a). Nous allons montrer qu’il existe alors un sous-espace vectoriel
de dimension d — 1 qui ne rencontre pas ri C, ce qui établira (b). Considérons la
propriété

(2) Ve € ¥(RY): dimV =k et Vi NriC = (.
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La condition (a) n’est autre que &). Supposons que () soit satisfaite pour
k < d—1, et montrons que (£;11) est aussi satisfaite. Puisque Vx N1iC = 0 et
0ecVy,

0&riC -V, DriC,

et puisque k < d — 2, VkJ- contient un sous-espace vectoriel W de dimension 2.
Soit alors
C':=Wn(EiC — V).

L’ensemble C’ ne contient pas 0. Montrons que C’ est relativement ouvert. Si
C’ est vide, c’est trivial (ri) = @). Si C” est non vide, alors

DAEWNEC—V)=riWnNri(riC — V),

ou ’égalité résulte du fait évident que W = ri W et du corollaire 3. La proposi-
tion 1(1) implique alors que

riC’ ri(Wn@ic - W)
riWnNririC — V)
W@ — V)

C'.

D’apres la proposition 2, il existe une droite vectorielle A C W telle que ANC’ =
(. Puisque W C Vkl, Vi + A est un sous-espace vectoriel de dimension k + 1.
D’autre part, Vi + A ne rencontre pas riC. Supposons en effet qu’il existe
x0 € (Vik+A)NriC. Alors xg = x+y €r1iC, avec x € Vi, et y € A. Mais alors
y=%x¢g—X€1iC — Vi, et commey e ACW,yeC doncy € ANC’. Mais
ceci est absurde, puisque ANC’ = . On en déduit que (1) est satisfaite.
Réciproquement, supposons que C' est {0} soient séparés proprement. Alors il
existe un demi-espace fermé D tel que

CcD, 0g€intD et intDNC#D.

Remarquons que int D = riD. Soit H la frontiere de D (H est ’hyperplan
séparateur). Montrons par 1’absurde que

riCNriD # 0. (2.5)

Puisque ri C' C D, la condition ri C'Nri D = @) impliquerait la condition riC C H
et donc, puisque H est fermé, la condition clriC = clC C H, en contradiction
avec le caractere propre de la séparation. Montrons finalement que 0 € ri C'. En
vertu de la condition (2.5) ci-dessus, la proposition 1(1) implique que

riCNriD =1i(CND)=riC,

et donc que riC C riD = int D. Comme 0 ¢ int D il s’ensuit que 0 € riC. =

Corollaire 6. Soient C1,Cs € €(RY). Il y a équivalence entre
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(a) riC;NriCy = 0;
(b) C; et Cs sont séparés proprement.

DEMONSTRATION. Soit C := C; —Cj5. D’apres le corollaire 3, ri C' = 11 C; —ri Cs.

Donc
(a) <= 0¢riC) —1iCy <= 0¢&riC.

D’autre part, pour tout b € R?,

a0 = faf, (b3) = sup (b
et
sup (b,x) = sup (b,x;)— inf (b,x2).
xeC x1€01 x2€C2
Donc

x1€C1 x2E€CH
(b) = sup (b,x1) > inf (b,x2)
x1€C x2€C5
<~ inf(b,x) >0 et sup(b,x)>0
xeC xeC

<= {0} et C sont séparés proprement.
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Chapitre 3

Cones

3.1 Définitions et propriétés élémentaires

Un sous-ensemble K de R? est un cone si RY K C K, c’est-a-dire, si K est
stable par multiplication par les réels strictement positifs. Un cone est donc un
ensemble de demi-droites d’extrémité 'origine, contenant ou ne contenant pas
lorigine. Il est faile de voir que 'intersection d’une famille quelconque de cones
[resp. cOnes convexes, cones convexes fermés] est un cone [resp. cone convexe,
céne convexe fermé].

Exemple 1. Soit C' € R? un ensemble convexe fermé. On vérifie facilement
que, pour tout x € C, ’ensemble

Ne(x):={yeR?|VzeC, (y,z—x) <0}

est un cone convexe fermé. On I'appelle le cone normal & C' en x. Le théoreme 11
montre que, pour x € R? et x € C, il y a équivalence entre

(a) x = projc(x);
(b) x —x € No(x).
De plus, on peut montrer que
(1) six € intC, No(x) = {0};
(2) si C = F est un sous-espace vectoriel, alors Ng(x) = E* pour tout x € E;
(3) si C est le demi-espace fermé {x € R?|(b,x) < 8} (ou b € R\ {0} et
B € R), alors N¢(x) = Ry {b} pour tout x € H := {y € R¢|(b,y) = 3}.=
Proposition 3. Soit K € Z(R%). Il y a équivalence entre
(a) K est un cone convexe;
(b)) K+ KCKetR{KCK;
() {Mxi+- -+ Axg|ge N N\ eRY x; € K} CK;
(d) faxi+--FAxg g e N N eRY x; € K} = K.
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DEMONSTRATION. L’équivalence entre (b), (c) et (d) étant évidente, montrons
I’équivalence entre (a) et (b). Supposons que K est un cone convexe, et montrons
que K est stable par addition. Si x,y € K, alors
X Yy
X+ 22(7—&—7) €K,
Y 2 72

puisque K est convexe et R} K C K. Réciproquement, supposons (b), et mon-
trons que K est convexe. Si x,y € K et A € 0, 1], alors (1 — \)x et Ay puisque
RY K C K, et la stabilité par addition implique alors que

(I-XNx+AyeK.

Proposition 4. (1) Soient E € Z(R?) et
K:={hxi+- 4+ Axq | e N*,\; e R} ,x; € E}.

Alors K est le plus petit c6ne convexe contenant F.

(2) Soient C' € ¢ (R%) et K := {Ax| X € R*,x € C}. Alors K est le plus petit
c6ne convexe contenant C'.

DEMONSTRATION.

(1) 11 est facile de voir que K est un cone convexe contenant F. Soit K’ un
autre un cone convexe contenant F, et montrons que K C K’. Comme
EcCc K/,

K C {/\1X1 —i—---—l—)\qxq | qE< IN*,/\J' E]R*_,'_,Xj € K’}.
La proposition 3 montre que ce dernier ensemble n’est autre que K'.

(2) Test clair que K est un cone. Montrons que K est convexe. Soient x,y € K
et a € ]0,1[. Alors x = A\1xg avec A1 > 0 et xg € C, et y = A\ayp avec
A >0etygeC.Ona:

I-a)x+ay = (1-—a)lixe+ aryo
= (1= +ar) x
(1—a)\ ag

+ Yo

(1 —a)A1 + aXs Y

L’expression entre crochets est une conbinaison convexe d’éléments de C'.
On en déduit que (1 — a)x + ay € K. Soit maintenant K’ un autre cone
convexe contenant C, et montrons que K C K’ :

K = {Xx|\eRi,xeC}
x4+ Axg g e N", N € RY x5 € C}

(1 —a)A1 + aXrs

C
C {)\1X1+~~~+)\qxq|q€]N*,/\jGle_,ijK’},

puisque C' C K’. Mais la proposition 3 montre que ce dernier ensemble
est égal & K'. u

23



Le céne convexe engendré par E € Z(R?) est 'ensemble

PE = {)\1X1—|—~-~+)\qxq\q€]N*,)\j€R+,xj€E}
= {0}U{Mxi 4+ +Axg|ge N, N\ e RY,x; € E}.

Théoréme 15. Soit ay,...,a,, € R% Alors K := P{aj,...,a,,} est fermé.

DEMONSTRATION. Etape 1. On montre tout d’abord le résultat dans le cas ot
0 & co{ay,...,a,}. Soit (xx)ren+ C K une suite qui converge vers un point x,
et montrons que x € K. En notant A la matrice de taille m x d dont la j-ieme
ligne est égale au vecteur a}r (j =1,...,m), on remarque que

K={pai+ 4+ Ynam | y1,--.,ym € Ry} = ATRT.

Pour tout k € IN*, x;, = Ay, avec yj € R™*. Supposons, en vue d’obtenir une
contradiction, que la suite (yx)ren+ n’est pas bornée. En prenant une sous-suite
si nécessaire, cela revient a supposer que

m
lyill, =00, ou ylly = Iyl
j=1

Soit z, := ||lyx|l; 'y Par compacité de {u € R?|||ul|; = 1}, on peut supposer,

en prenant & nouveau une sous-suite si nécessaire, que (zj)gen+ converge vers
s m m -

un point z € R’} tel que Zj:1 zj = 1. Alors,

m
E zjaj = ATz = k]ggo ATZk = klggo WAT}% =0,
= YEll1

puisque la suite des A"y = x;, est bornée. Ceci montre que 0 € co{ay,...,a,},
en contradiction avec ’hypothese. La suite (y)xen+ est donc bornée. En prenant
encore une sous-suite si nécessaire, on peut supposer que y, — y € R’ lorsque
k — oo. Alors, la suite (xj)ren+ converge vers ATy, ce qui montre que

) [S g Yy, q q

x=A'yec ATRT =K.

Etape 2. On montre ensuite que, si 0 € co{ay,...,an}, alors

m

K ="P{a,...,a,} = UIP({ah...,am}\{ai}) — K’

=1

L’inclusion K’ C K est évidente. Soit donc x € K, et montrons que x € K'. Il
existe y € RY" tel que x = ATy. Soit A € R’ tel que

m m

Z)\j =1 e 0= Z/\jaj, (31)
j=1

J=1

24



et soit J :={j € {1,...,m}|A; > 0}. I est clair que J # (. On pose

Y
Q= 1min —.
jeJ )‘j

Alors y; — aX; > 0 pour tout j € {1,...,m} et il existe i € {1,...,m} tel que
y; — a); = 0. En utilisant la deuxiéme égalité de (3.1), on voit que

m

x=ATy = Zyjaj = (y; —aXja; € P({ar,...,an} \ {ai}).

j=1

Etape 3. On montre enfin le théoréeme par récurrence. Etant donné m € IN*,
on considere la propriété suivante :

() Vai,...,a, € RY P{ai,...,a,} est fermé.

Il est clair que (Z7) est satisfaite, puisque Ri{a} est soit une demi-droite
fermée, soit le singleton {0}. Supposons (Z,,) satisfaite, et soit

{ai,...,am11} C R%

Si 0 & co{ay,...,amt1}, alors P{a1,...,an+1} est fermé d’apres Iétape 1.
Dans le cas contraire, I’étape 2 montre que

m—+1
Plai,...,a;mq1}t = U P({ai,. . amp} \ {ai}).
i=1
Par hypothese de récurrence, P({ai, ..., am11} \ {a;}) est fermé pour tout 4. II
s’ensuit que P{ay, ..., a1} est fermé, comme réunion finie de fermés. a

3.2 Cones polaires
Soit K € R? un céne. Le polaire de K est I’ensemble
K°:={¢eR'| Vx €K, (¢£x)<0}.

Proposition 5. (1) Soit K un cdne. Alors K° est un cne convexe fermé.
(2) Soit K un cdne convexe. Alors K°° = cl K.

DEMONSTRATION.

(1) On vérifie facilement que, pour tout x € R?, {¢ € R?| (¢, x) < 0} est un
cone convexe fermé (c’est soit un demi-espace fermé dont le bord contient
I'origine, soit R? tout entier). Le résultat découle alors immédiatement du
fait que

K°= (] {¢eR| (¢x) <0}.

xeK
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(2) Soit x € K. Pour tout & € K°, (£,x) <0. Donc x € K°°. Donc K C K°°,
et puisque K°° est fermé, cl K C K°°. Afin de montrer I'inclusion opposée,
supposons que x ¢ cl K. D’apres le théoréeme 12, {x} et K sont séparés
fortement :

b e R\ {0}: 5161}13<<b,y> < (b,x). (3.2)

Pour tout y € K et tout t > 0, ty € K, de sorte que t(b,y) < (b,x),
d’apres 'inégalité (3.2). En divisant par ¢, puis en faisant tendre ¢ vers
I’infini, on voit que

sup (b,y) <0.
yeEK

Par ailleurs, choisissons z quelconque dans K. Alors, pour tout ¢ > 0,
tz € K, de sorte que supyck(b,y) > t(b,z). En faisant tendre ¢ vers 0,

on voit que

sup (b,y) > 0.
yeK

Par conséquent, supy€K<b,y> = 0, ce qui montre que b € K°. Comme
(b,x) > 0, on voit que x & K°°. »

3.3 Théorémes de Farkas et de Gordan

Le théoréme suivant est souvent appelé le lemme de Farkas'. Il est essentiel en
programmation linéaire, en particulier dans I’approche dite duale. Il intervient
aussi en programmation non linéaire, dans la preuve du théoreme de Karush-
Kuhn-Tucker. Dans tout ce paragraphe, {ei,...,e,,} désignera la base cano-
nique de R™.

Théoreéme 16. Soit A € M, «,(R), et soit £ € R™. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(a) pour tout x € R™ tel que Ax <0, (£,x) <O0;

(b) il existe y € R tel que € = ATy.
Autrement dit, {x € R" | Ax < 0}° = ATR'".

DEMONSTRATION. On note aj, le coefficient de la j-itme ligne et de la k-ieme
colonne de A et aj := (aj1,...,aj,)" € R". Rappelons que
ATRT ={yia1+ -+ Ymam | ¥1,-.-,ym € Ry}.

Montrons tout d’abord linclusion ATRT C {x € R™|Ax < 0}°. Soit donc
z=1y1a1 +  + Ym@m, OUY = (Y1,...,Ym) ' € R7*. Pour tout x € R" tel que
Ax <0,

(z,x) = Zyj <aj7x> <0,
j=1

L Julius Farkas (1847-1930) : Mathématicien et physicien hongrois.
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puisque (a;,x) = (Ax); < 0 pour tout j. Donc z € {x € R"|Ax < 0}°.
Réciproquement, montrons que, si xg ¢ ATIRT, alors xg € {x € R"| Ax < 0}°.
D’apres le théoreme 15, ATRT est un cone convexe fermé. Si xg ¢ AR, on
peut séparer {xo} et ATRT fortement : il existe b € R™\ {0} tel que

sup (b,z) < (b,xq).
zEAT]RT

Puisque ATIRT est un cone, (b, tz) < (b,x) pour tout t > 0 et tout z € ATRT.
En divisant la derniere inégalité par ¢, puis en faisant tendre ¢ vers 'infini, on
obtient :
sup (b,z) <0. (3.3)
zEAT]RT

En fait, le supremum ci-dessus est égal a zéro, puisque 0 € AT]RT, de sorte que
(b,x0) > 0. Maintenant, en prenant z = A'ej,..., A"e,, dans (3.3), on voit
que (Ab,e;) < 0 pour tout j, c’est-a-dire, Ab < 0. Puisque (b, xg) > 0, ceci
montre que Xo ¢ {x € R"|Ax < 0}°. a

Corollaire 7. Soient A € M,,x,(R) et b € R™. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(a) {xeR"|Ax < Db} #0;
(b) si ATy =0 avec y € R, alors (b,y) > 0.

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que (a) équivaut & la condition
b € AR™ + R. Or, en notant a’ la j-ieme colonne de A,

AR" = {ma'+ - +z,a"|zy,..., 2, €R}
= {(slftl)al+"'+(Sn*tn)an|31a~'~75n,t1,~~'7tn €R+}
= p{a',...,a", —a', ..., —a"}.

Il s’ensuit que

AR" + R = P{a',...,a" —a',...,—a"e!,... e™}
[A;—A; 1, |RTY,
ol I,,, désigne la matrice identité de taille m x m, et ou C'T := [A; —A; Im] €

M,y (2n4-m) (R). On remarque au passage que, d’apres le théoreme 15, AR™ +R7
est un cone convexe fermé. Le théoreme 16 montre que

AR" + R} = {y €R™ | Oy <0} = {y eR" | ATy =0}",

ott la deuxieme égalité résulte du fait que C'y < 0 si et seulement si ATy < 0,
~ATy < 0ety < 0 (cest-a-dire, y € R™ et ATy = 0). Finalement, nous
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avons :
b e AR" + R

Vy e R"Nker AT, (b,y) <0
Vy € RY Nker AT, (b,y) >0
(b).

[

Corollaire 8. Soient A € M,,xn(R), C € Myxn(R), b € R™ et ¢ € RP. Les
assertions suivantes sont équivalentes :

(a) {xeR"|Ax<b, Cx=c} #0;
(b) siATu+C"t=0avecu e RT et t € R?, alors (b,u) + (c,t) > 0.

DEMONSTRATION. Puisque Cx = c si et seulement si Cx < c et —Cx < —c,

{xeR"| Ax<b, Cx=c}={xeR"| Dx<d},
ou D:= [AT;CT;—CT]T et d:= (bT;cT;—cT)T.

D’apres le corollaire 7, (a) équivaut & 'implication

oo (4 ) = )
A e

\%
w

En posant t := v —w, et en remarquant que RY — R, = RP, I'implication
ci-dessus peut encore s’écrire
ATu+CTt=0

>0.u
o e = b (et 20

Théoreme 17. [Gordan] Soit A € M, x,(R). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(a) {xeR"|Ax < 0} #0;
(b) ker AT NR7T = {0}.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe x € R™ tel que Ax < 0. Alors il existe
§ > 0 tel que Ax < —ée, ot e:= (1,...,1)". Donc

{xeR" | Ax < —de} # 0.
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D’apres le corollaire 7, tout y € R tel que ATy = 0 satisfait :
m
-0 (e,y) = —6Zyj > 0.
j=1

Donc ker AT NR? = {0}. Réciproquement, supposons que ker AT NRT = {0} :
si ATy = 0 avec y € R™, alors y = 0, de sorte que (—e,y) > 0. Le corollaire 7
montre alors que

{xeR"| Ax < —e} #10),

donc que {x e R" | Ax < 0} # 0. a

29



Chapitre 4

Fonctions convexes

4.1 Généralités

Une fonction f: R? — R est dite convexe lorsque
vx,y e RY VA€[0,1], f((1-Nx+Ay) < (1=Nf(x)+Af(y). (4.1)
Il est facile de voir que f est convexe si et seulement si son épigraphe
epi f == {(x,a) € R | f(x) <a}

est un sous-ensemble convexe. Cette caractérisation des fonctions convexes a va-
leurs dans R permet d’étendre la définition aux fonctions & valeurs dans la droite
réelle étendue R := [—00,00] : on dit que f: RY — R est convexe lorsque son
épigraphe est convexe. La définition ci-dessus de I’épigraphe d’une fonction reste
bien siir valide pour les fonctions & valeurs dans R, alors que la définition (4.1)
pose probleme, 'expression oo — oo étant non définie. Dans toute la suite, on
considere des fonctions & valeurs dans R. L’analogue de la condition (4.1) pour
de telles fonctions fait I'objet du théoreme suivant.

Théoréme 18. Soit f: R? — R. Il y a équivalence entre
(a) f est convexe;
(b) pour tous x,y € R? et tout A € ]0,1[, si f(x) <a€Ret fly) <B€R
alors f((1=Xx+Xy) < (1=XNa+A3;
(c) pour tous x,y € R? et tout A € ]0,1],si f(x) <a € Ret f(y) <BER
alors f((1—=X)x+Ay) < (1= Xa+ 3.

DEMONSTRATION. Supposons que f est convexe, c’est-d-dire, que epi f est
convexe, et soient x,y € R%et A €]0,1[. Si f(x) < a € Ret f(y) < 8 € R, alors
deux cas peuvent se présenter : soit f(x), f(y) € R, et alors (x, f(x)), (y, f(y)) €
epi f, soit f(x) ou (inclusif) f(y) vaut —oo. Dans le premier cas, la convexité
de epi f implique que

(1 =X (x, f(x) + Ay, f(y)) € epi f,
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c’est-a-dire, ((1 — A)x+ Ay, (1 — A) f(x) + Af(y)) € epi f, et il s’ensuit que
F = Ax+Ay) < (1= NF() +Af(y) < (1— Ao+ AB.

Dans le deuxiéme cas, avec par exemple f(x) = —oc et f(y) € R, la convexité
de epi f implique que

VaeR, (1-N(x,a)+ Xy, f(y)) €epif,

c'est-a-dire, ((1 — A)x + Ay, (1 — AN)a + Af(y)) € epif pour tout a € R; il
est clair que cette derniére condition implique que f((1 — A)x + Ay) = —00 <
(I1=XN)a+AB. Le fait que (b) implique (c) est évident. Supposons la condition (c)
satisfaite, et montrons (a). Soient (x,a),(y,5) € epif. On doit montrer que
(T =XNx4+ Ay, (1 = XN)a+ AB) € epi f, c’est-a-dire, que

F((=Xx+Ay) < (1=XNa+ 3.

Cette derniere inégalité est fournie par (c) dans le cas ou f(x) < a et f(y) < 3,
et reste vraie par passage a la limite dans les cas ot une inégalité au moins est
large. =

On appelle fonction indicatrice d’un sous-ensemble E de R¢ la fonction définie
par
0 sixekFE,

o0 sinon.

o) = {

On vérifie aisément que §(x|E) est convexe si et seulement si E est convexe.

Une fonction f: R? — R est dite convexe sur C, ot C € % (R?), lorsque la
fonction qui coincide avec f sur C' et vaut co sur son complémentaire est convexe.
Ceci s’exprime de maniere concise en disant que f + §(-|C) est convexe. La
proposition suivante donne une caractérisation des fonctions d’une variable qui
sont convexes sur un intervalle ouvert. Sa démonstration est laissée en exercice.

Proposition 6. [Critére des pentes croissantes] Soit ¢: R — R une fonction et
I un intervalle de R sur lequel ¢ est finie. Alors, il y a équivalence entre :

(a) ¢ est convexe sur I;

(b) pour tous z,y,z € I tels que z < y < z,

o) — (@) _ 9l2) — p@)
y—xr = z—-xz

(c) pour tous z,y,z € I tels que x < y < z,

py) — o) _ ¢(2) —y).
y—x = z—y

(d) pour tous z,y,z € I tels que z < y < z,

p(2) —pz) _ p(2) —oly)
zZ—T B z—1
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On appelle domaine effectif (ou simplement domaine) d'une fonction convexe
f: R4 — R I'ensemble

domf::{XEIE{d|f(X)<oo}.

11 est facile de voir que dom f est un sous-ensemble convexe de R? et que, si P
désigne la projection canonique de R%! sur R?, alors dom f = Pepi f.

Les fonctions constantes f = oo et f = —oo sont des cas particuliers de fonctions
convexes, d’épigraphes respectifs ) et R*!, et donc de domaines respectifs ()
et R

On dira qu'une droite de R4t = R? x R est verticale si elle est de la forme
{x} x R avec x € R?. On remarque que epi f contient une droite verticale si et
seulement si elle prend la valeur —oo.

Une fonction convexe f: R® — R est dite propre si f # oo et f ne prend pas
la valeur —oo, autrement dit, si epif # @ et epi f ne contient pas de droite
verticale. Dans le cas contraire, f est dite impropre.

On remarque que, si f est convexe propre, alors on peut a nouveau écrire sans
ambiguité la condition

vx,y €RY, VA€0,1],  f((1—Nx+Ay) < (1-N)f(x)+Af(y).

Si Pégalité est stricte dés que x,y € dom f, x £y et A € ]0,1[, on dit que f est
strictement convexe.

Théoréme 19. Soit f une fonction convexe impropre. Alors f(x) = —oo pour

tout x € ridom f.

DEMONSTRATION. Si f = oo, alors dom f = 0 et il n’y a rien & montrer.
Supposons donc que f prenne la valeur —co en un certain x (de sorte que
x € dom f). Soit z € ridom f. D’aprés le corollaire 2, il existe p > 1 tel que
y:=(1—p)x+ pz € dom f. Alors,

1 1
z:;((u—l)x—i—y):(l—/\)x#—)\y avec )\::;6]0,1[.
D’apres le théoreme 18, si f(x) < a € Ret f(y) < 8 € R, alors

F(z) < (1= Na+A\5.

Comme f(y) < oo, on peut fixer 5 (dans |f(y), oo[), et comme f(x) = —o0, on

peut faire tendre o vers —oo, ce qui montre que nécessairement f(z) = —00. u

Théoreme 20. Soit f une fonction convexe sur R?. Alors

riepi f = {(x,€) € R | x eridom f, € > f(x)}.
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DEMONSTRATION. Soit P la projection canonique de R**! sur R?. Puisque
dom f = Pepi f, le théoreme 10 montre que

ridom f = Priepi f. (4.2)
Pour tout x € RY, P~1{x} = {x} x R est une droite (verticale), de sorte que
ri P~H{x} = P~!{x}. Par conséquent, si x € ridom f, ri P~1{x} Nriepi f est
non vide, et il résulte alors de la proposition 1 que
ri P~ x} Nriepi f = ri(P~{x} Nepi f).
Or, P~Hx} Nepi f = {x} x {a € R|a > f(x)}. Nous avons donc montré que
vx € ridom f, P {x}Nriepif = {x} x {a € R|a > f(x)}. (4.3)

Maintenant, soit (z,v) € riepif. Alors z € ridom f d’apres (4.2) et v > f(2)
d’apres (4.3). Réciproquement, si z € ridom f et si v > f(z), (4.3) entraine
(z,7) €riepif. =

4.2 Fonctions convexes sci

Une fonction f de R dans [—oo, +00] est dite semi-continue inférieurement en
un point x si 'on a

f(x) < liminf f(y) = liminf {{(y) | 0 <lly —x[| <&},

y—ox
c’est-a-dire si pour toute suite (xj)ren+ convergeant vers x,
f(x) <liminf f(x) ;= lim inf {f(x;) | j > k}.
k—oo k—o0

Une fonction f ayant cette propriété en tout point x € R? est dite semi-continue
inférieurement (sci).

Exemple 2. [Transformée de Laplace] Soit 1 une mesure de probabilité sur RY.
La transformée de Laplace de j est la fonction définie sur R? par

Gul€) = [ 9 du(x)

Nous allons montrer que G, est semi-continue inférieurement. Soit (£ )ren- une
suite qui converge vers &£. Considérons les fonctions mesurables positives

g(x) = ™8 et gp(x) = e ke N
La continuité de 'application & — £} implique que

likm inf g (x) = klim gr(x) = g(x).
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D’apres le lemme de Fatou, on a alors

[ 960 ) < timint [ g2) du.

qui est précisément 1'inégalité cherchée. =

Dans le paragraphe précédent, la convexité d’une fonction f sur R? était définie
via la convexité de son épigraphe dans R?*!. Nous établissons maintenant le
lien entre la semi-continuité inférieure de f et la topologie de epi f.
Théoreme 21. Soit f: R? — R. Il y a équivalence entre

(a) f est sci;

(b) epi f est un ensemble fermé de R4+

(c) pour tout o € R, I'ensemble de niveau lev,(f) := {x € R?| f(x) < a} est
fermé.

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que (a) implique (b). Considérons
une suite (Xg, g )ren+ C epi f qui converge vers un point (x,«). Alors,

a = lim af =liminf o > liminf f(xz) > f(x).
k—o0 k—oo k—oo

Donc (x,«) € epi f. Montrons ensuite que (b) implique (c). Soit @ € R tel que
levy (f) soit non vide. Soit (xg)gen+ C levy(f) une suite qui converge vers un
point x. Alors,

Yk e N*, (xg,«) € epif.

La condition (b) implique que (x,«) € epif, c’est-a-dire, que x € lev,(f).
Montrons enfin, par contraposition, que (c¢) implique (a). Supposons donc qu’il
existe un point x tel que f ne soit pas sci en x. Alors, il existe une suite (xg)gen-
telle que

X, — X lorsque k—oo et f(x)> likminf f(xg)-

Dong, il existe une sous-suite (xj,)ien+= et un réel 5 tels que
Xg, — X lorsque 1 — o0 et f(xg)— 0 < f(x).

Soit a € |3, f(x)[. Pour [ suffisamment grand, disons | > L, f(xx,) < o < f(x).
Donc lev,(f) contient la suite convergente (X, );en+ et non sa limite.

Le théoreme 21 et le corollaire 4 montrent que, si f est convexe et sci, son
épigraphe est l'intersection des demi-espaces fermés qui le contiennent. Parmi
ces demi-espaces, il est clair qu’il ne peut y avoir aucun demi-espace inférieur,
c’est-a~dire, du type

{(x,0) e R¥! | a < (b,x) — B} avec b#0.
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Nous allons voir que, si f est convexe propre sci, on peut retirer de la famille
des demi-espaces fermés qui contiennent epi f tout ceux dont le bord est vertical
sans changer I'intersection. Un hyperplan de Rt est dit vertical s'il est de la
forme

{(x,) € R*! | (b,x) =3} avec b#0.

Autrement dit, il suffit pour obtenir epi f de considérer les demi-espaces fermés
qui sont des épigraphes de fonctions affines minorant f (appelées aussi mino-
rantes affines de f).

Théoréme 22. Soit f: R? — ]—00, +oc] une fonction convexe, propre et sci, et
soit (xo,y0) & epi f. Alors il existe une fonction affine dont le graphe sépare epi f
et {(x0,y0)} fortement.

DEMONSTRATION. D’apreés le théoréme 21, epi f est un ensemble convexe fermé.
Le théoreme 12 fournit alors un hyperplan H séparant epi f et {(xqo,y0)} forte-
ment. Cela signifie qu'il existe (¢,7) € R\ {(0,0)} et c € R tels que

sup  {(&,%) +ny —c} <0< (&,%0) +nyo —c. (4.4)
(x,y)€epi f

L’hyperplan séparateur est ici I'ensemble H = {(x,y) € R | (¢,x) +ny = c}.
Sin # 0, H est le graphe de la fonction affine x — (¢ — (£,%))/n, et le résultat
est établi. Sin =0, H est alors un hyperplan vertical, et (4.4) peut s’écrire

sup {(&,x) —c} <0< (£,%0) —c. (4.5)

x€dom f

D’autre part, f admet au moins une minorante affine m puisqu’elle est convexe
propre sci. Dans le cas contraire, en effet, ’ensemble convexe fermé epi f serait
I'intersection de demi-espaces fermés de frontiere verticale et, par conséquent
serait vide ou contiendrait une droite verticale. On peut donc écrire que, quel
que soit x € RY,

m(x) := (§1,x) — 1 < f(x), (4.6)

Pour tout a > 0, posons

me(x) = oz((é,x> - c) + (<£1,x> — cl).

Puisque (€,x0)—c > 0, il est clair que, pour « suffisamment grand, mq, (xo) > yo.
Pour un tel «, on a alors :

sup  {ma(x) -y}
(x,y)€epi f

< a sup {(§,x)—c}+ sup {(§,x)—c1—y}
x€dom f (x,y)€epi f

< 0
< ma(X0> — Yo,
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ol la premiére inégalité stricte provient de (4.5) et (4.6). Le graphe de 1’appli-
cation affine m,, est 'hyperplan non vertical H, d’équation m,(x) —y = 0, et
les inégalités ci-dessus montrent que H,, sépare les ensembles epi f et {(xXo, y0)}
fortement. =

Corollaire 9. Toute fonction convexe propre sci sur R? est égale a I'enveloppe
supérieure de ses minorantes affines.

DEMONSTRATION. Soit h l'enveloppe supérieure des minorantes affines de f.
Il est clair que h < f. Supposons qu’il existe xg € R? tel que h(xg) < f(xo)-
Alors, (xg,h(x0)) & epi f, et le théoréme 22 fournit une fonction affine m dont
le graphe sépare epi f et (xqg,h(xg)) fortement. Par conséquent, m minore f et
m(xXo) > h(xo), en contradiction avec la définition de h. =

Nous allons maintenant définir la notion de régularisée sci d’une fonction f. Re-
marquons tout d’abord qu’un sous-ensemble E de R+! = R? xR est 1’épigraphe
d’une fonction f: R? — R si et seulement si E est la réunion d’ensembles de la
forme
{x} xR ou {x}x [f(x),00].

Autrement dit, il y a équivalence entre

(a) E est un épigraphe;

(b) pour tout x € R4, ({x} x R) N E est fermé et satisfait :

(x,a) € E

3> a }:>(x,ﬁ)eE.

Lemme 4. Si E € Z(R*!) est un épigraphe, alors cl E est un épigraphe.

DEMONSTRATION. Nous allons utiliser la caractérisation ci-dessus des épigra-
phes. Supposons que E soit un épigraphe. II est clair que, pour tout x € RY,
({x} xR)Ncl E est fermé, comme intersection de deux fermés. Soit (x,a) € cl E
et B > a. Alors, (x,a) est la limite d'une suite (xj, o )ken+ C E. Comme E est
un épigraphe, (xi, ar + 5 — a) € E pour tout k. Mais (xx, ar + 8 — a) — (x,3)
lorsque k — oo, ce qui montre que (x,5) € clE. »

Soit f: RY — R. D’aprés le lemme précédent, cl(epi f) est I’épigraphe d’une
fonction, que I'on appelle la régularisée sci de f. On la note Isc f. La fonction f
est sci si et seulement si f et Isc f coincident. En effet,

fsci < epiffermé
<= epif = cl(epif) = epi(lsc f)
— f=lIscf.

Théoréme 23. Soit f: RY — R. Alors,
Iscf=sup{h: R =R | hestscieth<f}.
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DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que h < f équivaut & epif C
epih, et que si (ha)aca est une famille de fonctions (A est un ensemble quel-
conque d’indices), alors

episup hy = m epihg.
acA acA

Maintenant, epi(lsc f) est, par définition, I'intersection de la famille des fermés
qui contiennent epi f. Comme epi(lsc f) est un épigraphe fermé, on peut res-
treindre la famille aux fermés qui sont des épigraphes. On a donc :

epi(lsc f) = ﬂ{epih | hest sciet h< f}.u

Corollaire 10. Soit f: R* — R. Alors, pour tout x dans R?,

(s 1)) = min { 10 i int £5) |

DEMONSTRATION. Soit x € R?. Puisque Isc f est sci et Isc f est majorée par f,

(Isc f)(x) < liminf(lsc f)(y) < liminf f(y),

y%x y~>x
de sorte que

(Isc f)(x) < p == min {f (x), lim inf f (y)}

Supposons, en vue d’obtenir une contradiction, que (Isc f)(x) < w. Alors, il
existe A € R tel que (Isc f)(x) < A < p. La condition A < liminfy,_.x f(y)
entraine 'existence d’un € > 0 tel que

inf {f(y) | 0 <y —x|| <e} > A
Puisque f(x) > p > A, on voit que f(y) > A pour tout y € B(x,¢). Ainsi,
V(y,t) € Q:=B(x,e) x |00, A[, [f(y)>1.

On remarque que f(y) > t s’écrit aussi (y,t) € epi f. L’ensemble ouvert  est
alors un voisinage de (x, (Isc f)(x)) qui ne rencontre pas epi f, en contradiction
avec le fait que

(x, (Isc f)(x)) € epi(lsc f) = cl(epi f). =
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4.3 Fermeture d’une fonction

Etant donnée une fonction f: R — R, on définit la fermeture convexe (ou
simplement fermeture, lorsque le contexte est suffisamment clair) de f comme
I’enveloppe supérieure des minorantes affines de f. On note cl f la fermeture
de f :

clf::sup{h: R? — R ’ h est affine et h < f}

Il est clair que, quelle que soit f, la fonction cl f est convexe sci. On dit que f
est convexe fermée (ou simplement fermée) lorsque f = clf. Si f = oo, alors
cl f = o0, et si f prend la valeur —oo, alors cl f = —oc0.

Théoréme 24. Soit f: R? — R une fonction convexe propre. Alors cl f = Isc f,

c'est-a-dire, epi(cl f) = cl(epi f).

DEMONSTRATION. D’apres le corollaire 9, Isc f est égale & ’'enveloppe supérieure
de ses minorantes affines. Il suffit donc de voir que, si f est convexe propre, alors
la famille .Z(f) des minorantes affines de f et la famille .# (Isc f) coincident.
D’une part, Uinclusion .# (Isc f) C #(f) résulte immédiatement de 'inégalité
Isc f < f. D’autre part, soit h € #(f). Alors h est sci et h < f. D’apres le
théoreme 23, h <lsc f. Donc h € #(Isc f). =

Nous allons voir que, si f est convexe propre, alors cl f et f ne peuvent différer
que sur la frontiere relative de dom f.

Théoréme 25. Soit f: R? — R une fonction convexe propre. Alors, pour tout
x € ri(dom f), f(x) = (¢l )(x).
DEMONSTRATION. On note comme d’habitude P la projection canonique de
R+ sur R%. Soit x € ri(dom f). Nous allons montrer que

P Yx}nepif =P *{x}Nepi(cl f), (4.7
ce qui établira le théoreme. D’apres le théoreme 20,

P=Hx} Nri(epi f) = {x} x {a € R | a > f(x)} # 0.
Puisque P~1{x} = ri(P~{x}) = cl(P~}{x}),
(P~ {x} Nepi f) = (P~ {x}) N cl(epi f) = P~ {x} N epi(cl f),

ou la premiere égalité résulte de la proposition 1 et la deuxieme du théoreme 24.
L’équation(4.7) découle alors de ce que I'ensemble P~{x}Nepi f, qui n’est autre
que {x} x [f(x), 0], est fermé. a

38



4.4 Fonctions concaves

Une fonction g: R — R est dite concave lorsque —g est convexe. On concoit
aisément que tout énoncé concernant les fonctions convexes admet une formu-
lation analogue pour les fonctions concaves. L’objectif de ce paragraphe est
de donner quelques définitions, notations et assertions relatives aux fonctions
concaves, qui résultent directement de leurs analogues convexes.

L’hypographe d’une fonction quelconque g: R — R est I’ensemble

hypo g := {(x,a) € RA*! ‘ a<gx)}.

Une fonction g: R — R est concave si et seulement si son hypographe est
convexe. Dans ce cas, son domaine effectif (ou simplement domaine, si le contexte
est suffisamment clair) est ’ensemble

dom g := {x € R*| g(x) > —oc}.

Les fonctions de R? qui sont & la fois convexes et concaves sont les fonctions
affines et les fonctions constantes ¢ = oo et ¢ = —o0. Si @ est affine, alors
domp = RY, que ¢ soit considérée comme une fonction convexe ou comme
une fonction concave. Par contre, si ¢ = oo, domy = () si ¢ est considérée
comme une fonction convexe et domyp = R? si ¢ est considérée comme une
fonction concave. En général, le contexte ne laisse aucune ambiguité sur le sens
de l'expression dom .

Une fonction g est dite concave propre lorsque —g est convexe propre, c’est-
a~dire, lorsqu’elle ne prend pas la valeur oo et qu’elle n’est pas identiquement
égale & —o0.

Par ailleurs, une fonction g: R — R (convexe ou non) est dite semi-continue
supérieurement en un point x si —g est sci en x, c’est-a-dire, si

g(x) > limsup g(y) := lsifgsup {9(y) | 0 < |ly — x| <e},

y—x

ou encore, si pour toute suite (X )gen+ convergeant vers X,

g(x) > limsup g(xx) := lim sup{g(x;) | j > k}.
k—o0 k—o0

Une fonction g ayant cette propriété en tout point x € R est dite semi-continue

supérieurement (scs).

Une fonction g: R — R est scs si et seulement si son hypographe est fermé.

La régularisée scs d'une fonction g est la fonction usc g dont I’hypographe est

la fermeture de hypog. La cloture clg de g est I'enveloppe inférieure de ses

majorantes affines. Si g est concave propre, alors uscg = clg.

Enfin, si f et g sont respectivement convexe propre et concave propre, f — g est

bien définie, convexe, et

dom(f — g) = dom f Ndom g.
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Chapitre 5

Théorie différentielle et
dualité

5.1 Fonctions positivement homogenes

Définition 1. Une fonction f: R — R est dite positivement homogéne de
degré a € R lorsque

vx € R4, Wt >0, f(tx)=t"f(x).
Une fonction positivement homogene de degré 1 est dite positivement homogéne.

Remarque 1. Si f: R? — ]—00, 00| est positivement homogene de degré a # 0,
alors |f(0)| € {0,00}. En effet, pour tout ¢ > 0,

f(0) = f(t0) =1 f(0). =

Proposition 7. Soit f: R — ]|—00, 0] une fonction positivement homogene. ||
y a équivalence entre

(a) f est convexe;

(b) pour tous x,y € R?, f(x+y) < f(x) + f(y);
(c) pour tout m > 2 et tous X1, ..., Xm,

f(leF"'JFXm) Sf(xl)Jr"'Jrf(Xm)'
En particulier, si f est convexe propre et positivement homogene, alors

vx € RY f(x) + f(—x) > 0.

DEMONSTRATION. L’équivalence entre (b) et (c) est évidente. Pour voir que (a)
implique (b), il suffit d’écrire que

sy = £ (252) =2 (34 %) <2 (B2 ) — o9 4 400
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Réciproquement, supposons la condition (b) satisfaite. Soient x,y € R? et soit

A€]0,1[. Si f(x) <a€Ret f(y) < €R, alors
f(A=XNx+Xy) < fF(A=Xx)+f(Ny)
(1 =Nf(x)+Af(y)
< (1=Na+ A3,

et le théoreme 18 montre que f est convexe. Supposons enfin que f est convexe
propre et positivement homogene. Alors, pour tout x € R?,

fx) + f(=%) = f(x = x) = f(0) € {0, 00},

ou l'on a fait usage de la remarque 1. =

Proposition 8. Soit f: R — |—o00,00] une fonction convexe positivement ho-
mogene. Soient V' un sous-espace vectoriel de R? et {ey,...,e,,} une base de V.
Il'y a équivalence entre

(a) f est linéaire sur V;
(b) pour tout x € V, f(—x) = —f(x);
(c) pour tout j € {1,...,m}, f(—e;) = —f(e;).
DEMONSTRATION. Il est évident que (a) implique (b) et que (b) implique (c).

Supposons donc (c). Alors, pour tout j € {1,...,m}, f(e;) € R (puisque la
valeur —co est interdite). Montrons tout d’abord que

VAeR, Vjie{l,....m}, f(re;)=Af(e;).
Pour A > 0, c’est la positive homogénéité. Pour A =0, on a :
f(0ej) = f(0) = fle; —e;) < fe;) + f(—e;) = f(e;) — f(e;) =0,

ou l'inégalité provient de la proposition 7. Puisque f(0) € {0,00} d’apres la
remarque 1, on voit que nécessairement f(0e;) =0 = 0f(e;). Pour A < 0,on a:

f(Aej) = f(—[Ae;) = [Al f(—e;) = —[A] f(e)) = Af(ey).
Pour montrer (a), nous devons montrer que pour tout Xx = Aje; + - -+ + A€,
f(X) = Alf(el) +e )‘mf(em) = f()\lel) +-+ f(Amem)
Mais ceci découle des inégalités suivantes :
fue) +- 4+ fAmen) = f(x)
f(=x)
f(_)\lel) - = f(_Amem)
f(Alel) + -+ f(>\mem)7

qui résultent toutes de la proposition 7. =

vV

Y
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5.2 Dérivées directionnelles

Soient f: R? — R une fonction quelconque et x € RY tel que f(x) € R. Etant
donné y € R?, le quotient

fx+Ay) = f(x)
)

(5.1)

est bien défini pour tout A € R . Si ce quotient tend vers une limite, dans R,
lorsque A | 0, la limite s’appelle la dérivée directionnelle de f en x de direction y.
On la note f'(x;y).

Théoréme 26. Soit f: R — R une fonction quelconque, et soit x € R? tel que
f(x) € R. Si f est différentiable en x, alors le quotient (5.1) tend vers une limite
pour tout y € R?, c’est-a-dire, f/(x;-) est bien définie sur R%. De plus, f'(x;-) est
une fonction linéaire, et

flx0) = (Vf(x),).

DEMONSTRATION. Soit (€, -) la différentielle de f en x. Alors, pour tout z € R,
f(z) = f(x)+ (&2 —x) + o||z — x]|). Autrement dit,

f(z) = f(x) = (2= %)

1z —x||

— 0 lorsque z — x.

En remplacant z par x + \y, avec A > 0 et y € R?\ {0}, on obtient :

fx+Ay) — f(x) — (&)
Myl

Ceci montre que la limite de A™!(f(x + \y) — f(x)) existe et vaut (£,y), et
que f'(x;-) est linéaire. Finalement, en notant (ey)req1,...,q} la base canonique
de R?,

— 0 lorsque A ] 0.

f(x+dep) — f(x)
A

ou f(x) désigne la dérivée partielle de f par rapport & la k-ieme variable. Donc

£=Vf(x). n

Nous verrons plus bas que la limite existe aussi lorsque f est non différentiable
mais convexe. Pour le montrer, nous aurons besoin des quelques lemmes qui
suivent.

fk:<€7ek>:1/\i% = fr(x),

Lemme 5. Soient £ C R%*! I'épigraphe d’une fonction f: RY — R et ¢ un réel
strictement positif. Alors tE est |'épigraphe de la fonction ¢, définie par

eilx) =tf (%)
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DEMONSTRATION. On a :
(x,a) €epiyy <= a>@(x)=tf (?)
X
>
=1 (3)

—

A

~l= =)D

(x,a) €epif.n

La fonction ¢, est aussi notée ft, et 'on parle parfois de multiplication scalaire
a droite, ou de multiplication épigraphique.

Lemme 6. La limite ponctuelle d'une suite de fonctions convexes de R? dans R
est convexe.

DEMONSTRATION. Soit (fx)ren+ une suite de fonctions convexes qui converge
ponctuellement vers une fonction f. Soient x,y € R% X\ € ]0,1[ et o, 3 deux
réels tels que a > f(x) et § > f(y). Pour k suffisamment grand, a > fi(x) et
B> fr(y), de sorte que, d’apres le théoreme 18,

Fe((L=Xx+Ay) < (1= Na+ 6.

Mais I'inégalité reste vraie par passage a la limite, et le méme théoréme montre
que f est convexe. =

Lemme 7. Soit C C R? un convexe qui contient I'origine. Alors I'application de
R? dans % (R?) qui a X fait correspondre AC' est croissante. Autrement dit,

A1 > Ao = M C D (.

DEMONSTRATION. Soit x € A\oC'. Alors x = A\yX( avec Xg € C. Puisque 0 € C
et A2/A1 €10, 1],

A A A
X = AleQ =)\ ((1 — )\?> 0+ )\?X()) cMC.n

Théoréme 27. Soient f: RY — IR une fonction convexe et x € R? tel que
f(x) € R. Alors, pour tout y € R?, la fonction

fx+Ay) - f(x)

A b
décroit lorsque \ décroit, de sorte que sa limite lorsque A\ | 0 existe (dans R).
Autrement dit,

A=

AeRL

i) — i SO IO S AY) T

210 A AERY A
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DEMONSTRATION. Considérons la fonction hx(y) := f(x+y) — f(x). L’épigra-
phe de hy s’obtient par translation de vecteur (—x, —f(x)) de I'épigraphe de f.
On voit aussi que hx(0) = 0, de sorte que (0,0) € epihx. On considere alors la
multiplication épigraphique de hy par A™!, avec A € RY. :

fx+2Ay) — f(x)

-1 o

Comme (0,0) € epihy, le lemme 7 montre que A~" epihy = epi(hxA™") croit
lorsque A\ décroit. A la croissance de epi(hxA~1) correspond bien siir la décrois-
sance de hxA71(y). =

Théoreme 28. Soient f: RY — R une fonction convexe et x € R? tel que
f(x) € R. Alors f/(x;-) est convexe et positivement homogene. De plus,

F(x0)=0 et — f'(x;—y) < f(x;y) pourtout yeR"

DEMONSTRATION. La convexité de f/(x;-) est une conséquence immédiate du
lemme 6 puisque, pour tout A > 0, hxyA~!(y) est une fonction convexe de y.
Montrons maintenant la positive homogénéité de f’(x;-). Pour tout ¢ > 0,

fx+y) - fx) _ fx+AY) - f(x)

-1 _
hx)\ (ty) =t Y N )

ot A = tA. En faisant tendre \ vers zéro dans I’équation ci-dessus, on obtient :
fl(xsty) =tf'(x;y).

Maintenant, pour tout A > 0, b, A"1(0) = 0. Il s’ensuit que f/(x;0) = 0. Soit
enfin y € R, et montrons que —f'(x; —y) < f'(x;y). La convexité de f’(x;-)
implique, via le théoreme 18, que

Ve
J%5 >f(X, y) } M1 M2 2f/ (X;—%—i—

Yy
pe > f(x5y) 2

) = f(x;0) =0 = p1 > —po.
Par conséquent,

inf{p [p1 > f'(x;—y)}
sup{—pa [ p2 > f'(x;y)}
—inf{ug [p2 > f'(x;y)}
—f' (%) =

I

E}
|

=
v
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5.3 Sous-différentiabilité

Soient f: R? — R et x € R? un point tel que f(x) € R. Une minorante
affine m de f est dite exacte en x si m(x) = f(x). La fonction f est dite Sous-
différentiable en x si elle admet une minorante affine exacte en x, autrement
dit, s’il existe & € R? tel que

vy €eR% f(y) = mly) = f(x) + €&y —x). (5.2)

Un tel vecteur £ est appelé un sous-gradient de f en x (ou une sous-dérivée, si
d = 1). L’inégalité (5.2) est appelée I'inégalité du sous-gradient. L’ensemble de
tous les sous-gradients de f en x est appelé le sous-différentiel de f en x, et on

le note 9f(x).
Proposition 9. Soient f: R? — R et x € R%. Alors 9f(x) est un ensemble

convexe fermé (éventuellement vide).

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord la convexité. Soient &, 1 € df(x) et
A € [0,1]. Pour tout y € R4,

=
=
v

f(x)+ (& y —x),
fly) =2 f®)+ny—-x.

En multipliant la premiere inégalité par 1 — A et la seconde par A, on obtient :

fy) > f(x) + {1 =N+ An,y —x),

ce qui montre que (1 — \)€+ An appartient & 9f(x). Reste & montrer que 9 f(x)
est fermé. Soit (€;)ken+ C Of(x) une suite qui converge vers un point €. Pour
tout y € R? et tout k € IN*,

fy) = f(x) + Epy — %)

Puisque (-,y — x) est continue, on peut passer & la limite dans 'inégalité ci-
dessus, ce qui montre que &€ € Jf(x). =

Remarquons qu’une fonction convexe impropre n’est sous-différentiable en au-
cun point. Pour une fonction convexe propre, df(x) = @) pour tout x & dom f.

Théoréme 29. Soit f: R? — ]—oc0, o] une fonction convexe propre. Pour tout

x € ri(dom f), df(x) # 0.

DEMONSTRATION. Soit x € ri(dom f). D’apres le théoréme 20, (x, f(x)) €
epi f \ ri(epi f). D’apres le théoreme 14, il existe un hyperplan séparant epi f et
{(x, f(x))} proprement. Supposons, en vue d’obtenir une contradiction, que H
soit vertical. Notons comme d’habitude P la projection canonique de R4+!
sur R%. Alors PH est un hyperplan de R? séparant

P(epif) =dom f et P{(x, f(x))} = {x}
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proprement. Le théoréme 14 implique alors que x ¢ ri(dom f), en contradiction
avec 'hypothese. L’hyperplan H est donc le graphe d’une minorante affine m
de f. Montrons enfin que cette minorante est exacte en x. Puisque m minore f,
(x, f(x)) appartient au demi-espace supérieur fermé associé & H. Mais puisque H
sépare (x, f(x)) et epi f, (x, f(x)) appartient aussi au demi-espace fermé opposé.
Par conséquent, (x, f(x)) € H. =

Théoréme 30. Soit f: R? — R une fonction convexe, et soit x € R? tel que
f(x) € R. Il y a équivalence entre

(a) £€0f(x);
(b) f/(x;y) > (£,y) pour tout y € R

DEMONSTRATION. on a :
(a) vz € RY, f(z) > f(x) + (£,2 — x)
Vy € RY, VA >0, f(x+Ay) > f(x) + (& Ay)

Yy € RY, VA > 0, f(XJFAi)_f( ) > 6y

»

Vy € R, inf
)\ele_

(b),

ou la derniére équivalence résulte du théoreme 27. »

(R A

Corollaire 11. Soit f: R% — ]—oc, 00] une fonction convexe, et soit x € R tel
que f(x) € R. Si f est différentiable en x, alors 0f(x) = {Vf(x)}.

DEMONSTRATION. D’apres le théoreme 26, f'(x;y) existe pour tout y, et

fxy) =(Vf(x)y).
Le théoreme 30 montre alors que V f(x) € df(x). D’autre part,
£cif(x) <= Yy eR (Vix)y)>(&y)
= Vf(x)=¢,

ot la deuxiéme équivalence résulte encore du théoréme 30. Donc V f(x) est
I'unique sous-gradient de f en X. =

La réciproque du corollaire précédent est vraie : si df(x) est le singleton {£},
alors f est différentiable en x et Vf(x) = £. La démonstration de ce résultat
est omise dans ce cours.

Proposition 10. Soient f: R — R et C un ouvert convexe de R?. On suppose
que f est finie et différentiable sur C. Alors, il y a équivalence entre
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(a) f est convexe sur C';
(b) pour tous x,y € C, f(y) > f(x) +(Vf(x),y — x).

DEMONSTRATION. Le fait que (a) implique (b) résulte du corollaire 11 et de
l'inégalité du sous-différentiel (appliquée & la fonction f + 0(:|C)). Réciproque-
ment, supposons la condition (b) satisfaite, et soient

v,z€C, X€]0,1] et x:=(1—-ANy+ Az
La condition (b) implique que

f(y)
et f(z)

v 1V
= =
AN
- -
44
= =
AR
Tz
o
Y

d’ot1 'on tire que

(I=NfE)+Af(2) =2 f(x) +(V[(x), 1 =Ny + Az - %) = f(x). =

Théoréme 31. Soient f: R — R et C un ouvert convexe de R%. On suppose
que f est finie et deux fois différentiable sur C. Alors, il y a équivalence entre

(a) f est convexe sur C;

(b) pour tout x € C, V2 f(x) est semi-définie positive.

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord le théoréeme dans le cas ou d = 1.
Soient ¢: R — R et I C R un intervalle ouvert sur lequel ¢ est finie et deux
fois dérivable. Supposons ¢ convexe sur I, et soit ¢t € I. D’apres la proposition
précédente, pour tout h tel que t +h € I,

p(t+h) = p(t) + ¢ (t)h. (5-3)

Or, p(t+h) = p(t)+ ¢ (t)h+ " (t)h? /24 o(h?), et I'équation (5.3) montre alors
que, pour tout h tel que t + h € I,

h2
" (t) 5 +o(h%) 2 0.
Cette derniere inégalité implique bien stir que ¢”(t) > 0. Réciproquement, sup-
posons que, pour tout t € I, ¢”(t) > 0. Alors, ¢’ est croissante sur I. Pour tous
x,y,2z € I tels que z < y < z, nous avons :

o(y) — p(z) < sup J() < inf () < p(2) —oly)

y—x telx,y| u€ly,z| =Y

Ici, les premiere et troisieme inégalités résultent du théoreme des accroissements
finis, et la deuxiéme de la croissance de ¢’. La proposition 6 montre alors que ¢
est convexe sur I.
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Montrons maintenant le cas général. Supposons (a), et soit x € C. Pour tout
y € R4, la fonction o(t) := f(x + ty) est convexe sur I'intevalle ouvert

Iiy={teR| x+tyeC}.

On vérifie facilement que ¢ est aussi deux fois dérivable sur Iy, de dérivée
seconde ¢”(t) = (V2f(x + ty)y,y). D’aprés la premiere partie de la preuve,
¢"(t) > 0 pour tout ¢ € I« . En particulier,

¢"(0) = (V*f(x)y,y) > 0.

Cette derniere inégalité étant satisfaite pour tout y € R, il s’ensuit que V2 f(x)
est semi-définie positive. Réciproquement, supposons (b) et montrons que f est
convexe sur C. Soient x,z € C' et A € [0,1]. Soient

y:=z—x et gpx_’y()\) = f(x+ Ay).
Pour tout A € Iy :={t € R|x+ty € C},
PryN) = (V2 f(x+Ay)y,y) > 0.

La premiere partie de la preuve implique que ¢x y est convexe sur Iy, D [0,1].
Donc

FI(T=A)x+ Az) Px.y(A)
(1= Nepx,y (0) + Apxy (1)

= (1-=XNfx)+Af(z). =

IA

5.4 Conjugaison convexe

Soit f une fonction de R* dans R. La conjuguée convexe de f est la fonction f*
définie sur R? par
f7(€) = sup {(x,€) — f(x)}.
x€R?
C’est 'enveloppe supérieure de la famille des fonctions affines

1x(§) = (x,€) = f(x).

L’épigraphe de f* est donc l'intersection des épigraphes des fonctions Iy, c’est-
a-dire l'intersection d’'une famille de demi-espaces (supérieurs) fermés de R4*1.
L’ensemble epi f* est donc convexe fermé, ce qui montre que f* est une fonction
convexe sci. Bien str, on peut étendre la famille des I ci-dessus aux fonctions
affines (x, ) — a, avec a > f(x), sans que le supremum ne soit modifié.

La biconjuguée de f est la conjuguée convexe de f*, c’est-a-dire la fonction f**
de R? dans R définie par

[ (x) = sup {(x,£) — f"(£)} -

geRd
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D’apres ce qui précede, epi f** est l'intersection des épigraphes des fonctions
affines
l() = <a€> - Q, avec « > f*(é)
Soit £ = {l: x — (£,X) — a|a > f*(&)}. Par définition de la conjuguée
convexe, a > f*(€) si et seulement si
vxeRY, a>(€x) - f(x),

de sorte que .Z est en fait ’ensemble des minorantes affines de f. Par conséquent,
f** n’est autre que 'enveloppe supérieure des minorantes affines de f. Autre-
ment dit, f** = clf, et si f est fermée (c’est-a-dire convexe, propre et sci ou
identiquement égale & +00), alors f** = f.

Théoreme 32. Soit f: R? — R. Il y a équivalence entre
(a) £€0f(x);
(b) f(x)+ f*(&) = (§,%).

Si de plus f** = f, les conditions (a) et (b) sont encore équivalentes a

(c) x € af*(&).

DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord 1’équivalence entre (a) et (b) :
£€if(x) <= VzeR’! [(z)>f(x)+(z—x)
= VZER' (£%) - f(x) > (&2) - f(2)
= (&x)— f(x) = sup {(§,2) - f(z)} = [*(§).

zER4
Si maintenant f** = f, (b) s’écrit f*(&) + f**(x) = (x, &), et la premiére partie
du théoréme montre alors que les assertions (b) et (c) sont équivalentes. u

La conjuguée concave d'une fonction g: R? — R est définie sur R? par
9+(&) = inf {(x,£) —g(x)}.
xER?

Laissons au lecteur le soin de transposer a la notion de conjuguée concave tout
ce qui a été établi a propos de la conjuguée convexe.

Le théoreme suivant, qui porte le nom du mathématicien allemand Werner Fen-
chel (1905-1988), est la pierre angulaire de la théorie de la dualité en analyse
convexe.

Théoréme 33. [Fenchel] Soient f et g des fonctions de R? dans R respectivement
convexe propre et concave propre telles que

ridom f Nridom g # 0. (5.4)
On a alors
n:= inf {f(x)—g(x)} = sup {g.(€) — f*(€)},
xeR £ERA

et le supremum est atteint (c’est donc un mazimum,).
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DEMONSTRATION. Par définition de la conjugaison, on a, pour tout x € R,
1€ = x€ - f(x),
9:(§) < (x,8) —g(x).

On en déduit que f(x) — g(x) > g«(&) — f*(€) pour tout x € R?, ce qui montre
que

n= inf {£(x) = g(0} > sup {g.(&) — F*(€)}. (5.5)
x€eR £€RE
Sin = —oo, I'égalité est claire puisque, dans ce cas, g,(§) — f*(€) = —oo pour

tout & € R?. Supposons donc 1 > —oc. Comme dom(f —g) = dom fNdom g # ()
(cf. la condition (5.4)) on a aussi n < oo, de sorte que n € R. D’apres le
théoreme 20,

riepi f = {(x,0) € R+ ‘ x €ridom f, a > f(x)}
et rihypo(g+7n) = {(x,a) € Ri*! ‘ x € ridom g, a<g(x)+n}.

Puisque f(x) — g(x) > n pour tout x € R, on ne peut pas avoir simultanément
a> f(x) et a < g(x) +n, et donc

riepi f Nrihypo(g +n) = 0.

D’apres le corollaire 6, il existe un hyperplan H séparant epi f et hypo(g + )
proprement. Or, H ne peut pas étre vertical. En effet, si tel était le cas, la pro-
jection de H sur R serait un hyperplan séparant dom f et dom g proprement.
D’apres le corollaire 6, ceci contredirait 'hypothese (5.4). L’hyperplan H est
donc le graphe d’une fonction affine minorant f et majorant g+ 7 : il existe un
vecteur &, et un réel ¢ tel que

vx € RY, f(x) > (€, %) — ¢ > g(x) + 1.

Par conséquent, nous avons

¢ > sup {<§O,x> - f(X>} = (&)

x€R4

et n+¢ < xienﬂgd{<50ax>—g(x)}:9*(50)-

En retranchant la premiere inégalité a la deuxiéme, nous obtenons

9:(&) — [ (&) =n > gseugd{g*(é) — (&)}

(cf. (5.5)), d’out le résultat. =
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