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Introduction: Modélisation neuronale

Modélisation de neurones

Dendrites

_—~" (receivers)

Soma
Axon
terminals
(transmitters)

Nucleus

Figure: Représentation d'un neurone, par Nicolas Rougier
(2007)
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» 10! neurones dans un
cerveau humain

» Un neurone typique recoit
des signaux de plusieurs
milliers de neurones.
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Introduction: Modélisation neuronale

Deux modélisations différentes

Si on s'intéresse aux instants de décharges

Modeéles de sauts : processus de
renouvellement, processus de Poisson
inhomogene, processus de Hawkes, ...

D e e
0 1 2 3 4 5 6

Figure: Exemple de processus de sauts
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Si on s'intéresse a la valeur du potentiel

Modeles continus : processus Intégre-et-tir,
Hodgkin-Huxley, FitzHugh-Nagumo, ...

+35 mV

spike

membrane potential, mV

-60 mV

time, ms
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Figure: Décharge
enregistrée in vitro,
Eugene M. Izhikevich
(2005)
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Introduction: Modélisation neuronale

Deux modélisations différentes

Si on s'intéresse aux instants de décharges Si on s'intéresse a la valeur du potentiel
Modeéles de sauts : processus de Modeles continus : processus Intégre-et-tir,
renouvellement, processus de Poisson Hodgkin-Huxley, FitzHugh-Nagumo, ...
inhomogene, processus de Hawkes, ...
Z +35 mV
= = = R —pe = S = Se S e 5 .
0 1 2 3 4 5 6 % spike Figure: Décharge
g 40 ms enregistrée in vitro,
Figure: Exemple de processus de sauts g Eugene M. Izhikevich
g (2005)
£ B0 mV
time, ms
» Chapitre 3: Processus de Hawkes » Chapitre 4: Processus de

FitzHugh-Nagumo
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Introduction: Modélisation neuronale

1. Introduction: Modélisation neuronale
2. Processus de Hawkes
3. Processus de FitzHugh-Nagumo

4. Conclusion et perspectives
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Processus de Hawkes

2. Processus de Hawkes
= Définition
= Nouveau point de vue
= Résultat et idées de preuve
= Exemple

Laetitia Colombani (IMT) Soutenance 4 juillet 2022 5/43



Définition
Définition

Soit A > 0 et h: (0,+00) — R une fonction mesurable signée.

Un processus de Hawkes! N" d’intensité initiale X est un processus ponctuel auto-influent dont
I'intensité est donné a chaque instant t > 0 par:

+

A"t e (0,400) == [ A+ h(t—U))
i>1

N
— <A+/(_007t) h(t — u)Nh(du)> ,

ot (U;); sont les sauts de N".

!Alan G. Hawkes. “Spectra of Some Self-Exciting and Mutually Exciting Point Processes”. In: Biometrika
58.1 (1971), pp. 83-90.
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Processus de Hawkes Définition

Construction de Costa, Graham, Marsalle, Tran?

Proposition

Soit Q une mesure aléatoire de Poisson (F¢)t>0 - mesurable sur (0,400) x (0, +00)
d'intensité unitaire. On considére les équations

+
Ah(t) = ()\ + J(—oo,ey A(E — u)/vh(du)) L u>0, (1)
N® = fl0,+00)x(0+00) dulo<nn(w) Q(du; dB).

Si||ht|| < 1, et sous certaines hypothéses, alors il existe une solution, et cette solution est un
processus de Hawkes.

On peut écrire Nf comme : N7 = 3.1y, ol les U; sont les sauts.

2Manon Costa, Carl Graham, Laurence Marsalle, and Viet Chi Tran. “Renewal in Hawkes Processes with
Self-Excitation and Inhibition". In: Advances in Applied Probability 52.3 (2020), pp. 879-915.
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Processus de Hawkes Définition

Exemple

Exemple

A=1
h=T1p05 — Los,

4 4+ Poisson points
— Intensity of the process
X Jumps of the Hawkes process +
3+ +
+
4 +
24
+
+
1+ — +
+ +
04— - - - +_
4 AV/R . 4 AVATAVAV4 4+
t AN t + VARETAVAN t
0 1 2 3 4 5
Soutenance
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Figure: fonction h

Figure: N" et son intensité au cours
du temps
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Processus de Hawkes Définition

Remarques

Remarque

Cette proposition fournit un moyen de coupler des processus de Hawkes.

Proposition

N
Au sens des mesures, N" < N

Exemple

Si h <0, alors h* = 0.
Dans ce cas: N" est inférieur a un processus de Poisson de paramétre \.
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2E
Hypothéses

Objet d'intérét: nombre de sauts sur un intervalle [0, t]: N"([0, t]) = N, quand t tend vers cc.
Premieres hypotheses

> || AT < 1
» Condition initiale vide: N"(] — 00,0]) =0
» h a un support compact, inclus dans [0, L(h)]
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Processus de Hawkes Définition

Etat de |'art

Cas linéaire: h positive. On suppose || h [|;1(q,)< 1.
Loi des grands nombres3

- P LR
t t=oo 1— || h [y aw)
et Théoréeme Central Limite
N —

t Joi h A
- — N"|0, :
Vit oo e < (=1 h HLl(du))3>

3Daryl J. Daley and David Vere-Jones. An Introduction to the Theory of Point Processes. 2nd ed.
Probability and lts Applications. New York: Springer-Verlag, 2003. 471 pp.

Laetitia Colombani (IMT) Soutenance 4 juillet 2022 11/43



Définition
Etat de |'art

Cas linéaire: h positive. On suppose || h || 1(qu)< 1.

Bordenave et Torrisi® obtiennent un Principe de Grandes Déviations pour N!/t, quand h > 0
avec fonction de taux

X
I(x)=xIn —x(1—= || h || 1ggwy) + -
( ) <)\+X ” h ||L1(du)> ( ” ||L (d ))

(L’expression explicite a été obtenue par Zhu* p.761. )

3Charles Bordenave and Giovanni Luca Torrisi. “Large Deviations of Poisson Cluster Processes”. In:
Stochastic Models 23.4 (2007), pp. 593-625.

*Lingjiong Zhu. “Central Limit Theorem for NonLinear Hawkes Processes”. In: Journal of Applied
Probability 50.3 (2013), pp. 760-771. JSTOR: 43283499.
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Processus de Hawkes Nouveau point de vue

2. Processus de Hawkes

= Nouveau point de vue
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Processus de Hawkes Nouveau point de vue

Processus cumulatif (Asmussen®)

Définition de Asmussen

Soit (7, W;); des couples de variables aléatoires i.i.d.
Soit M; le processus de comptage associé a (7;);:

M; = sup {ZT,’ < t}.

neN i=1

Le processus cumulatif associé aux (1;, W;); est

M
Zi=> W.
i=1

Soeren Asmussen. Applied Probability and Queues. 2nd ed. Stochastic Modelling and Applied Probability.
New York: Springer-Verlag, 2003.
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Processus de Hawkes Nouveau point de vue

Processus cumulatif

Exemple

(71)i une suite de temps aléatoires qui représentent des intervalles sur R*.
Wi, une quantité aléatoire associée au i-eme intervalle.

+W1+W2 + ,,,,,,, W oo i ,,,,,, Wo = W5
0 1 2 4 5

T T T3 T4 TS
Attention : (7;, W;); sont des couples i.i.d., mais a i fixé 7; et W; ne sont pas supposés
indépendantes.
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Processus de Hawkes Nouveau point de vue

Etat de I'art pour les processus cumulatifs

Objet d'intérét: processus Z; = Z,{\itl W; a l'instant t quand t tend vers 4o0.

> Loi des grands nombres (peut &tre trouvée dans Asmussen)

» Théoreéme centrale limite (peut étre trouvé dans Asmussen)

» Principe de grandes déviations (Borovkov, Mogul'skii® ;  Cattiaux, C., Costa’;
Zamparo®)

®Alexander A. Borovkov and Anatolii A. Mogul'skii. “Large Deviation Principles for the Finite-Dimensional
Distributions of Compound Renewal Processes”. In: Siberian Mathematical Journal 56.1 (2015), pp. 28-53.
"Patrick Cattiaux, Laetitia Colombani, and Manon Costa. Large Deviation Principles for Cumulative

Processes and Applications. 2021. arXiv: 2109.07800.
8Marco Zamparo. Large Deviation Principles for Renewal-Reward Processes. 2021. arXiv: 2111.01679.
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Processus de Hawkes Nouveau point de vue

Lien entre les processus de Hawkes et les processus cumulatifs

Hypothese: h a un support compact.
Le processus de Hawkes associé est un processus cumulatif.

Intensité

Jr
A(t) = ()\ + i1 h(t — U,-)) , ot U; sont les sauts de N".
Si t > U; + L(h) pour tout U; < t, alors A"(t) = \.
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Processus de Hawkes Nouveau point de vue

R — ———— ————
4 ++ Poisson points
— Intensity of the process + + +
X Jumps of the Hawkes process + 4 +
3T 4F 4
+ = +
2+ +
4
+ +
+
1+ — +
+ +
04+ - - - - - s
4 - n n AVARVAV n n
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Processus de Hawkes Nouveau point de vue

L(h) L(h) L(h)
R — —> —
4 44 Poisson points
— Intensity of the process + + +
X Jumps of the Hawkes process + n +
3+ + +
+ w +
24 +
+
+ +
+
1+ — 4k
3 +
0+ - = = = + - 1 ___+_____=
L N/ ' | N\ I I .
t g\ t t KK t t
0 1 ;2 3 4 5 6
T1 T2
W =1 W, =3
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Processus de Hawkes Nouveau point de vue

L(h) L(h) L(h)
4 44 Poisson points + n
— Intensity of the process +
X Jumps of the Hawkes process + i +
1 . + T+ +
2+ +
+ - +
T S A S
* +
o J + -
: AV/ ! : AVATAVAVA , L .
f N f t NT7K i i
0 1 ;2 3 4 5 6
1 2
Wy =1 Wr =3
m =inf{t > U, N'((t — L(h), t]) = 0} NOo(t) = M W + R,
W1 = Nh([O,Tl]). OU 0 § Rt S WMt+1
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Processus de Hawkes Résultat et idées de preuve

2. Processus de Hawkes

= Résultat et idées de preuve
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Resultat et idées de preuve
Ve
Résultats

Loi des grands nombres et Théoréme Centrale Limite pour les processus de Hawkes [Cattiaux,
C., Costa]

Soit h une fonction signée, dont le support est inclus dans [0, L(h)]. Alors on a:

NP P, E[Wi]

t t—oo E[Tl]
. 1 E[WA]
— (nh - 22 t) Ll A0, 02
7 (M- St) S v.0),
ol 02 = Var (Wl — IE;‘E[[‘:ZI]]T:[).

4 juillet 2022 19 /43



Processus de Hawkes Résultat et idées de preuve

Inégalités de grandes déviations

Soit g tel que V8 < g, E(e?W]) < 0.

Inégalités de grandes déviations [Cattiaux, C., Costa]

» Si fg = oo, alors N/t satisfait un Principe de Grandes Déviations.
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Inégalités de grandes déviations
Soit 6y tel que V8 < 6, E(e’I]) < 0.
Inégalités de grandes déviations [Cattiaux, C., Costal

» Si 0y < 400, on a pour tout a >0

t=i00 2>m+a/2

1 Nf
lim sup " InP (tt > m+ a) < — min [ inf  J(z), 903/4] ,

1 N?
lim sup : InP Tt <m—al|< —min| inf J(z),60a/4|,

t—00 z<m—a/2

ou on définit

N*(a, b) = sup{ax + by —In (E [eXT”WD} et J(z)= Bw;fo BN <1 z) .

BB
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Processus de Hawkes Exemple

2. Processus de Hawkes

= Exemple
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Processus de Hawkes Exemple

Exemples

1. SOit g8 = _)‘]l[O,A]-

N&(t)

| | | t
% * * Ng
NE Lo A

Alors —& 2% .

o T S A1
0y = o0
Remarque: ||g]j1 = A\A

4 juillet 2022

22/43



Processus de Hawkes Exemple

Exemples

1. SOit g8 = _)‘]l[O,A]-

2. Soit h= —Aly, ;44 avec r < A.

N&(t)
A AH
NE o A
Alors —t P= .
R A
0y = o0

Remarque: ||g]j1 = A\A

Laetitia Colombani (IMT)

N(t)
r
A \é\ 7\7\> | | |
t 11 [ | | | t
NE s L . s g
N§ ps. A1+ Ar)
Alors —L 2% )
t t=00 MA+2\r+e "
90 = o0
Remarque: Pas de lien direct avec
||hll1 = AA, importance de r.
Soutenance 4 juillet 2022 22 /43



Processus de Hawkes Exemple

Conclusion

Pour un h signé, on a donc:
> p.s., pour tout t € RT, N& < N/ pour g = — Ao, 1(n)-
> p.s, NP < NAT

Conséquence

Pour tout h a support compact:

A Nb A
lim —t

—— < —_ < —_— .S.
M +1 et 1, Pt
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Processus de FitzHugh-Nagumo

3. Processus de FitzHugh-Nagumo
= Définition
= Résultats
= Stratégie de preuve
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Processus de FitzHugh-Nagumo Définition

Que modélise-t-on?

> Modéliser le potentiel de membrane
» Bruit du courant présynaptique
» Bruit de la dynamique de conductance

P Transmission de potentiel entre des neurones via des synapses
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Processus de FitzHugh-Nagumo Définition

Que modélise-t-on?

> Modéliser le potentiel de membrane X
» Bruit du courant présynaptique
» Bruit de la dynamique de conductance

P> Transmission de potentiel entre des neurones via des synapses

Modeéle déterministe

d)(i_L = (Xt — (Xt)3 — Ct — Oé)dt
Zt = (Xt7 Ct)

C est une variable de récupération. «, 3, vy sont fixés.
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Processus de FitzHugh-Nagumo Définition

Que modélise-t-on?

> Modéliser le potentiel de membrane X
» Bruit du courant présynaptique BX
» Bruit de la dynamique de conductance B¢

> Transmission de potentiel entre des neurones via des synapses

Modele stochastique

dX: = (X¢ — (X:)3 — C; — @)dt + o,dBX
dCt = (’YXt — Ct + ,B)dt + O'CdBtC
Zj_— = (Xt7 Ct)

C est une variable de récupération.
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Processus de FitzHugh-Nagumo Définition

Que modélise-t-on?

> Modéliser le potentiel de membrane X
» Bruit du courant présynaptique BX
» Bruit de la dynamique de conductance B¢

P> Transmission de potentiel entre des neurones via des synapses: interactions Kx et K¢

Modele stochastique avec interactions

On considére N neurones et pour chaque i < N, XN et C""N les quantités associées.

dxiN (Xt’"N (XpVp - - a)dt + % TN Kx(Z - Z)dt + 0, d By
dC' N (ot -V + p)at + £ N, KC(Z’ Z)dt + o.dBLC (2)
ZEW = (i, iy
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Processus de FitzHugh-Nagumo Définition

Propagation du chaos

> Particules échangeables (loi symétrique)
Notion de chaos (Kac?, Sznitman'?)
A k fixé, k particules dans un ensemble de N particules sont asymptotiquement i.i.d. quand N
tend vers I'infini.

Propagation du chaos

A t fixé, si le systeme de N particules est initialement chaotique, alors il le reste a l'instant t.

Ainsi, a k et t fixés, les k particules parmi N, observées a l'instant t, sont asymptotiquement
i.i.d. lorsque le nombre de particules N tend vers l'infini.

"Mark Kac. “Foundations of Kinetic Theory”. In: Third Berkeley Symposium on Mathematical Statistics
and Probability. 1956.

O Alain-Sol Sznitman. “Topics in Propagation of Chaos”. In: Ecole d'Eté de Probabilités de Saint-Flour XIX
— 1989.
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Processus de FitzHugh-Nagumo Résultats

3. Processus de FitzHugh-Nagumo

= Résultats
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Processus de FitzHugh-Nagumo Résultats

Cadre de travail

Hypotheses

oc > 0et/ouox >0.
Interactions Lipschitz.

Notations

Distribution initiale : (ug)®N.

,ué"N . distribution marginale a l'instant t des k premiers neurones dans un réseau de N
neurones avec cette distribution initiale.

Nous mesurons la distance entre ,ul,_f’N et ﬁ?k ou fi; est une mesure spécifique.
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Résultats
Définition de fi; 7

On note K xv(x) = [ K(x — y)v(dy).

5 Zszl Kx(Zi — ZJ) peut étre vu comme Ky * (% Zszl 52{) appliqué a Z;.
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Résultats
Définition de fi; 7

On note K xv(x) = [ K(x — y)v(dy).

% 31 Kx(Zi — Z]) peut étre vu comme K x (% YN, 62,-) appliqué a Z..
t

On construit un processus pour une seule particule (sans interaction).
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Définition de fi; 7
On note K xv(x) = [ K(x — y)v(dy).
% J 1 Kx(Zi — Z]) peut étre vu comme Ky * (% EJ-NZI 62{) appliqué a Z|.
On construit un processus pour une seule particule (sans interaction).
axpN = (N — (N - - a)dt—i— YN Kx(Z] = Z])dt + o dBX
dcPN = (yxN - +ﬁ)dt+ SNy Ke(Z] — Z])dt + ocdBp©
i N i N i,N
Zt (Xt ) C )
4
dXi = (Xe — (X¢)? = Gt — a)dt + Kx * [it(Z:)dt + 0, d B
dCt = ("}/Xt Ct+/8)dt+KC*[Lt(zt)dt—i-O'CdBtC
Zt - (Xt7 Ct) _
},Lt = LOI((Xt, Ct))

Equation différentielle stochastique non-linéaire de type McKean-Vlasov
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GETIEE
Définition of ji; ?

Pour 1 <ij <N,

dXi = (Xi — (XI)3 = Cl — a)dt + Kx * [i(Z])dt + o d B/
dCl = (v X[ — Cl+ B)dt + Kc + [i(Z])dt + ocd B} ©
Zi=(X. Q) _
fir = Loi((X¢, C})),
Alors i est la loi de (Z%,...,ZF).
> Méme type de drift (ou dérive).
» Meéme idée pour l'interaction.

» Bruit Brownien.

Laetitia Colombani (IMT) Soutenance
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Processus de FitzHugh-Nagumo Résultats

Résultat: Propagation du chaos

Soit Kx Lx-Lipschitz, K¢ Lc-Lipschitz. On rappelle que ox ou o¢ peut-étre nul.

Propagation du chaos non uniforme en
temps [C., Le Bris]

Il existe des constantes explicites
Gy, G > 0, telles que pour toute bonne
mesure de probabilité 1 sur R? on a

_ k

VN
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Processus de FitzHugh-Nagumo Résultats

Résultat: Propagation du chaos

Soit Kx Lx-Lipschitz, K¢ Lc-Lipschitz. On rappelle que ox ou o¢ peut-étre nul.
. . Propagation du chaos uniforme en temps
Propagation du chaos non uniforme en Priet ;
. [C., Le Bris]

temps [C., Le Bris]
Sous certaines conditions sur Lx et Lc, il
existe une constante explicite By > 0, telle
que pour toute bonne mesure de
probabilité g sur R? on a

Il existe des constantes explicites
Gy, G > 0, telles que pour toute bonne
mesure de probabilité 1 sur R? on a

k
Wa (e, iEF) < Ce@t—. _ k
' (Mt e ) =N Wi (Mf’N,M?k) < Blﬁ'
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Processus de FitzHugh-Nagumo Stratégie de preuve

3. Processus de FitzHugh-Nagumo

= Stratégie de preuve
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SR
Stratégie: Méthode de couplage

Distance de Wasserstein

Wi(v,v') = inf /)/d(Z,Z/)ﬂ'(dZ, dz")

meM(v,v
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Stratégie de preuve
Stratégie: Méthode de couplage

Distance de Wasserstein

Wi(v,v') = inf /)/d(Z,Z/)ﬂ'(dZ, dz")

meM(v,v

Deux choix :
» choix du couplage =

» choix de la distance (ou d'une majoration de) d
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Stratégie de preuve
Stratégie: Méthode de couplage

Idée naive: couplage synchrone

Wi (", %) <E

N
1 R N =
SO XN - X+ |G - T
i=1
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Stratégie de preuve
Stratégie: Méthode de couplage

Idée naive: couplage synchrone

Wi (", %) <E

N
1 T .
SO XN - X+ |G - T
i=1

Etude de la dynamique de d(X/"V — X/) et d(C/N — CI).
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Stratégie de preuve
Stratégie: Méthode de couplage

Idée naive: couplage synchrone

N
1 ] _. ] _.
Wi (e, ig%) <E n X et -l

Etude de la dynamique de d(X{" — x ) et d(cPN — C).
On définit BI* = BiX et B = BIC

d(XiN — Xi) = (Drift on X;V)dt + ~ ZKX Z; - Z{)dt — (Drift on X{)dt — K » fie(Z{)dt
Jl
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Stratégie de preuve
Stratégie: Méthode de couplage

Idée naive: couplage synchrone

N
1 ] _. ] _.
Wi (ue™, 58%) <E NZ\X#N—X{!HC?N—CH

Etude de la dynamique de d(X{" — x ) et d(cPN — C).
On définit BI* = BiX et B = BIC

d(XiN — Xi) = (Drift on X;V)dt + ~ ZKX Z; - Z{)dt — (Drift on X{)dt — K » fie(Z{)dt
Jl

1 ; o 3 =
Lemme de Gronwall sur N SN.E [|Xt"N — Xi|+|ciN - CH} = premier théoréme prouvé

(non uniforme in temps).
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Stratégie de preuve
Stratégie: Méthode de couplage

Idée améliorée: couplage mélangé

(Ici ox > 0). On considére, pour un bon ¢:

1Y iN o iN =i
=SSR - X+ 01 C - E)
=

Wi (e, ig%) <E
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Idée améliorée: couplage mélangé

(Ici ox > 0). On considére, pour un bon ¢:

Wi (e, ig%) <E

i=1

Etude de la dynamique d(X/" — X1) et d(ciN — c).
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Stratégie de preuve
Stratégie: Méthode de couplage

Idée améliorée: couplage mélangé

(Ici ox > 0). On considére, pour un bon ¢:

L = pixil _ i Nz
7 2o FIXe™ = X +61G™ = G
i=1

Wi (e, ig%) <E

Etude de la dynamique d(X/" — X1) et d(ciN — c).
Dans le sous-espace {(X/" — X[) = 0}: contraction déterministe. = Couplage synchrone
Dans le sous-espace orthogonal = Couplage par réflexion (maximisation de la variance)

Couplage non-synchrone. On mélange un couplage par réflexion et un couplage synchrone.
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Processus de FitzHugh-Nagumo Stratégie de preuve

Stratégie: Méthode de couplage

Idée améliorée: couplage mélangé

On considere deux bruits Gaussiens pour chaque i: B»5¢X, BireX,

On considére deux fonctions sc et rc : R — [0, 1] tel que rc? + sc? = 1:
dBy = sc (|X{" — Xi|) dBy* + re (IXPM — X{|) dB"* dBiC = dB
dBY = sc (Ixp" = X]|) dB* — re (Ix0N - X]|) dBE<X

Alors:

dBIX — dBIX = 2rc (yxt"ﬂ"’ - X{y) dBireX
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Stratégie de preuve
Stratégie: Méthode de couplage

Idée améliorée: couplage mélangé

Deux fonctions de Lyapunov:
1) Suffisant pour avoir de bonnes bornes sur les moments de Z; et Z;.

1 1
H(z) = nyz + Bx + Ecz + ac+ Ho
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Stratégie de preuve
Stratégie: Méthode de couplage

Idée améliorée: couplage mélangé
Deux fonctions de Lyapunov:

1) Suffisant pour avoir de bonnes bornes sur les moments de Z/ et Z|.

1 1
H(z) = nyz + Bx + §c2 + ac+ Ho

2) Besoin d'un meilleur contréle du bruit :

H(z) = /OH(Z) exp (av/u) du = %exp (a H(z)) (a H(z) — 1> + %.
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Processus de FitzHugh-Nagumo Stratégie de preuve

Stratégie: Méthode de couplage

Idée améliorée: couplage mélangé

Deux fonctions de Lyapunov:

2) Besoin d'un meilleur contrdle du bruit :

H(z) = /OH(Z) exp (av/u) du = %exp (a H(z)) (a H(z) — 1) +

On définit une nouvelle "distance":

o ((z 2sjen) = Z f(d

avec f concave.

Laetitia Colombani (IMT)
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Processus de FitzHugh-Nagumo Stratégie de preuve

Stratégie: Méthode de couplage

Idée améliorée: couplage mélangé

Avec ce couplage et cette dynamique, on travaille sur la dynamique de etp ((Z{’N, 2{)13-3,\/).
Bon choix de paramétres + contraction dans les différents espaces + lemme de Gronwall =
Second théoréme (uniforme en temps)
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Processus de FitzHugh-Nagumo Stratégie de preuve

Etat de I'art: couplage mélangé

» Lindvall, Rogers (1986). "Coupling of Multidimensional Diffusions by Reflection”

> Eberle, Zimmer (2016). "Sticky couplings of multidimensional diffusions with different
drifts"

» Discute de I'approche de couplages collants
> Fournit des bornes de variation totale
» Prouve la contraction d'un processus sur un sous-espace linéaire

> Eberle, Guillin, Zimmer (2019). "Couplings and quantitative contraction rates for
Langevin dynamics"

» appliqué a I'équation de Langevin sans interaction
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4. Conclusion et perspectives
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Conclusion et perspectives pour les processus a sauts

Ce qu'on a réussi a faire

» Nouveau point de vue sur les processus de Hawkes avec h compact
» Principe de Grandes Déviations pour les processus cumulatifs

P> Résultats asymptotiques pour les processus de Hawkes avec h compact

Laetitia Colombani (IMT) Soutenance 4 juillet 2022

41/43



Conclusion et perspectives

Conclusion et perspectives pour les processus a sauts

Ce qu'on a réussi a faire

» Nouveau point de vue sur les processus de Hawkes avec h compact
» Principe de Grandes Déviations pour les processus cumulatifs

P> Résultats asymptotiques pour les processus de Hawkes avec h compact

Perspectives

P> Résultats non asymptotiques pour les processus cumulatifs
> Estimations et statistiques pour les processus de Hawkes
> Lien entre h et la loi de (1, W)
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Conclusion et perspectives pour les processus continus

Ce qu'on a réussi a faire

» Propagation du chaos uniforme en temps pour les FitzHugh-Nagumo
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Conclusion et perspectives

Conclusion et perspectives pour les processus continus

Ce qu'on a réussi a faire

» Propagation du chaos uniforme en temps pour les FitzHugh-Nagumo

Perspectives

P> Autres types d’interaction
» Bruit environnemental: dZ] = f(Z])dt + ocdB;
» Parametres individuels «;, 5;, i, ...

» Synchronisation
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Conclusion et perspectives

Thank you

> Patrick Cattiaux, Laetitia Colombani, and Manon Costa. Large Deviation Principles for
Cumulative Processes and Applications. 2021. arXiv: 2109.07800

> Patrick Cattiaux, Laetitia Colombani, and Manon Costa. “Limit Theorems for Hawkes
Processes Including Inhibition”. In: Stochastic Processes and their Applications (2022)

P Laetitia Colombani and Pierre Le Bris. Chaos Propagation in Mean Field Networks of
FitzHugh-Nagumo Neurons. 2022. arXiv: 2206.13291
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Naive idea: Synchronous coupling

Steps: . B . B
1) Denote ri = | XN — Xi| + |ciN — Cl|. Then
' ' N N
drf < |Cri + Z — Kx * fit(Z Z — Kc * ie(ZD|| dt.
j=1 j=1




Strategy: Coupling method (return)

Naive idea: Synchronous coupling

Steps:

1) Denote ri = | XN — Xi| + |ciN — Cl|. Then

dri < |Cri+

2) Decompose interaction part

Z Kx(Z! — Z)) — Kx * fie(Z))| <

Z Kx(Z! — Z)) — Kx * fie(Z})| +

ZKX (Z] - Z}) — Kx = ie(Z])

j 1

ZKX Zi —

ZKC Zi—

KC * ,ut(

ZKX Zi—

t)

dt.



Strategy: Coupling method (return)

Naive idea: Synchronous coupling

Steps:
2) Decompose interaction part

ZK(Z’ — Kx * ir(Z)] <

First sum: bounded by > rf ' thanks to Lipschitz property.

ZKX (Zi -
ZKX (Zi -

KX *Ut(

ZKX

)




Strategy: Coupling method (return)

Naive idea: Synchronous coupling

Steps:
2) Decompose interaction part

1 N H h —_ _i
N Z Kx(Zi — Zi) — Kx * fit(Z;)] <
=1

First sum: bounded by > rf ' thanks to Lipschitz property.
Second sum: we bound expectation of the sum with sort of law of large numbers.




Conclusion et perspectives

Strategy: Coupling method (return)

Naive idea: Synchronous coupling
Steps:
3) Finally

aB(r) < (CE() + O (E1Z1D) ) .

Good bounds on E(||Z;||3) + Gronwall's lemma = first theorem proved (non uniform in time)
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> Noise only on C (conductance dynamic)
» Study of equations for one neuron.
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State of the art : FitzHugh-Nagumo (return)

> Ledn, Samson (2018). "Hypoelliptic stochastic FitzHugh—Nagumo neuronal model:
mixing, up-crossing and estimation of the spike rate"

> Noise only on C (conductance dynamic)
» Study of equations for one neuron.
» Mischler, Quininao, Touboul (2016). "On a kinetic FitzHugh-Nagumo model of neuronal
network".
> Noise only on X (presynaptic current).
> Linear interaction on X (K¢ = 0 and Kx(x,c) = Ax).
> Study on N neurons (propagation of chaos, existence, uniqueness)

» Bossy, Faugeras, Talay (2015). Clarification and Complement to “Mean-Field Description
and Propagation of Chaos in Networks of Hodgkin—Huxley and FitzHugh—Nagumo
Neurons”

> Noise only on X
» Interaction more complicated, on X
> Propagation of chaos and convergence
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Large Deviations Principle for Cumulative Process (return)

Important assumptions for LDP for cumulative processes

» 36y € (0, +00] such that E[e’7] < oo for B < fo,
> 30y € (0, 400] such that E[e?"] < oo, for 6§ < 6.



Large deviation principle for Cumulative Process (return)

Rate functions

For W" a well-chosen reduction of W, we introduce the Cramer transform for (a, b) € R?, and
the rate function J" associated for z € R

1 z
* _ . xT+yW?" n _ *
Ay (a, b) = sxu}? {ax + by —InE (e )} and J"(z) = /Jl)r;% BN, (,6” ﬁ) .
We also define ~
J(z) =sup liminf inf J"(y).

§>0 M0 |y—z[<d

For W, we introduce the Cramer transform for (a, b) € R?, , and the rate function J
associated for z € RT

* XT . * 1
A(a,b)zs;(tj}l/){ax+by—ln (E [e +yWD} and J(z):ﬁlr;f0 BA (ﬁ’;)'



Conclusion et perspectives

Large deviation principle for Cumulative Process (return)

Theorem

» If g = 400 (in particular if W is bounded) then %Zi’\itl W; satisfies a full LDP with
good rate function :/ i.e.

t—00 meC

for any closed set C € R, lim sup — InIP’ ( Z W; e C) < — inf J(m),

meQ

for any open set O € R, I|m|nf — InP ( ZW € (’)) < — inf_J(m).
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Large deviation principle for Cumulative Process (return)

Theorem

» If g = 400 (in particular if W is bounded) then %Zi’\itl W; satisfies a full LDP with
good rate function J . We also have the following inequalities

Me
]P’(iZW,-Zm—l—a) < — inf J(2),

P} z>m+a

z<m-—a

M
]P’(i;W,-Sm—a) < — inf J(2).
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Large deviation principle for Cumulative Process (return)

Theorem
» If g = +o0 (in particular if W is bounded) then %Ef‘i‘l Wi satisfies a full LDP with

good rate function J .
> If 6y < 400, denoting m = E(W)/E(7) we have for all a >0

t—4-00 =il

My
lim sup % InP (1 Z W >m+ a) < — min Lzmi?ja/z)J(z) , 903/41 ,

t—+o0 i—1

and
1 1 M
. 1 1 ' ol < , '
limsup = InP (t > Wi<m a) < — min |‘z§rr:T(ca/2) J(z), 003/4]



Proposition for Hawkes process (return)

Let 6o such that V8 < 6, E(e’IV]) < 0.

Rate functions

For W" a well-chosen reduction of W, we introduce the Cramer transform for (a, b) € R?, and
the rate function J" associated for z € R

n 1 V4
* _ _ xT+yW n — 7 ol
A"(a’b)_s;,]f {ax+by InIE(e )} and J (Z)_Zar;% BA, <ﬁ7ﬁ>'
We also define

J(z) = sup liminf inf J"(y).
(2) 6>g n—00 |y—z|<§ ¥)

For W,

N*(a, b) = qu}[/) {ax + by —In (E [eXT‘H’WD} and  J(z) = Blr;fo BN (;, ;) .
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Proposition for Hawkes process (return)

Let 6o such that V8 < 6, E(e’IV]) < 0.
Theorem

> If fy = oo, then NI/t satisfies a LDP with rate function J.
» If g < +o00, we have for all a >0

1 NI
Iim}s;p : InP (; > m+ a) < — min L>,ir?ja/2 J(z), 603/4] .
Similarly
Nh
limsup — InP <t < m-— a) < — min [ inf J(z), 003/4] .
t—00 t z<m-—a/2
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