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Induction sur les nombres naturels

Question typique : On veut montrer que

Vn e N, P(n)

Démarche :
- Montrer P(0)
- Montrer P(n) = P(n+1)

Montrer
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Limites de |'unification syntaxique

Termes

Soient £ un ensemble de symboles de fonctions d’arité donnée et
un ensemble infini V de variables.

Définition

L'ensemble 7 des termes sur L est défini inductivement par :

@ V C L (les variables sont contenues dans les termes)

@ Si f est un symbole d'arité k et si ty,..t, € T, alors
f(te,...tx) €T.

- Les fonctions d'arité 0 sont appelées les constantes.
- Si t est un terme, on note t[xi, .., xn] si seules les variables
X1, .., X, apparaissent dans t.
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Substitution

Définition

Une substitution o est une fonction d'un ensemble fini de variables
(CV)dans T.

Etendre cette définition sur I'ensemble des termes.

Notation : Si t[xi, ..., x,] est un terme, on note
t[o] ou bien t[x; < 61,..,xp < 6]

ou 6; := o(x;) la substitution obtenue a partir de t en remplacant
chaque occurance de x; par le terme 6;.
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Exemple : On considére le terme f(x, h(y)) et la substitution

o=[x<i(y),y <+ 42

Alors
o (f(x,h(y))) = f(o(x),o (h(y))) (1
= f(o(x), h(a(y)) (2
= f(i(y), h(42)) (3

Attention : Substitutions paralléles, et non pas séquentielles.

f(x, h(y))lo] # f(i(42), h(42))
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Unificateur

Un unificateur des termes t, t> est une substitution o telle que

o(t1) = o(t2)

Probléme d’unification : Soient deux termes ty, to.

- ?
Un probléme d’unification est de la forme t; = t,
Il s'agit de trouver une substitution o telle que o(t1) = o(t2).

Idée :

- Décomposer les termes tant que les fonctions sont égales.

- fail si les fonctions sont différentes.

- Mémoriser la substitution si I'un des termes est une variable.
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Langages de programmation : Filtrage

Question typique : Etant donné le code :

match Node(3, Leaf 1, Leaf 2) with
| Leaf x -> x
| Node(y, nd, Leaf 1f) -> 1f

Quelle valeur est renvoyée ?

C’est un probléme d’unification :

?

@ Leaf x = Node(3, Leaf 1, Leaf 2) échec
@ Node(y, nd, Leaf 1f) S Node(3, Leaf 1, Leaf 2)

Unificateur : [y < 3, nd < Leaf 1 , 1f <« 2]
Valeur renvoyée : 2
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Langages de programmation :

Cf. Cours de Jan-Georg Smaus

Le probléme d'unification
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Algorithme
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Inférence de types

Question typique : Est-ce que la fonction

List.rev : ’a list -> ’a list

est applicable a [2;3] : int list?

C'est un probléme d’unification :
: ?
’a list =

Réponse : Unificateur [’a <« int]

int list

D'ob : List.rev [2;3] : int list
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Exemple :
Unif (int -> (int -> bool) , (int % int ) -> bool)?

Unif (int, (int * int)) = fatl
Finalement, on ne peux pas unifier int -> (int -> bool) et
(int * int ) -> bool.

— Il n’est pas toujours possible d’unifier deux termes!

Est-il possible d'unifier ’a -> bool et int -> ’b?
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Preuves : Unifier hypothéses et conclusion

Question typique : Est-ce que la conclusion est bien une
conséquence des hypothéses ?

Q(x), P(f(y)) - P(f(a))
C’est un probléme d’unification :
o Q(x) < P(f(a)) échec
o P(f(x)) = P(f(a)) unificateur [x « al
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Preuves : La méthode de résolution

Définition
Un littéral est une formule atomique A ou sa négation —A.
Une clause est un ensemble de littéraux.

Une clause {A, B} représente la disjonction de ses éléments :
AV B. Un ensemble de clauses représente la conjonction de
chacune des clauses.

Exemple : (AV B) A (CV D) A (=CV B) se réécrit
{{A, B}, {C, D}, {~C, B}}. J
Résolution des clauses {C, D} et {—C, B} :
{C,D} {~C,B}
{D,B}
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En général, si F et G sont unifiables avec un unificateur o :

{Fi,-es Fni F} {5G, G1, .., Ga}

{F17 X Fn7 G17 ) Gm}

Exemple :

{P(a)} {=P(x), RUF(X))} ... .,

{Q(f(2)} 1/ 00) SN
8

La résolution est un mécanisme essentiel du langage Prolog.
Cf. Cours Programmation logique, 27 semestre
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Réécriture

Question typique : Etant donné la régle de réécriture
length(xQy) = length(x) + length(y)

Comment montrer que length(a@b)= length(bGa) ?

Cf. La suite du cours

Panorama des applications : J

e Langages de programmation : Inférences de types, filtrage
@ Preuves : Unifier Hyp/Conclusion, Méthode de résolution

@ Réécriture
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Substitution plus générale

La substitution o est plus générale que oq s'il existe o’ tel que

/
og=0 o0

Exemple : Soit 0 = [x < g(y)]. o est plus générale que
o0 =[x < g(5),z <+ 3]. lci, o/ = [y + 5,z «+ 3].
Voyons sur un exemple,

oo (f(x,2)) = f(g(5),3)

et d'autre part,

o' oo (f(x,2)) =o' (f(g(y), 2)) = f(g(5),3)
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Unificateur le plus général

Rappel : Un unificateur des termes t;, t, est une substitution o
telle que o(t1) = o(t2).

Définition

On appelle unificateur le plus général (noté mgu) de deux
termes t1, to, |'unificateur qui est plus général que tout autre
unificateur de t; et de t,.

Exemple : On considére le probléme d’unification suivant :
?
g(x,f(y)) = g(x, f(f(2)))
Alors le mgu est [y < f(z)].
Mais d’autres unificateurs, moins généraux, sont par exemple :
[y < f(4);z< 4], [y «+ f(2),x < 7]

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Unification Le probléme d'unification
Motivations
Algorithme
Etude de I'algorithme
Limites de |'unification syntaxique

Variables libres

Définition
L’ensemble des variables libres d'un terme t, noté FV/(t), est
I’ensemble des variables qui apparaissent dans t.

Exemple :
FV (f(x,8(y))) = {x,y} et FV (f(h(x,x), c)) = {x}

Ecrire une fonction qui calcul FV.
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Algorithme : 'idée

e L’algorithme simplifie des paires (E, S), ou :
- E est un multi-ensemble d'équations a résoudre
- S est un ensemble de solutions
o Les régles de simplification sont de la forme (E,S) = (E', S').
@ Un ensemble de solutions S a la forme {x; = s1,..,x, = sp}
tel que
- tous les x; sont différents
- aucun des x; n'apparait dans |'un des s;.

L’idée : étant donnés deux termes t;, to a unifier,

- L'algorithme simplifie (t; < tr, {}) jusqu’a

({}, {x1 = s1,..,Xn = sn}) ou termine avec un échec.

- En cas de non-échec, le mgu est [x1 < s1,.., X, < Sp]-
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Algorithme : Régles de simplification

@ Decompose : ({f(s1,..,5n) L f(ti,...tn)JUE,S) =
({si = t;,¥i € {1,...,n}} UE,S)

o Clash : ({f(s1,...50) = g(t1, ... tm)} UE, S) = fail

o Delete : ({x=x}UE,S)= (E,S)

@ Check : ({x L tyUE,S) = fail
sit#xetxeFV(t)

° Elim7inate :
({x=t}UE,S) = (E[x < t]; S[x < t] U {x = t})
sit#xetx¢FV(t)

Remarque : Algorithme non déterministe
— On peut appliquer les régles dans n’importe quel ordre.
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Exemple :

({p(x2) £ P22} { })

= ({x=2,2=x};{}) (Decompose)
= ({2=2};{x =2}) (Eliminate)
= ({ };{x =2} (Delete)

Donc o = [x « 2].

Faire I'exemle suivant : f(x,y) = f(y, g(x)).
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Terminaison

Théoréme

L’algorithme d’unification termine.

Une idée de la preuve : Aprés I'application d'une régle,
- Le nombre de variables dans E décroit

OU - Le nombre de variables dans E reste constant, mais la taille
des termes décroit

OU - Le nombre de variables et la taille des termes restent égaux,
mais le nombre d'équations décroit

Ordre lexico-graphique et multi-ensemble, voir fin du chapitre.
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Correction et Complétude

Soient deux termes s, t :
@ Correction : Est-ce que I'algorithme fournit une substitution o
telle que o(s) = o(t)?

e Complétude : Est-ce qu'il fournit un unificateur si s et t sont
unifiables ?

Théoréme

Pour deux termes s et t, |'algorithme d’unification est correct et
complet, il calcule le mgu de s et t.
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Une idée de la preuve : On raisonne par induction sur la longueur
de la dérivation, en utilisant le lemme suivant :

-Si (E,S) = (E',S’), alors I'ensemble des unificateurs de (E, S)
est égal a I'ensemble des unificateurs de (E’, S').
- Si (E,S) = fail, alors (E, S) n'a pas d'unificateurs.

[l faut prouver ce lemme pour chaque régle.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Unification Le probléme d'unification
Motivations
Algorithme

Etude de I'algorithme
Limites de |'unification syntaxique

@ Unification

@ Limites de I'unification syntaxique
@ Systemes de réécriture
© Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture
e Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

© Annexe B - Construction d’ordres bien fondés

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Unification Le probléme d'unification
Motivations
Algorithme
Etude de I'algorithme
Limites de |'unification syntaxique

Limites de |'unification syntaxique

Unification syntaxique :
On prend en compte uniquement la structure des termes.

Limites : On ne peut pas unifier
. Xf(5) =5
- X®2=yP3

— Unification d’ordre supérieur :
On prend en compte la sémantique d’exécution des fonctions

Exemple : Trouver la fonction x¢ telle que x¢(5) =5

- (Imitation) La fonction constante 5 : xf = fun y -> 5.
- (Projection :) La fonction qui renvoie son argument :

xf = fun y -> y.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Unification Le probléme d'unification
Motivations
Algorithme

Etude de I'algorithme
Limites de |'unification syntaxique

— Unification "modulo" :
On prend en compte la "signification" de certains opérateurs.

Exemple : Trouver un unificateur x @2 = y & 3 si @ est un
opérateur commutatif quelconque.

- Solution : [x + 3;y < 2], parce que 3®2 =2 3.

- Attention [x < 1;y < 0] n’est pas une solution, parce que @
n'est pas +!
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tio Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
téme de tur Régles

orém e es critique Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Objectif : Faire des preuves équationnelles.

Exemple : On représente les entiers naturels (N = {0,1,2,...}) en

base "unaire" avec deux constructeurs zero (noté par la suite 0),

et succ (successeur).

Par exemple, avec ces constructeurs, 1 est représenté par succ 0 et
2 est représenté par succ(succ 0)...

L'addition add peut se définir a I'aide des deux égalités suivantes :

add 0 Y = Y et add (succ X) Y = succ (add X Y) (%)

Comment montrer alors la propriété

add (succ 0) (succ(succ 0)) = succ(succ(succ 0)) 7

Remarque : Un ensemble d'équations comme (%) est appelé une
théorie équationnelle.
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Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles

Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Idée : Orienter les équations

Exemple : Pour I'addition,
add 0O Y —- Y
add (succ X) Y — succ (add X Y)

et appliquer les équations uniquement dans le sens —.

Exemple :
add (succ 0) (succ(succ 0)) — succ (add 0 succ(succ
0)) — succ(succ(succ 0)))

Remarque : Les équations orientées sont appelées des régles de
réécriture. Un systéme de réécriture est une théorie équationnelle
muni de régles de réécriture.
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Motivations

Termes, position et remplacement

Régles

Relation d'équivalence et formes normales

Systémes de réécriture

Church-Rosser et confluence

Exemple (projet)

A l'issue de votre projet, voici un exemple de ce que vous pourrez
obtenir :

ew o =] exemple rew ﬁl
rules

// arithmetic functions
add0: add 0 ¥ -> ¥:
adds: add (succ X) ¥ -> succ (add X ¥):

trace * ;

simp [left outer] add 3 4

Laura Brillon laura.brillon[at]lmath.univ-toulouse.fr
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Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles
Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Les questions a se poser

o Confluence : Est-ce qu'on peut appliquer les régles dans
n'importe quel ordre?

@ Complétude : Est-ce que |'orientation des équations n’entraine
pas une perte d'information ?

@ Terminaison : Est-ce que le processus de réécriture s’arréte ?
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@ Unification

@ Systemes de réécriture

@ Termes, position et remplacement

© Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture
@ Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

© Annexe B - Construction d’ordres bien fondés
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Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles

Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Rappel : Termes et substitution

Définition

L’ensemble 7 des termes est défini inductivement par :

@ un ensemble de variables V

@ Si f est un symbole d’arité k et si t1, ..ty € T, alors
f(tl, .o tk) eT.

Définition

Une substitution o est une fonction d'un ensemble fini de variables
(CV)dans T.

Remarque : On peut étendre cette définition sur I'ensemble des
termes.
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Rappel (suite) :

Exemple : On considére le terme f(x, h(y)) et la substitution

o=[x+i(y),y + 42]
Alors
o (f(x, h(y))) = f(o (x),o (h(y))) (4)

= f(o(x), h(a(y)) ()
= f(i(y), h(42))

~_
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Positions

Exemple : g(f(x,y), h(z))

Chaque terme peut étre représenté a

g
shaque . i
['aide d'un arbre : £ h
SN
X Yy Z

Définition

L’ensemble des positions d'un terme s est défini par induction de
la facon suivante :

@ s est une variable, Pos(s) = {e¢}
o s=f(t1,..,tn), Pos(s) = {e} UU;_,{ip/p € Pos(t)}.
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Remarque : La taille de s est |s| = #Pos(s).

Notation : s|, est le sous-terme de s a la position p.
Exemple (suite) : On s'interesse toujours au terme
8
1 / \ 2
f h
ll/ \ 12 |21
X B

s = g(f(x,y), h(z))

On a alors Pos(s) = {e,1,2,11,12,21}.
z est a la position [21] donc g(f(x,y), h(z))|21 = z
g(f(x,y), h(z)) est a la position [e] et f(x, y) est a la position [1].
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Remplacement

[Important]

Notation : s[t], est le terme obenu en remplagant s|, par t.
Exemple (suite) : g(f(a, b), c)[h(a)]1 = g(h(a), c)
g g
/ A
't \cz "h \c2
11 / \ 12 11 ‘
a b

a

Effectuer les remplacements suivants :
F(F(x,x), y)[h(2)l12 . F(f(x,x),y)[h(z)]2 et F(f(x,x),y)[h(z)]

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles

Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

@ Unification

@ Systemes de réécriture

@ Régles

© Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture
@ Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

© Annexe B - Construction d’ordres bien fondés
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Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles
Relation d'équivalence et formes normales

Church-Rosser et confluence

Une régle est de la forme | — r qui vérifie :

@ / et r sont des termes
@ / n'est pas une variable

(un systéme avec une régle x — t ne terminerait jamais)
e Var(r) C Var(/)

(on ne génére pas de variables)

Exemple : f(x) — g(y) n’est pas valide. |

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles

Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Application d'une régle a la racine

) Soit R = {f(x,b) — g(x)}.
Lorsque c'est possible,
réécrire les termes suivants :

Données :

@ Une régle de réécriture | — r

@ Terme t a réécrire

Méthode : ) o ilent)
° g(b)
@ Trouver une substitution o telle que e f(g(a), b)
o(l) =t e f(g(a),c)
o Le résultat est o(r) o f(f(a,a),b)

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles
Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Application d'une régle a la position p

Données : ) Exercice ;

o Régle de réécriture | — r Soit R = {g(x) — h(x,x)}.
Reéécrire, lorsque c’est possible,
les termes suivants :

@ Terme t & réécrire

@ Position p
f(g(a), b) a la position 1

f(g(a), b) a la position 2
g(g(a)) a la position 1

f(g(a),g(b)) a la position
que o(/) = t|p 1, puis a la position 2
o Le résultat est t[o(r)],

Méthode : )

@ Trouver une substitution o telle

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement

Régles
Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Attention ! )

Lors de la réécriture, la substitution s’applique uniquement a la
régle et non pas au terme a réécrire.

Soit R = {g(x, a) — f(x)}. Réécrire les termes suivants :

h(g(a, x), x) et h(g(b, a), x)

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement

égles
Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

@ Unification

@ Systemes de réécriture

@ Relation d'équivalence et formes normales

© Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture
@ Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

© Annexe B - Construction d’ordres bien fondés
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Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles
Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Relation d'équivalence

Un ensemble de régles R = {h — n, .., I, — r,} engendre les
relations suivantes sur les termes :

@ s—vptsis—talaidedelundes ; - r, € R
° i),;: est la fermeture transitive de — g

* . 0 0n0
@ —p est la fermeture réflexive et transitive de —p

o &g est la fermeture réfléxive, transitive et symétrique de —g

On omet l'indice R si I'ensemble des régles est sous-entendu.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement

Régles
Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Soit R = {f(f(x)) — f(x), f(a) — b} un ensemble de régles. Les
assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

e f(f(a)) — f(b)
o f(f(a
o f(f(a

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles
Relation d'équivalence et formes normales

Church-Rosser et confluence

Formes normales

@ Un terme s est réductible si 3t tel que s —g ¢t

@ s est une forme normale s’il n’est pas réductible

@ Deux termes s et t sont joignables si Ju tel que

si>Euetti>Eu

dans ce cas, on écrit s | t.

Joignables

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles

Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Exercice :

On considére |'ensemble de régles suivant :
R ={f(f(x)) — f(x),f(a) — b}
Les termes suivants sont-ils réductibles ?
e f(f(a)) e b
e f(b) e f(x)
o f(a) e f(f(f(b)))
Les termes suivants sont-ils joignables ?
o f(a) et f(f(f(a)))
o f(f(a)) et f(f(x))
o f(a)eth

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement

Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

@ Unification

@ Systemes de réécriture

@ Church-Rosser et confluence
© Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture
@ Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

© Annexe B - Construction d’ordres bien fondés
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Motivations
Systémes de réécriture

Termes, position et remplacement
Régles

Relation d'équivalence et formes normales

Church-Rosser et confluence

Church-Rosser et confluence

Soit — £ un systéme de réécriture.

Définitions

On dit que — ¢ est

o de Church-Rosser si s &t = s | t

o * *
o confluentesi s; <t —gss=>s1l %

s «—* =1t t—"-s
N o i
s % *l v A
H I 5 %
u P » U
Church-Rosser Canfluence

Pause culture : Alonzo Church (1903-1995) et John Barkley
Rosser (1907-1989) - fondateurs du A-calcul

Laura Brillon laura.brillon[at]jmath.univ-toulouse.fr

Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles
Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Théoréme
— £ est de Church-Rosser si et seulement si — g est confluent.

On souhaite démontrer ce théoréme. Pour cela, on introduit la
notion auxiliaire de semi-confluence :

— £ est semi-confluent si (s — t; et s S t2=t1 | t2.

1. Montrer que la propriété de Church-Rosser implique la confluence
2. Montrer que la confluence implique la semi-confluence

3. Montrer que la semi-confluence implique la propriété de Church
Rosser

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles

Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Conséquence : Dans un systéme de réduction confluent, un terme
a au plus une forme normale.

Faire la preuve du corollaire.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles
Relation d'équivalence et formes normales

Church-Rosser et confluence

SiR={h — n,..,ln — rp} engendre une relation

Définition

* . . oo
@ —p est la fermeture réflexive et transitive de — g

o g est la fermeture réfléxive, transitive et symétrique de —g

Un terme s est réductible si 3t tel que s —g t. Sinon, on dit que
s est une forme normale.

Définition

Deux termes s et t sont joignables si Ju tel que
* *
S—fpuett—pgu

dans ce cas, on écrit s | t.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles

Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Rappels : Church-Rosser et confluence

Soit — £ un systéme de réécriture.

Définitions

On dit que —f est
o de Church-Rosser si s <& t = s | t

. >k *
o confluentesi s; <t —gpss=>s5 ]9

Théoréme

— £ est de Church-Rosser si et seulement si — £ est confluent.

Preuve du sens direct = :

Montrer que la propriété de Church-Rosser implique la confluence

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement

Régles
Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

Preuve du sens indirect = :

On introduit la notion auxiliaire de semi-confluence :

— £ est semi-confluent si (s — t; et s = t2) = t1 | t2.

1. Montrer que la confluence implique la semi-confluence

2. Montrer que la semi-confluence implique la propriété de Church
Rosser

Conséquence : Dans un systéeme de réduction confluent, un terme
a au plus une forme normale.

Faire la preuve du corollaire.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Motivations
Systémes de réécriture Termes, position et remplacement
Régles

Relation d'équivalence et formes normales
Church-Rosser et confluence

@ Unification

© Systémes de réécriture

@ Church-Rosser et confluence
© Confluence et terminaison d’un systéme de réécriture
@ Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

© Annexe B - Construction d'ordres bien fondés

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables

Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix

Application

Problémes indécidables

Les probléemes suivants sont indécidables :

Confluence
i. Instance : Un systéme de réécriture —£.
Probléme : Est-ce que — £ est confluent?

Terminaison
ii. Instance : Un systéme de réécriture — .
Probléme : Est-ce que — ¢ termine?

iii. Instance : Un systéme de réécriture — g et un terme t.
Probléme : Est-ce que toutes les réductions commencant par t
terminent 7

— Heureusement, on peut prouver la confluence et la terminaison
dans certains cas particuliers.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables

Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix

Application

Confluence locale

t
Définition :
— £ est localement confluent si E v
SLE-t—oESHS =519 Sy erannns > U

u S t v Attention : Confluence = Confluence locale

\/ Mais la réciproque est fausse

Lemme (Newman-admis)

Si — g termine, alors
— £ est confluent <= — ¢ est localement confluent.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables
Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix
Application

@ Unification
@ Systemes de réécriture

© Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture

@ Confluence locale et paire critique

@ Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

© Annexe B - Construction d’ordres bien fondés

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables
Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix
Application

Paires critiques

h — r et b — rp deux régles de E sans variables communes.

Définition

Soit p € Pos() tel que /|, n'est pas une variable et soit § un
unificateur principal de 4|, et k. On dit alors que (6r1, (6h)[0r2]p)
est une paire critique.

Idée : Soit
ol, E = {f(f(x)) — f(x),f(a) = b}
/ \ f(f(a))
or, @l,)er,], / \
f(a) f(b)

(f(a), (b)) est une paire critique.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables

Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix

Application

Soit E = {f(f(x,y),2) = f(x,f(y,2)),f(g(a),a) = b}.
A |'aide du terme
t = f(f(g(a), a), 2)

Construiser une paire critique.

Théoréme des paires critiques (admis)

Un systéme de réécriture est localement confluent si et seulement si
ses paires critiques sont joignables.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables

Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix

Application

Ou on en est?

- Définition de confluence locale

Lemme de Newman : Si — termine,
confluence <= confluence locale.

- Définition de paire critique

Théoréme des paires critiques :
Confluence locale <= paires critiques joignables.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables
Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix
Application

@ Unification
@ Systemes de réécriture

© Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture

@ Ordre de réduction

@ Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

© Annexe B - Construction d’ordres bien fondés

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables

Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix

Application

Ordre bien fondé

Définition
Un ordre strict > est bien fondg, s'il n'existe pas de suite infinie
décroissante.

Exemple : (N, >) est un ordre bien fondé. (Z, >) ne I'est pas. J

Application : Prouver la terminaison de fonctions.

Exercice :

Prouver que la fonction suivante termine : — A partir d'un ordre
bien fondé, comment
peut-on en construire
d’autres 7 (Annexe B)

let rec even n =
if (n=0) then true
else if (n=1) then false
else even (n-2)

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables

Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix

Application

Ordres sur le termes

Un ordre strict > sur 7 est de réécriture si
> est compatible avec les fonctions :

S1 > S = f(tl, . ti—1, 81, tiy1, -, tn) > f(tl, ., ti—1, %, tiv1, .., tn)

et > est clos par substitution :

S1 > S =~ 0'(51) > 0'(52)

— Un ordre strict > sur 7 est de réduction s'il est de réécriture et
bien fondé.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables
témes de tur Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix
Application

Exemple : Soit t un terme, on note |t| la longueur de t. On définit
un ordre strict sur T par :

s>t < [s| > |t

C’est un ordre bien fondé et compatible avec les fonctions.
Cependant, il n'est pas clos par substitution :

[F(F(x,x),¥)[ =5>3=f(y,y)]
mais pour la substitution o := {y — f(x,x)}, on a
o (F(F(x, x), )| = [F(F(x, %), F(x, X)) [ =7

lo(f(y,y) = |f(f(x,x), f(x,x))| =7

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables

Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix

Application

Exercice

Pour un terme t et une variable x, on note |t|, le nombre
d’occurrences de x dans t. On définit un ordre strict > sur 7 par :

s>t < |s| > |t| et Vx € V,|s|x > |t|x

Montrer que cet ordre est de réduction.

Finalement,

Théoréme

Un systéme de réécriture — £ est terminant si et seulement si il
existe un ordre de réduction > tel que / > r pour tout / — r € E.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables
Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix
Application

@ Unification
@ Systemes de réécriture

© Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture

@ Procédure de Knuth-Bendix

@ Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

© Annexe B - Construction d’ordres bien fondés
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Problémes indécidables
Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix
Application

Entrée : Une théorie équationnelle E et un ordre de réduction > sur
les termes T.

Sortie : Un systéme de réécriture R convergent (= confluent et
qui termine) équivalent a E, dans le meilleur des cas.

Les principales idées :

© Orienter les égalités en utilisant I'ordre de réduction > :
Soit {s=t} € E.Sis>t,alorss —>t.Sis<t t—s.
Probléme : Il se peut qu’on ne puisse pas orienter les égalités.

@ Analyser les paires critiques (— confluence locale)
Une fonction auxiliaire CP(R) calcule les paires critiques de R,
non joignables.
Complétion : Ajout de nouvelles régles pour rendre les paires
critiques joignables.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables
Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix
Application

Initialisation :

Si toutes les {s =t} € E sont orientables
alors Ry := orienter E
sinon échec ;

Faire :
Rit1:=R;i
pour tout (s,t) € CP(R;)
réduire s,t sous formes normales §,{
si on peut orienter (§,f) en /| —r
alors Rit1:=Rip1U{l —r}
sinon échec
i=i+1
tant que R; # R;_1;

Renvoyer R;

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables
Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix
Application

Résultats possibles de I'algorithme :
@ Un ensemble R convergent (= confluent et qui termine)
équivalent a E, c'est a dire s St — s = i,

@ échec, si on ne peut pas orienter certaines égalités.
( — l'ordre de réduction > est peut-&tre mal choisi)

@ Non-terminaison de I'algorithme...

Soit £ = {f(f(x)) = f(x),8(x) = f(f(x)),g(g(x)) = x}. On
considére > I'ordre de réduction défini plus tot par :

s>t < |s| > |t| et Vx € V,|s|x > |t|x

Déterminer un systéme de réécriture R équivalent a E.

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables

Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix

Application

Correction

Initialisation : Orienter les égalités de E )

Ro := {f(f(x)) = f(x), f(f(x)) = &(x), g(g(x)) = x}

Etape 1: J

Paire(s) critique(s) non joignable(s) : (f(x), g(x))
Mise sous forme normale : -rien a faire-
Orientation : f(x) — g(x) (!)

Ry = {f(f(x)) = f(x), f(f(x)) — g(x),g(g(x)) = x, f(x) — g(x)}

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables
Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix
Application

Etape 2 : J

Paire(s) critique(s) non joignable(s) :

(f(x), f(g(x))), (8(x), f(g(x)))

Mise sous forme normale : (g(x), x), (g(x), x)
Orientation : g(x) — x

Ry := {f(f(x)) = f(x), F(f(x)) = &(x), 8(g(x)) = x,
f(x) = &(x), g(x) = x}

Etape 3 : |

Paire(s) critique(s) non joignable(s) : pas d'autres paires critiques
— Fin de l'algorithme R = R».

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables
Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix
Application

Analyse du résultat : )

R:={f(f(x)) = f(x), f(f(x)) — &(x), g(g(x)) = x,
f(x) = g(x), g(x) = x}
[l'y a des régles surperflues :

e g(g(x)) — x résulte de g(x) — x
e f(f(x)) — f(x) résulte de f(x) — g(x) puis g(x) — x
o f(f(x)) — g(x) résulte de f(x) — g(x) (x2), g(x) = x

Finalement,
R ={f(x) = g(x),8(x) — x}

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables
Confluence locale et paire critique
Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture Ordre de réduction

Procédure de Knuth-Bendix
Application

@ Unification
@ Systemes de réécriture

© Confluence et terminaison d'un systéme de réécriture

@ Application
@ Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

© Annexe B - Construction d’ordres bien fondés

Laura Brillon laura.brillon[at]math.univ-toulouse fr Unification, Réécriture



Problémes indécidables
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Procédure de Knuth-Bendix
Application

Objectif de la réécriture : faire des preuves équationnelles

Soit E une théorie équationnelle, on veut montrer que s = t. )

Procédure de Knuth-Bendix : R convergent et équivalent a E.

| faut montrer alors s $p t. J

—r a la propriété de Church-Rosser (par théoréme de CR)

© Réduire s = &', avec s’ irréductible (la réduction termine!)
@ De méme, réduire t - t/, avec t’ irréductible
@ Si s’ = t' alors s <> t. Sinon (non s < t).
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Procédure de Knuth-Bendix
Application

Exemple (suite) : On considére toujours
E={f(f(x)) = f(x), f(f(x)) = g(x),8(g(x)) = x} et
R ={f(x) — &(x),8(x) = x}.

Prouvons f(f(x)) = g(f(x))

@ Par raisonnement équationnel :

F(f(x)) = F(F(f(x)) = &(f(x))

Nécessite la découverte d'un terme intermédiaire plus complexe
@ Par réduction : f(f(x)) = x, g(f(x)) = x
Procédure automatisée

Exercice : Peut-on prouver f(a) = g(f(b))?
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onfluence et term steme de
Annexe A - Démonstration du théoréme des paires c

Preuve du théoréme des paires critiques

Preuve (=) : Si le systéme est el,
localement confluent, par définition, /\

toute paire critique est joignable car
issue de dérivations de la forme : ory @l)er,

Preuve (<) : Supposons maintenant que

s
les paires critiques sont joignables. Soit s y &‘
un terme tel que :
avec | S et h > n. t t
On sait que Vi € {1,2},3p; € Pos(s) telle que

slp; = oi(li) et ti = s[oi(ri)]p-

— Il faut montrer que t; et t, sont joignables.
La suite de la démonstration dépend des positions p; et po.

2
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t steme de tur
Annexe A Demonstratlon du theoreme des palres crlthues

Preuve (<, suite) :
Cas 1 : pj et pp sont des sous-arbres de s séparés.

— t1 et B sontjoignables. Localement confluent.
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fluence et term teme tur
Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

Preuve (<=, suite) :
Cas 2 : Si p; est un préfixe de py (sous-arbres qui se chevauchent)

a) Chevauchement non critique

02(h) ne chevauche pas / lui-méme mais
est contenu dans o3

i

0 ® [72(%) 72(5)]

x représente une variable du support de o1,
c’est une feuille de /.
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onfluence et term systéme de re
Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

Preuve (<=, suite) : Cas 2, a) Chevauchement non critique
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f n t tur
Annexe A - Démonstration du théoréme des paires critiques

Preuve (<=, suite) : Cas 2,
b) Chevauchement critique

EDN

La position de 02(h) dans h
n'est pas une variable : 02(h)
chevauche f.

— (01(n), (01(h))[o2(r2)]) est

une paire critique.
Et par hypotheése, toutes les
paires critiques sont joignables.

Dans les trois cas, t; et t, sont joignables.
Finalement, le systéme est bien localement confluent.
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Annexe B - Construction d’ordres bien fondés

Méthode 1 : Image inverse

Soient (A, >4) et (B, >g), deux ensembles munis d'une relation
d’'ordre. Soit f : A — B une fonction strictement croissante, c'est a
dire

Val,ag €A; & >Aa = f(al) >B f(82)

Proposition

Si >pg est un ordre bien fondé sur B, alors >4 est bien fondé sur A.
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Annexe B - Construction d’ordres bien fondés

Exercice :

Considérons la fonction even sur les nombres entiers relatifs (Z) :

let rec even n =
if (n=0) then true
else if ((n=1) or (n=-1)) then false
else if (n<0) then even (n+2) else even (n-2)

En appliquant le principe de |'image inverse, prouver la terminaison
de cette fonction.
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Annexe B - Construction d’ordres bien fondés

Méthode 2 : Ordre lexicographique

Définition

Soient (A, >4) et (B, >p) deux ensembles munis d'un ordre.
L’ordre lexicographique >, est défini sur A x B par :

(al,bl) > Jex (32, bz) = (31 >A 32) ou ((31 = 32) et (bl >B bz)

Si >4 et >p sont bien fondés, alors >, est un ordre bien fondé.
Prouver le lemme
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Annexe B - Construction d’ordres bien fondés

La fonction d’Ackermann est définie par :

let rec ack = function
0,y) >y +1
| (x,0) -> ack(x-1, 1)
| (x,y) -> ack(x-1 , ack(x,y-1))

1928 - W. Ackermann
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Annexe B - Construction d’ordres bien fondés

Méthode 3 : Multiensembles

Soient (A, >4) et M |'ensemble des multiensembles sur A.

On définit un ordre >, sur M par :
M > N s'il existe deux multiensembles X, Y, tels que

e N=(M\X)UuY
e X #£0
eVyeVY,dxeX,x>ay

v

Si > 4 est un ordre bien fondé, alors >,,; est également bien fondé.
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Annexe B - Construction d’ordres bien fondés

Exemples :
° {57 37 2} > mult {57 27 2}
o Est-ce que {5,3,2} >ur {4,4,4,2,2}7
o Est-ce que {5,3,2} >,ur {5,5}7

Refaire la preuve de terminaison de I'algorithme d’unification.
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