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Samedi 20 ctobre 2007, Formules de Taylor, Applications.

Exercice 1. Soit f : R → R deux fois dérivable, convexe et majorée : montrer que f est constante.

Exercice 2. Avec la formule de Taylor-Lagrange, montrer que le millième chiffre de l’écriture décimale de la
racine carrée de N = 111 . . . 111 = (101998 − 1)/9 vaut 1.

Exercice 3. 1) Appliquer convenablement la formule de Taylor-Lagrange à x 7→ ex pour en déduire que e 6∈ Q.
2) En appliquant convenablement la formule de Taylor-Lagrange à x 7→ e−x, montrer que pour n ≥ 3 l’entier

le plus proche de n!/e est n!
∑n

0 (−1)k/k! et est divisible par n− 1.

Exercice 4. Soit f ∈ C 2([−a, a]), si f(0) = 0 montrer que la suite définie pour n > a−1 par

un = f(n−2) + f(2n−2) + · · ·+ f(n−1)

converge et préciser sa limite.

Exercice 5. lim
n→∞

sin(k/n) sin(k/n2) = ?

Exercice 6. Soit f : [−1, 1] → R trois fois dérivable et telle que f(−1) = f(0) = f ′(0) = 0 et f(1) = 1.
Montrer qu’il existe c ∈]− 1, 1[ tel que f ′′(c) ≥ 3.

Exercice 7. Soit f ∈ C∞(R), on suppose qu’il existe un polynôme P de degré impair tel que

∀x ∈ R, n ∈ R : |f (n)(x)| ≤ |P (x)|.
Montrer que f est identiquement nulle.

Exercice 8. Soient I un intervalle de R, f ∈ C 2(I, I) admettant un point fixe α ∈ I tel que 0 < |f ′(α)| < 1.
On considère la suite récurrente x0 ∈ I, xn+1 = f(xn). Si la suite (xn)n converge vers α, montrer que la
convergence est géométrique, i.e. il existe a, b ∈ R tels que

xn − α = af ′(α)n + bf ′(α)2n + o(f ′(α)2n).

Exercice 9. Soit f ∈ C∞(]− a, a[) telle que f (n) ≥ 0, ∀n ∈ N.
1) Montrer que f(x) =

∑
n≥0 f (k)(0)xk/k!, ∀x ∈]− a, a[.

2) Le résultat subsiste-t-il si on a seulement f (2n) ≥ 0, ∀n ∈ N ?

Exercice 10. Soit f ∈ C 3(R, R). Montrer qu’il existe a ∈ R tel que

f(a)f ′(a)f ′′(a)f ′′′(a) ≥ 0.

Exercice 11. Soit f : R → R une application n fois dérivable. Fixons x ∈ R, si f (n+1)(x) existe et est différent
de zéro, alors pour h > 0 la formule de Taylor-Lagrange assure de l’existence d’un réel θ(h) tel que

f(x + h) = f(x) + hf ′(x) + · · ·+ hn−1

(n− 1)!
f (n−1)(x) +

hn

n!
f (n)(x + θ(h)h)

montrer que

lim
h→0

θ(h) =
1

n + 1
.

Exercice 12. Soit

f(x) =

{
e−1/x2

si x ∈ R \Q,

0 sinon.
Montrer que f est discontinue en tous points de R?, qu’elle est continue et dérivable à l’origine et nulle part
deux fois dérivable. Toutefois montrer que f admet à l’origine un développement limité à tout ordre.

Exercice 13. Montrer que

lim
n→∞

(
n

2
−

n∑
k=1

n2

(n + k)2

)
=

3
8
.
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Exercice 14. 1) Soit f ∈ C 1([0, 1]) montrer que

lim
n→∞

n

(
1
n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
−
∫ 1

0

f(t)dt

)
=

f(1)− f(0)
2

.

2) Si f est deux fois dérivable sur [0, 1] et si f ′′ est bornée et intégrable sur [0, 1], montrer que

lim
n→∞

n2

(∫ 1

0

f(t)dt− 1
n

n∑
k=1

f

(
2k − 1

n

))
=

f ′(1)− f ′(0)
24

.

Exercice 15. (Exemple d’une fonction C∞ sur R dont la série de Taylor en x = 0 admet un rayon de
convergence nul). Soit

f(x) =
∞∑

m=0

e−m cos(m2x) =
∞∑

m=0

fm(x),

montrer que f ∈ C∞(R) mais n’est pas développable en série entière à l’origine.

Exercice 16. (Kolmogorov 1) Soit I ⊂ R un intervalle et f : I → R une application deux fois dérivable telle
que

Mk := sup
x∈I

|f (k)(x)| < +∞, ∀ k = 0, 1, 2.

1) On suppose que I = R. Montrer que M1 ≤ 2
√

M0M1.

2) On suppose que I = [−c, c], c ∈ R?
+. Montrer que

|f ′(x)| ≤ M0

c
+ (x2 + c2)

M2

2c
, ∀x ∈ [−c, c].

M1 ≤ 2
√

M0M1 si c ≥
√

M0

M2
.

3) On suppose que I = (c,+∞), c ∈ R. Montrer que M1 ≤ 2
√

M0M1.

Exercice 17. (Kolmogorov 2) Soient a ∈ R, n ∈ N? et f : [a,+∞[→ R une fonction réelle de classe C n+1.
On propose une preuve assez inhabituelle du résultat suivant :

« Si f et f (n+1) sont bornées sur [a,+∞[, il en est de même pour les dérivées intermédiaires f ′, f
′′
, . . . , f (n). »

1) Soit δ > 0, pour Q =
∑n

k=0 ckxk ∈ Rn[X], on pose

N1(Q) = max
0≤k≤n

|ck| et N2(Q) = sup
x∈[0,δ]

|Q(x)|.

Montrer qu’il existe deux constantes λ, µ ∈ R?
+ telles que

µN2(Q) ≤ N1(Q) ≤ λN2(Q), ∀Q ∈ Rn[X].

2) Pour tout x ≥ a et δ ≥ u > 0 montrer que (utiliser Taylor-Lagrange)∣∣f(x) + f ′(x)u + · · ·+ f (n)(x)
un

n!

∣∣ ≤ ‖f‖∞ +
δn+1

(n + 1)!
‖f (n+1)‖∞ := M,

où ‖g‖∞ := sup
x≥a

|g(x)|.

En déduire que pour tout x ≥ a (en notant Px(X) :=
∑n

k=0
f(k)(x)

k! Xk ∈ Rn[X]) on a :

N2(Px) ≤ M.

3) En déduire la version faible des inégalités de Kolmogorov

∀ k ∈ {0, 1, . . . , n} : ‖f (k)‖∞ ≤ k!λM.
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Exercice 18. (Un théorème d’Emile Borel) Soit (an)n une suite de nombres réels et ϕ ∈ C∞(R, R) une
application à support compact dans ]− 2, 2[ égale à 1 sur [−1, 1]. Montrer qu’il existe une suite de nombres réels
(λn)n vérifiant

sup
x∈R

∣∣∣f (k)
n (x)

∣∣∣ ≤ 2−n, ∀ 0 ≤ k ≤ n− 1.

Où fn(x) :=
an

n!
xnϕ(λnx). En déduire l’existence d’une fonction f ∈ C∞(R, R) vérifiant

f (n)(0) = an, ∀n ∈ N.

Exercice 19.

Exercice 20.
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