@%@ AGREGATION INTERNE DE MATHEMATIQUES @4 @
Samedi 20 ctobre 2007, Formules de Taylor, Applications.

Exercice 1. Soit f : R — R deux fois dérivable, convexe et majorée : montrer que f est constante.

Exercice 2. Avec la formule de Taylor-Lagrange, montrer que le millieme chiffre de écriture décimale de la
racine carrée de N = 111...111 = (10199 — 1)/9 vaut 1.

Exercice 3. 1) Appliquer convenablement la formule de Taylor-Lagrange ¢ x — €* pour en déduire que e & Q.
2) En appliquant convenablement la formule de Taylor-Lagrange d x — e~
le plus proche de n!/e est n!y  (—1)*/k! et est divisible par n — 1.

, montrer que pour n > 3 l’entier

Exercice 4. Soit f € €%([—a,al), si £(0) =0 montrer que la suite définie pour n > a~' par
un = f(n7%) + f(207%) + -+ f(n )
converge et préciser sa limite.

Exercice 5. lim sin(k/n)sin(k/n?) = ?

| = R trois fois dérivable et telle que f(—1) = f(0) = f'(0) = 0 et f(1) = 1.

Exercice 6. Soit f : [-1,1
1,1 tel que f"(c) > 3.

Montrer qu’il existe c €] — 1,

Exercice 7. Soit f € €°(R), on suppose qu’il existe un polyndme P de degré impair tel que
VzeR, neR : |f™(z) <|P(z).

Montrer que f est identiquement nulle.

Exercice 8. Soient I un intervalle de R, f € €*(I,1) admettant un point five o € I tel que 0 < |f'()| < 1.
On considere la suite récurrente xg € I, xni1 = f(x,). Si la suite (x,), converge vers a, montrer que la
convergence est géométrique, i.e. il existe a,b € R tels que

o af’(a)" + bf/(a)Qn + O(f/(a)Q").

Exercice 9. Soit f € €°(] — a,a|) telle que f™ >0, ¥n € N.
1) Montrer que f(z) =3, 5o fE0)2k /K, Yo €] —a,al.
2) Le résultat subsiste-t-il si on a seulement f™ >0, Vn € N ?

Exercice 10. Soit f € €3(R,R). Montrer qu’il existe a € R tel que
f@)f'(@)f"(a)f" (a) = 0.

Exercice 11. Soit f : R — R une application n fois dérivable. Fizons x € R, si f"1)(z) existe et est différent
de zéro, alors pour h > 0 la formule de Taylor-Lagrange assure de Uexistence d’un réel O(h) tel que

Fla4h) = £a) 4 B () oo s (0D 0 0 o o)
montrer que
. 1
00 =

Exercice 12. Soit

0 Stnon.

fa) = {/ i ER\Q

Montrer que f est discontinue en tous points de R*, qu’elle est continue et dérivable a l’origine et nulle part
deux fois dérivable. Toutefois montrer que f admet a l'origine un développement limité & tout ordre.
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Exercice 13. Montrer que
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Exercice 14. 1) Soit f € ¢([0,1]) montrer que
: 1Zn k ! _ ) =10
A n (n k:lf (n) _/0 f(t)dt> 2

2) Sif est deux fois dérivable sur [0,1] et si f” est bornée et intégrable sur [0,1], montrer que

nlifr;o"2</01f<t>dt Z (21:—1)) f’(1)2—4f’(0).

=1
Exercice 15. (Ezemple d’une fonction € sur R dont la série de Taylor en x = 0 admet un rayon de
convergence nul). Soit

3\)—‘

Ze cos(m?z) me

montrer que f € €°°(R) mais n’est pas développable en série entiére a lorigine.

Exercice 16. (Kolmogorov 1) Soit I C R un intervalle et f : I — R une application deux fois dérivable telle
que

My = sup |[f®)(z)| < +00, YVEk=0,1,2.
xel

1)  On suppose que I = R. Montrer que My < 2+/MoMj.

2)  On suppose que I = [—c,c], c € RY.. Montrer que

M M
f@)l < =2+ @+ )57 Vael-ed
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M1 SQ\/ MOM1 St c> MO
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3)  On suppose que I = (¢, +00), ¢ € R. Montrer que My < 2v/MyMj.

Exercice 17. (Kolmogorov 2) Soient a € R, n € N* et f : [a,+oo[— R une fonction réelle de classe €™ +!.
On propose une preuve assez inhabituelle du résultat suivant :

«Si f et fT1) sont bornées sur [a, +o0|, il en est de méme pour les dérivées intermédiaires f', f ..., f0). »

1) Soit § >0, pour Q =Y, _,ckx® € R,[X], on pose

Ni(Q) = max leg| et Na(Q) = sup |Q(z)]
z€10,6]

Montrer qu’il existe deur constantes A,y € R telles que

N2 (Q) < N1(Q) < AN2(Q), VQ € R,[X].
2) Pour tout x > a et § > u > 0 montrer que (utiliser Taylor-Lagrange)

6n+1
(n+1)!

(@) + f'(@)ut -+ [ *| <[ flloe + 1PVl = M,

ot [|gllec == sup|g(z)|.
r>a

En déduire que pour tout x > a (en notant Py(X) := Y _ 0 eR,[X]) on a:
No(P,) < M.
3) En déduire la version faible des inégalités de Kolmogorov

Ve {0,1,....,n} : [|Ff® o0 < kIAM.



Exercice 18. (Un théoréeme d’Emile Borel) Soit (an)n une suite de mnombres réels et ¢ € € (R,R) une
application & support compact dans | —2,2[ égale a 1 sur [—1,1]. Montrer qu’il existe une suite de nombres réels
(An)n vérifiant

Suﬁlfé’“)(:c)’ <2 YO<k<n-—l1.
xre

Ou fn(x) = %x”go(/\nx). En déduire Uezistence d’une fonction f € €< (R,R) vérifiant
f™0) =a,, VYneN.
Exercice 19.

Exercice 20.
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