Centrale 2007. Filiéere MP. Mathématiques 1.I

Corrigé pour serveur UPS par JL. Lamard (jean-louis.lamard@prepas.org)

Partie I. Questions préliminaires.
Question 1. A.

Nous supposons que ’espace d’arrivée est R ou C ou tout au moins un espace normé complet.

e Soit € > 0 donné quelconque. Puisque la suite (u,) est uniformément convergente sur I, elle y satisfait le critere
de Cauchy de convergence uniforme donc :
dNo = No(e) t.q. |up(z) —ug(x)| <e VYp,g=No Vel (1).
En fixant dans I'inégalité ci-dessus p et g et en faisant tendre x vers a il vient |, — ¢4| <e Vp,q > No (2).
Ce qui prouve que la suite (¢,,) est de Cauchy donc convergente vers une limite notée ¢.
o Nous avons |U(z) — | < |U(x) — uny (@)] + |uny (x) — Cng| + [€ng — €] Vz eI (3).
En fixant = quelconque dans I, g égal & Ny et en faisant tendre p vers +oo dans (1) il vient :
|U(z) —un,(z)| <e Vel (4).
En fixant ¢ = Ny dans (2) et en faisant tendre p vers +oo0, il vient |[{n, — £| <& (5).
Tenant compte de (4) et (5), Pinégalité (3) s’écrit |U(z) — £] < 2e + |un, (z) — €n,| Yz € 1.
Or puisque hm un, () = £n,, il existe un voisinage V' de a dans I tel que |un,(x) — n,| < € pour z € V.

Ainsi |U(x ) - €| 3e pour z € V ce qui prouve bien que hm U(x)=1¢ O
Question 1.B.

k
Notons o« = —
w

,n=n(t) Ventier tel que nT <t < (n+1)T et r=r(t)=t—nT.
1 t ) 1 t )
Notons également ¢(t) = ;/ e*rg(r)da = ;/ e “g(x)da.
0 0
Par changement de variables il vient, pour tout entier j :
G+DT T . T
/ ewzwmg(x) da = / ezaw(]T-l—m)g(jT + (E) dr = (eza27r)] / ezawmg(x) dx (1)
JT 0 0

e Premier cas : kT € 2nZ i.e. a =p € Z.

G+1)T T o
Alors / e “g(r)da = / ePPg(x)da =Te_p(g) et p(t) = nTc_p(g) + / ePCg(z)da |.
T 0 nT +7r 0

Lorsque t — +o00, n = n(t) également et r = r(t) reste borné entre 0 et T'. Ainsi nT + r ~ nT.
T

1pwT

T
Par ailleurs / e?“?g(x)dx est borné car majoré en module par / lg(x)| d x clairement.
0

0
Il en découle que ¢(t) P c_p(g). O

e Second cas : kT ¢ 277 ie. o € Z.
G+nT T .
Alors (1) s’écrit / e “g(x)de = /\7/ e “Tg(x)de=NLavec A # 1 et [N\ = 1.
0

iT
1 1 —\nt! i
Donc ¢(t) = L e"“g(x)da |.
0= T +/nT 9()
_ \n+1
Or la quantité entre parentheses est bornée car % ‘ < —— | N |L| et

nT—+r ) (n+1)T T
[ emrgman < [ g@lde= [ lg@)da,
nT nT 0

Il en découle que ¢(t) P 0. O

Question I.C.

n .
Soit fn iz > cr(f)e*®. D’apres le théoréme de convergence normale de Dirichlet, la suite (f,) converge

k=—n
normalement sur R vers f
Notons wu,,(t / fat)g)dt et U(t / f(z)g(x)dz pour t > 0.
Il vient |U(t) — un(t) / £(2) = Fu(@)]19(2)| d o < Nao(@)Noolf — fu) =0 ¥E> 0

ce qui prouve que la suite (u,) converge uniformément sur I =]0, 4+oo| vers U.
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Supposons que r Z Q.
2w

t
Alors % / e“”g(:v) dzx P 0 pour k # 0 d’apres la question 1.B.
0 e

Done u,(t) P co(f)co(g)-
t
La question I.A prouve alors que % / f@)g(z)dx T co(f)eo(g). O
0 — 100
Supposons que L _» avec pAg=1.
2T ¢

t
Alors %/ e*g(z)dx P 0si k & gZ et vers c_,p(g) si k = rq (question I.B).
0 e

r=R
Donc u, (t) - > erg(f)e—rp(g) avec Rg < n < (R + 1)q.

-t ="R
—+oo
La question I.A prouve alors que la série Y c¢pq(f)c—rp(g) converge (au sens de Cauchy) et que
r=—o00

—+oo

Y RCIOLE e 3 ealDenle) O

Il en découle évidemment que si les coefficients de Fourier complexes de f et g sont tous des réels positifs alors
t
i1 [ fe)gta)da > olfenle). O
0

Remarque : les fonctions f et g ainsi que les périodes T' et 27 jouent des roles symétriques et les résultats demeurent
en supposant simplement f 27-périodique et continue par morceaux mais par contre g T-périodique, continue et
de classe C' par morceaux.

Partie I1I. Equation différentielle.

Question II.A.

Il est immédiat que cx(¢) = colepd). O

Question I1.B.

Soit ¢ = yfj + co(a)yl + co(b)yo. La question revient & prouver que ¢ est nulle.

Comme yg est solution sur R de (E) : y” 4+ a(x)y’ + b(z)y = 0 avec a et b continues sur R, classiquement yo est de
classe C? sur R et ainsi ¢ € C9.

D’apres le théoreme de Parseval, il suffit donc de prouver que ¢ (¢) = 0 pour tout k € Z.

Soit encore que co(exp) = 0 compte tenu de la question précédente.

Comme g est solution de (F) on a ¢(x) = (co(a) — a(x))yé(x) + (co(b) — b(x))yo(;v) = a(z)yy(z) + B(x)yo ().

¢
Par ailleurs, d’apres la question I.B (avec g(z) = ex(z)¢(z)) il vient co(erp) = . ligl % / erp(z)o(x)d x.
— 100 0

Ainsi co(erp) = L /0 (a(:z:)ek(ar)yé(x) + ﬁ(:c)ek(a:)yo(:zr)) dux.

im —
t——+o0 t

Or a(z) et B(z) sont continues et 27r-périodiques et ex(z)y)(z) et ex(z)yo(x) sont T-périodiques et de classe C*
(puisque yo est de classe C?).

D’aprés la remarque finale de la question I.C. on a (puisque 22 Z Q) : colerd) = cola)co(erys) + co(B)co(exyo)
T

Or co(a) = ¢ (co(a) - a) = c¢o(a) — co(a) = 0 et de méme co(B) = 0.
Ainsi ¢ (¢) = co(exgp) =0. O

Partie III. Epicycloi'de.

Question III.A. Définition de I’épicycloide.

N ,
L’affixe de OQ(t) est (R + r)e" donc d(O,9Q(t)) = R+ r ce qui prouve que les deux cercles sont tangents en le
point H(t) d’affixe h(t) = Re't. O

(z_'), W) = (?, O—Q)) + (O—d, W) + (Sﬁ, W) =t+ 7+ qt = (14 q)t + 7 donc l'affixe de QM est —reilatDt,

Il en découle que z(t) = ((R +7) — reiqt)e“ =r(g+1—eitt)eit. O
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Question II1.B. Propriétés de I’épicycloide.

Dans cette partie (trés mal rédigée selon moi) on ne supposera pas forcément que q soit rationnel car bon nombre
de résultats sont valables que q soit ou non rationnel. Les particularités dues au fait que q soit rationnel seront
signalées au besoin. En outre on ne respectera pas exactement l'ordre des questions.

e z(t) n’est jamais nul car ¢ + 1 > 1 donc ¢ + 1 — €%* ne s’annule pas et z est de classe C* sur R.
Donc z(t)z(t) est strictement positif et de classe C* sur R. Il en va donc de méme de |z(t)| puisque la fonction
racine carrée est de classe C* sur ]0, +oo[. Notons désormais p(t) = |z(t)]|.

Il en découle que la fonction ¢ : t —— %z(t) est une application de classe C*° de R dans l'ensemble U des
p

complexes de module 1. Par le théoreme de relevement, il existe une application 6 de classe C* sur R telle que

p(t) = ).

Ainsi il existe deux applications p et 8 de classe C* de R dans R, la premiere étant en outre strictement positive,
telles que z(t) = p(t)e?’® pour tout réel t.

Par ailleurs p(t) = r|q + 1 — €%*| donc la fonction p est 2—ﬂ-périodique. O
q

2

o Nous avons z(t + =) = ™/ 9z(t) donc M (t + 2—7T) se déduit de M (¢) par rotation de centre O et d’angle 2—7T
q q

Ce qui prouve que I’épicycloide est formée d’arches isométriques & celle décrite lorsque ¢ décrit intervalle [0, —ﬂ-]
q

Lorsque g est rationnel soit ¢ = % avec a A b = 1, I’épicycloide est composée d’exactement a arches puisque la

(a + 1)®™¢ rotation redonne I’arche de départ. En outre si ¢ est entier les arches ne se coupent pas.
Lorsque ¢ est irrationnel on ne retombe jamais au point de départ et il y a une infinité d’arches. [

e Ces arches se rejoignent en les points correspondant a t = k2T avec k € Z clest & dire en les points I, d’affixe
q

z(k2—7r) = Retk?r/a,
q
On retrouve que si g = % avec a Ab=11ily a a arches (car a points I; distincts).

Par contre si g est irrationnel tous les points I pour k € Z sont deux a deux distincts. [

e Etudions la position locale de l’arc au voisinage du point M (0) = Ij.
Un développement limité de IoM (t) alias z(t) — 2(0) = z(t) — R s’écrit :

2(t) = (R+ r—r(1+igt — %q2t2 + O(t3))).(1 + it — g + O(t3)) -R
- (R — iRt + ?ﬂ + O(t3)).(1 +it — g + O(t3)) ~R= (%R)ﬁ +O(3)

Ainsi la tangente en M (0) est horizontale et 'arc est au voisinage localement du c6té pointé par le vecteur 7.
Il y a donc un rebroussement en M (0) = I et en tous les points I, par rotation. [

e A ce stade on a facilement D’allure de I’épicycloide correspondant a g = g :
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am
dt
Or 2/(t) = i(R +r —refdt — rqeiqt)eit =i(R+7)(1 —e')el = 2(R+ r)sin (gt)eiqtme“ (1).

2m/q
e La longueur d’une arche est donnée ¢ = / dt.
0

Lorsque ¢ parcourt [0, 2—7T], %t parcourt [0, 7] donc sin (gt) est positif donc
q

%H = 2(R+r)sin (%t).

q+1

TR O

27 /q q 8
Doncf:/ 2(R+T)Sln(5t)dt:—(R+’f’):8
0 q

S|

1 - 1 .
q—l; R et en particulier 8&R sig=a€N.
q q

Sig= 7 avec a A b =1 la longueur totale est donc L = 8a

o Onaz(z(t) = p(t)e O (5 (1) + ip()0' () ) O = p(t)p/ (1) + g (D0 (2).
Or laire A’ du secteur curviligne de centre O défini par une arche est égale a l'intégrale curviligne sur le bord

orienté K du secteur /

2m/q
p*d @ qui se réduit ici & / pA(1)O'(t)dt.
OK 0

1

2m/q
Par ailleurs / p(t)p' (t)dt = 3 (p2(
0

21

)= P0) =0

. 27 /q _
De sorte que A’ = —%/ z(t)2'(t) dt.
0
Or d’apres (1), z(£)2'(t) = (R + 7 — re”")e x 2(R + r) sin (%t) e't/2¢it donc apres simplifiactaions :

2(t)2'(t) = 2(R + r) sin (gt) X (R cos (gt) +i(R + 2r)sin (gt))

27 /q 27 /q
Or/ sin (gt) cos (gt)dtzoet / sin? (gt)dtz T
0 2 2 0 2 q
Donc I'aire d’un secteur curviligne de centre O défini par une arche de 1”7 épicycloide est :

A= TR r)(Rt2r) = CFEDEE2) g o
q q
Lorsque ¢ est entier, les arches ne se “recouvrent” pas et ’aire totale de ’épicycloide est donc :

A= wﬂ-}g? 0

q
Remarque : lorsque ¢ entier tend vers 400, A tend vers l'aire du cercle (Cp) ce qui est intuitivement normal puisque

les arches deviennent de plus en plus proches du cercle.

Question II1.C. Densité de I’épicycloide dans la couronne lorsque g est irrationnnel.

e Onae?® = %, 2(x) = r(l +q— e"%)e' et p(x) = |1 + ¢ — €| donc :
plx
pm(x)eine — pmfn(x)zn(x) — ,rm|1 + q-— elqz|mfn(1 4 q-— equ)n Xeinm.

g(z)
OrgestT = 2 périodique (et continue) et comme ¢ est irrationnel, d’apres la question I.B, on a :
q
t

. m
A eree

nb(2) d 2 = 0 pour tout (m,n) € N x Z* et la limite vaut co(p™) sin =0. O

Remarque : A noter cette fois carrément une faute d’énoncé : limite non nulle si n = 0 contrairement & ce qui
est annoncé (ou alors copié-collé hasardeux !). En effet comme p est continue et strictement positive (donc p™
également), on a co(p™) > 0.

e Donc par linéarité tignoo/ P(p(x))Q(0(z)) dz = co(Q)co(P(p)) O
0

e D’aprés le théoréme de Weierstrass (version normale et version trigonométrique), il existe une suite de polynémes
(P,) di converge uniformément vers f sur J = [R, R + 2r] et une suite (@) de polynémes trigonométriques qui
converge uniformément vers g sur R.

Notons || ||s la norme uniforme sur J et Ny la norme uniforme sur R.

Comme la suite (Q),,) converge uniformément sur R, elle est y bornée pour la norme uniforme. Soit alors M tel que
Noo(Qr) < M pour tout n € N.

Soit  quelconque dans R. Comme p(z) € J, il vient :
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| (p(2)) @n (6()) = f (p(2)) 9 (0(@))] < [Pn(p(@)) = [ (p(2))]-1Qn (0(@)) ] +1Qn (6(z)) = 9(0(@))I-1 (p(=))]
SM|Py = flloo + [ fllooNoo(@n —g) Yz €R

Ce qui prouve que la suite v, : t — P, (p )Qn( (x )) converge uniformément sur Rvers V : z — f(p(:v))g(@(x))

Notons alors u,, : t — / x)dzxetU:t+— / z)dx. Il vient pour tout réel t > 0 :

U(t) = un(t)] < +

” /Ot (V(x) - vn(ac)) dzx

<1 [ V@) —u@laz <1V vl
0
Ainsi la suite (uy) converge-t-elle uniformément sur ]0, +-o0[ vers U.

(
Or i hm un(t) existe et vaut co(Qn)co(Prn(p)).

Or comme (P,) converge uniformément sur J vers f, la suite (P,(p)) converge uniformément sur [0,77] = [0, 2—7T]
q
vers f(p). Il en découle que co(Pn(p)) —— co(f(p)).
n—-+o0o
De méme co(Q) e (g) puisque (@) converge uniformément vers g sur (0, 27] en particulier.
n—-rroo

Il découle alors du théoreme du double passage a la limite établi en partie préliminaire que

i1 [ 7(p()a(0(e)) do = calg)eo(7()) O
0

t——+o0 t

Je ne vois pas comment utiliser le “bazar” qui précede pour établir la densité demandée alors qu’elle peut s’établir
directement assez simplement :
En effet en conséquence de la structure topologique des sous-groupes additifs de R (soit monogenes soit denses) on

établit immédiatement que si % est irrationnel aZ + bZ est dense dans R. Il en découle, par continuité de t — e,

que si & est irrationnel, ’ensemble {ei"a} est dense dans I’ensemble U des complexes de module 1.
™ ne

Soit alors (pg, 0p) donné quelconque comme dans 1’énoncé.
Comme p(t) = |R +r — re'?| on a évidemment p(R) C [R, R + 2r]. Par ailleurs p(0) = R et p(z) = R+ 2r.
q

Comme p est continue, il en découle que p(R) = [R, R + 2r] (théoréme des valeurs intermédiaires). Et méme

|0, 2—7T] [R, R + 2r] vu la périodicité. Ainsi il existe tg tel que p(to) = po-
q

Soit ag tel que z(tg) = poet.

Comme {emz”/‘?} est dense dans U, il existe une suite (ny)ren telle que e?+27/4 — ¢i(fo—a0)
nez k—+4o00

Soit alors t, = tg + nkz—w.
q

On a Z(tk) = Z(tO + nk%) = Z(to) ing2mw/q poezaoemk%r/q T) Poe
— 1+ 00

Ce qui prouve bien que I’épicycloide est dense dans la couronne C. [

Partie IV. Probléme de visibilité.

Question IV.A.

h est continue par morceaux sur R donc, pour z fixé quelconque dans R, ¢t — h(t)h(z — t) est continue par

morceaux sur R donc bien intégrable sur [—%, %]
Ainsi u est-elle bien définie sur R. Elle est clairement 1-périodique puisque h l’est.
Il vient par changement de variable ¢ = —u puis en utilisant la parité de h :
1/2 1/2 1/2
u(—x) = / h(t)h(—x —t)dt = / h(—uw)h(—x +u)du = / h(u)h(z — u) du = u(x).
—-1/2 —1/2 —-1/2

Donc w est paire.
1/2

Par ailleurs u(z) = / h(t)h(z —t)dt = /T hz —t)dt = /z+T h(y)dy.

—-1/2 —r —r
Ainsi en tant qu’intégrale fonction de sa borne supérieure d’une fonction continue par morceaux, u est-elle continue
et de classe C! par morceaux. [
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e Comme u est continue et de classe C! par morceaux, elle est développable en série de Fourier et sa série de Fourier
converge normalement sur R vers elle.
+oo 1
Comme elle est paire on a u(x) = % + > ancos(2mnx) avec a, = 2/ u(z) cos(2mnax) d z.
0

n=1
Comme u est continue et de classe C! par morceaux, on peut intégrer par parties, ce qui fournit pour n > 1 :

1
Ay, = —/ (h(:v +7)—h(x — r)) sin(2mnx) dz
1 0 1
Or /0 h(z 4+ r)sin(2rnz)dx = /1 sin(2rnx)dz = L(cos(47mr) -1)<0

—2r 2mn

1 2r
1
et / h(z —r)sin(2rnz) dz = / sin(2rnz) dx = — (1 — cos(dmnr)) = 0
0 0 2mn
Ainsi a,, > 0 pour n > 1.

1 1
Par ailleurs % = / u(z)de =u(l) — / x(h(:v +7)—h(x — r)) d 2 toujours par parties
0 0
1

1 2r 1

Or/ x h(:C—i—r)—h(:C—r))dx:/ :vdx—/ :Cdxz—(l—(l—2r)2—4r2) =2r(1—-2r) et u(l) = u(0) = 2r
0 1-2r 0 2

done L0 — 442,

Ainsi ¢ = % =4r% > 0 et pour n > 0 (puisque u est paire), ¢, = c_,, = > >0 O

¢
e Etudions, pour 6 fixé quelconque dans R, . 1121 o(t) avec p(t) = % / u(z cos@)u(xsinf)dx.
— T 00 0

Premier cas : sin 6 cos(f) = 0.
¢

K 1
Alors p(t) = %/ u(0)u(+z)dx = u(0) x ;/ u(z) d & par parité.
0 0
Donc . ligl o(t) = u(0)co(u) (d’apres II) et alors £(6) = 2r x 4r% = 83 > 0

Second cas : sin 6 cos() # 0.
Soient f:x — u(xcosh) et g: x — u(zsind).

Alors f est p périodique et g est oy périodique. En outre ces deux fonctions sont continues et de classe C!
cos sin

par morceaux.
1/ cosf 1
Par ailleurs ¢o(f) = cos@/ u(cosb.x)dx = / u(t)dt = co(u). De méme co(g) = co(u).
0

0
Par application des résultats de I.C., il vient que :
o(t) ——— co(f)co(g) = co(u)? = 16r* > 0 si tand € Q et,

t——+o0

p(t) —— U0) > colf)eo(9) = co(w)* = 16r* > 0 si tand ¢ Q.

t—

t——+oo

t
Conclusion : pour tout réel § on a lim % / u(zcosf)u(zsinf)dz =£(0) >0. O
- 0

Remarque : On peut méme donner un résultat plus précis :
On a £(6) > inf(8r3,16r*) = 16r* > 0 pour tout réel §. O

e Pour ¢ fixé dans R, la fonction (z,6) — u(x cos@)u(xsin ) est continue sur [0,¢] x R donc la fonction

¢
0 — / u(z cosf)u(xsin @) d x est continue sur R (continuité d’une intégrale propre & parametre). O
0

R t
e Il y a évidemment une erreur d’énoncé : je suppose qu’il faut lire / et non / . Mais méme ainsi cela ne permet
0 0

pas de conclure selon moi.

En outre pour la question intermédiaire suivante de 'existence, pour tout  fixé (on notera 1a encore I'imprécision de
I’énoncé avec 'absence de quantificateur relatif & 6 ce qui est d’autant plus regrettable qu’a la question précédente
l'intégrale doit étre plus grande que 1 pour tout 0 !!) de z = zg €]0, R] tel que u(x cosf)u(xsinf) # 0 on n’a nul
besoin du résultat concernant I'intégrale plus grande que 1 : pour tout 6 la fonction 2 — wu(z cos8)u(x sin9) est
continue et non nulle en 0 (valeur u?(0) = 4r%) donc non nulle au voisinage de 0 !

Je propose la solution suivante :
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On commence par remarquer que vu la symétrie du probleme de visibilité par rapports aux deux axes et a la
premiere bissectrice, il suffit d’établir qu’il existe un réel R tel que tel que I'on voit un arbre & une distance moindre
que R dans toute direction comprise entre 0 et g

N
On va commencer par prouver qu’il existe un entier N = N(r) tel que / u(z cos @)u(zsinf) dz > 0 pour tout 6.
1

n
Supposons le contraire. Pour n entier, n > 2, notons ¢, : § — / u(z cos@)u(xsind)dx.
1

Alors F,, = {9 € 0, g] t.q. / u(zcosf)u(rsind)dz < O} est non vide. Or ¢,, est continue (Cf précédemment)
1

donc F,, est un fermé relatif de [0, E] donc un fermé. En outre la suite (F,) est décroissante au sens de 'inclusion

puisque la fonction u est positive ou nulle donc ¢, < @n4+1 d’ott F,p1 C F,.
—+o0
Il en découle que () F, est non vide.
n=2
Soit alors 8y appartenant & cette intersection. On a ¢,,(6p) < 0 pour tout n donc ¢, (6p) = 0 pour tout n (puisque

©n = 0 du fait que u > 0) donc lcpn(6‘0) —0
n

n—-+4oo

Contradiction puisque par caractérisation séquentielle de la limite, on a —p,,(6) P~ (6p) >0 O
S n n—-+oo

Remarque : on pourrait prouver de la méme facon qu’il existe un entier N’ tel que, pour tout 6 :
N/

/ u(zcos@)u(xrsind)dx > 1 (ou 2007 !) (sinon il existerait Oy tel que ¢, (0y) < 1 pour tout n donc lwn(ﬁo)
1 n

tendrait vers 0) mais cela est inutile pour la suite.

Il en découle naturellement que, pour tout € fixé dans [0, %], il existe © = xg € [1, N] tel que u(z cos @)u(zsind) > 0.

y+r
Or comme u(y) = / h(t)dt, on a u(y) # 0 si et seulement si 'intervalle |y — r, y + r[ rencontre un intervalle de
Yy—r
la forme |k — r, k + r[ avec k € Z, donc si et seulement la distance de y & Z est strictement inférieure & 2r.
Donc dire que u(x cosf)u(zsinf) # 0 c’est dire que le point de coordonnées polaires (z,0) est & une distance
strictement inférieure & 2r de Z x Z en munissant R? de la norme |[|(a,b)|| = max(|al, |b]).
Ce qui signifie :
- soit que le point de coordonnées polaires (x, ) appartient au carré centré en O de coté 4r,
- soit qu’il appartient & un arbre de la forét F’ des arbres de coté 4r.

. N 1 1
Or le premier cas est a exclure car, comme z > 1, on a : xcosf > cos% = 7 > 5 > 2r.
Ainsi il existe un entier N tel que pour tout 6 € [0, g], le segment joignant 0 au point de coordonnées polaires

(N, 0) rencontre un arbre de la forét F'.

Alors en conservant la forét F mais en remplagant r par v’ = g dans la définition de la fonction h (ce qui est bien

possible puisque 0 < 27’ < 1/2) on obtient une nouvelle fonction h’ et une nouvelle fonction ' vérifiant les mémes
i

7

propriétés donc il existe un entier N’ tel que pour tout 6 € [0, 1 le segment joignant 0 au point de coordonnées

polaires (N, 6) rencontre un arbre de la forét 7. O

Question 1V.B. Algorithmique.

A noter 1a encore la trés grande légereté (aimable euphémisme) de I’énoncé : 'emploi de r dans la description de
I alors que r est fixé pour la définition de la forét !

Compte-tenu de ce qui précede I est non vide (car contient V).
Si p € I alors naturellement [p, +0o[C I donc I est un intervalle de la forme (R, 400l
r n’appartient pas a I clairement donc Ry > 0.
Pour 6 € [0, 7/4], notons Dy la droite d’angle polaire 6. Alors F (] Dy est un fermé en tant qu’intersection de deux
fermés. Soit ry la distance de O a ce fermé. Elle est atteinte. Donc a € I si et seulement si a > g pour tout 6 de
[0,7/4]. Donc I = (] [rg,+oo[ ce qui prouve que I est un fermé donc I = [Ry,+oo[. O

00,7 /4]

Pour l'algorithme tel qu’il est demandé, je ne vois pas !

~ Centrale-2007-maths1. TEX page 7 ~



Question IV.B. Arbres ronds.

Soit une forét F formée d’arbres ronds de rayon r avec 0 < 2r < 1/2 dont les centres ont des coordonnées entiéres
(O exclu).

Soit la forét F/ d’arbres carrés de cotés v/2r.

Il existe R > 0 tel que, dans toute direction, un observateur placé a lorigine voit un arbre de F’ & une distance

moindre que R (car v/2r < 2r < 1/2).
Donc a fortiori il voit un arbre de la forét F puisque chaque arbre de F’ est inclus dans un arbre de la forét F. 0O

FIN
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