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Calculatrices et documents sont interdits. Durée de l’épreuve : 45 minutes.

Exercice 1

1. Donner le développement limité de th(x) en 0 à l’ordre 3.

2. Déterminer le développement limité de eth(x) en 0 à l’ordre 3.

3. Calculer lim
x→0

eth(x)
− 1 − x

x2
.

Solution. 1. Soit on connâıt la formule par cœur, soit on retrouve la formule, au voisinage
de x = 0,

th(x) = x −

x3

3
+ x3ε(x).

Vu que th(0) = 0 et que le développement en u = 0 de exp à l’ordre 3 est

eu = 1 + u +
u2

2
+

u3

3!
+ u3ε(u),

on peut composer les développements limités en substituant à u la partie régulière du
développement de th(x) et en négligeant les puissances supérieures à 3. On calcule alors

u2 = x2 + x3ε(x), u3 = x3 + x3ε(x),

puis on trouve

eth(x) = 1 + x +
x2

2
−

x3

6
+ x3ε(x).

2. Il s’ensuit que la limite demandée est 1
2 .

Exercice 2

1. À l’aide du théorème des accroissements finis, montrer que pour tout x > 0,

1

x + 1
< ln(x + 1) − ln(x) <

1

x
.

2. En déduire lim
x→+∞

x · ln

(

x + 1

x

)

.



2

3. Montrer que la fonction f définie par f(x) =

(

1 +
1

x

)

x

est monotone sur R
∗

+ =]0,+∞[.

4. Déterminer lim
x→+∞

f(x).

Solution. 1. La fonction u 7→ ln(u) est définie et dérivable sur l’intervalle [x, x+1] (vu que
x > 0). Elle vérifie en particulier les hypothèses du théorème des accroissements finis sur
cet intervalle. Il existe donc x < c < x + 1 tel que

ln(x + 1) − ln(x) =
1

c
· (x + 1 − 1) =

1

c
· 1 =

1

c
.

Comme 1
x+1 < 1

c
< 1

x
, on en déduit que la fonction vérifie l’inégalité de l’énoncé.

2. D’après la question précédente, x

x+1 < x ln
(

x+1
x

)

< 1 (vu que x > 0). Le théorème

des gendarmes s’applique alors : lim
x→0

x ln

(

x + 1

x

)

= 1. (On peut aussi procéder avec les

développements limités.)

3. La fonction est dérivable sur le domaine considéré, de dérivée

f ′(x) =

[

ln(x + 1) − ln(x) + x

(

1

x + 1
−

1

x

)]

· exp(x · (ln(x + 1) − ln(x))).

Il suffit de montrer que f ′(x) > 0 pour x > 0. La partie exponentielle est toujours stricte-
ment positive. Il suffit donc de considérer g(x) = ln(x + 1) − ln(x) + x(1/(x + 1) − 1/x).
D’après la première question,

g(x) >
1

x + 1
+ x(1/(x + 1) − 1/x) =

1

x + 1
−

1

x + 1
= 0.

D’où le résultat voulu.

4. Nous avons f(x) = ex·ln( x+1

x
). La question 2 indique que lim

x→0
x · ln

(

x + 1

x

)

= 1. On en

déduit que lim
x→0

ex ln(x+1

x
) = e1 = e.


