@%@ AGREGATION INTERNE DE MATHEMATIQUES @4 @
Samedi 10 novembre 2007, Séries et intégrales a parameétres.

Exercice 1. Calcul de "intégrale de Cauchy / 8”1( )dt = g
0
o -
(1) On considére Uapplication f(x) ::/ Szz(t)e_ztdt.
0

©>  Montrer que f € €' (RY).

2 En déduire une forme explicite de f sur R
> Montrer que f est continue a ['origine.
o

En déduire que / sin )dt .

0t 2

0 cin(t oo —tx
(2) On consideére les applications f(x) ::/0 Stzi(z:) dt, g(z) ::/0 tsidt.

2
Montrer que f et g sont de classe C* sur R

Montrer que f et g sont solutions de l’équation différentielle y' +y = %
Montrer que f — g est 2m-périodique.
Montrer que f et g sont équivalentes a

> sin(t
= En déduire que / Zi()dt .
.t 2
(3) Si on admet que (voir la question précédente)

Ya>0 :/ Sm(w)dx:/ 62 dz,
o T+a o T¢+1

/ sin(x) dr —
0 €T

il
5"
oo
Exercice 2. Calcul de l'intégrale de Gauss / e dt = \/27?
0

SUREVREVRRY

1
T

en +00 puis que f =g.

monter que

oo —xt?
(1) On considere application f(x) :=/ ﬁdt-

2> Montrer que f € €*(RY) N €O (R4).
> En déduire que f est solution d’une équation différentielle.

(o9}
s
> Montrer que / e dt = VT (on pourra introduire la fonction auzilliaire g(t) =
0

2
e tf(t)...).

(2) Montrer successivement :

[y
sin r)dr = — - — , ne
0 vV Jo n
\/ﬁ t2 n 0 2
lim (1 — —) dt = / e~ dt.
n—+0 Jo n 0
Et o Uaide de la formule de Wallis
/2 sin? (t)dt ~ ﬁ,
0 +o0o 2
1
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oo
retrouver la valeur de lintégrale de Gauss / e dt =
0

Exercice 3. Soit pour n € N*, x € [0,1] : gn(x) = sin(nz) Montrer que la suite (gn)n n'admet
aucune sous-suite simplement convergente vers 0 sur [0,1].

Exercice 4. (Un lemme de Cantor) Soient (otn)n, (Bn)n deuz suites de nombres réels telles que la suite
de fonctions (am, cos(nx) + By sin(nx)), converge simplement vers la fonction identiquement nulle sur

R.

(1) Montrer que limay, = lim 8, = 0. (pour la seconde limite on pourra raisonner par ’absurde..)
[o.¢] (o]

(2) Montrer que la conclusion subsiste si on a la convergence simple seulement sur [a,b], a < b.
(an cos(nz) + By sin(nz))?
ap + B3
que l'on peut extraire de (fy)n une sous suite simplement convergente vers zéro sur |a,b]...

Pour cela en posant f,(x) = et, raisonnant par l’absurde montrer

Exercice 5. Soit f : R — R une fonction continue & support compact et f la fonction définie par

= / f(t)e®at.
R
(1) Montrer que f € €°(R).
(2) Montrer que f est développable en série entiére sur R.
(3)
(4) Montrer que si f € €*(R) alors f € L'(R).

Montrer que si f est a support compact alors f = 0.

Exercice 6. Pour z € C de partie réelle o vérifiant | o |< 1.

smh(zt)

o Montrer que f : t € R} — f(t) = , f(0) = z, est intégrable sur Ry (et continue).

e Pourt > 0 développer f en série d’exponentzelles et appliquer la convergence dominée a la suite des

sommes partielles pour établir
sinh(zt) 2z
SV = e
/RJr sinh(t) nzz;) (2n+41)2 — 22

e Sachant (exercice classique des séries de Fourier...) que pour z € C \ Z on a

1 2
weotan(mz) = 2 + Z fan en déduire que pour 2z € C\Z on a

n>1
sinh(zt) T Tz
g = Ztan (= ).
/]R+ sinh(t) 2 an( 2 >

(2t)27H1
e On rappelle que (d.s.e.) pour | z|<1lett>0: f(t) = - ,
2} (2n + 1)!sinh(t)

montrer que

sinh(zt)
dt _ 2 2 2n— 2 2 2 2n+1_
/]R . sinh(t Z )((2n+2)z

1
ot ((a) = Z = En déduire que pour | z |< 1
n>0

TZN\ 2 2 2n+1
§tan( ) 2;) — 27 (C(2n 4 2)
n

Exercice 7. (autour de la fonction Gamma)
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(1) Soit f : (z,t) € R x R% +— f(x,t) := t"te~'. Montrer que pour tout z > 0 la fonction
f(x,-) est intégrable sur R . On définit alors la fonction Gamma par

I'(x) :/ t*“te7tdt, Ve R%.
0
(2)  Montrer que f € C*(R%) et, pour tout k € N :
T8 () = / (log(t)) F+7=1etdt.
0

(3)  FEtablir successivement

1
Ne+1)=zT(z), Ve >0; TI'(n+1)=nl, VneN; F(az):—.
ot x

n—oo

t n
(4) A laide de la formule e™' = lim (1 — > et de la suite de fonctions de terme général
n
falt) = (1 - %)nx]ojn] (t), n > 1, montrer que I'"(1) = —~ (v est la constante d’Euler). Aprés
I’ 1 I’ 1
avoir établi pour r >0 (z+1) = (z) + — montrer que
T

T(z+1) TI(z)

1 1
F’(n+1):n!<1—|—2+-~-+n—’y>, n> 1.

(5)  Au moyen du changement de variables s = 5% | établir pour x > 0 :

N

x +oo
I(z+1)= (g) \/9?/\[ e?(®5) s

0t o(z, 8) = xlog (1 n j%) — sVT

(6)  Montrer que

2
Vs €] — z,0] : go(x,s)g—% et Vs>0,z>1: p(x,s) <e(l,s).

—+00 —+00 &2
(7)  En déduire lim e?®8)ds = / e~ 2ds puis la formule de Stirling

r—+00 7\/5 oo

xX X
(x+1) o <7> 2.
o \e

(8) Montrer que pour tout x > 0

n t n
lim (1 — ) t* Lt = I'(x),
n—-+00 0 n

et en déduire la formule de Gauss

n®n!

v €]0,+ool, Ilx) = zz+1)...(x+n)

Puis celle de Weierstrass

Vo €]0,4o0[, TI'(z) = ze’ lim (1 + E) e k.

n—-+00
k=1



1;/(%) . Démontrer

On note ©p : ]0,400[— R, lapplication définie pour x > 0 par (x) =
1 1
-7 + ZL‘Z @)’ et en déduire que T'(1) = —v

n>1

que pour tout x >0 : ¢Y(x) =

+00
/ e " log(x)dx.
0
(9) (Le théoreme de Bohr-Mollerup) Montrer que logI' est convexe sur R . Réciproquement, soit
[+ Ry — R une application log-convexe vérifiant
f)=1 et V>0, f(x+1)=2xf(z).
Montrer (a laide de la formule de Gauss) que f =T
Exercice 8. Soit X, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, <7, p) suivant une loi

de Poisson de parameétre X > 0, i.e.

Ak
p(Xy=k) = ge_)‘, ke N.

(1) Calculer sa fonction caractéristique px, et montrer que

Kk L™ i1
I, = ﬁe_/\ = M =1=0)gg Yk € N.
! T ) _n

(2) En déduire la formule Stirling



PETIT RESUME DU COURS

Dans tout ce qui suit I désignera toujours un intervalle de R, C,, (1) I'ensemble des fonctions continues
par morceaux sur I (a valeurs réelles et complexes), enfin les fonctions de module intégrable sur I est
noté L'(R) et si f € L'(R) on dira que « f est intégrable! sur I »

1. THEOREME DE LA CONVERGENCE DOMINEE

Soit (fn)n une suite de fonction dans Cp,(I) vérifiant :
1) 1l existe g € L*(R) N Cp(I) telle que
|fn(2)| < g(x), VneN, zel «hypothése de domination »
2)  La suite (fyn)n est simplement convergente sur I vers une fonction f € Cp,(I).

Alors les fonctions f,, et f sont intégrables sur I et

liTrln/Ifn(t)dt:/Iliglfn(t)dt:/lf(t)dt.

2. THEOREME DE LA CONVERGENCE MONOTONE

Soit (fu)n C Co(I) N LY (R) une suite croissante simplement convergente vers une fonction
feCn(I). Alors f est intégrable sur I si, et seulement si la suite (f[ fn(t)dt)n est majorée.

Dans ce cas
lim /1 Fult)dt = /1 lim (1)t = sup /1 Fult)dt = /1 ()t

remarque : en d’autre termes, pourvu que la suite soit monotone et simplement convergente sur
I'intervalle d’intégration, la limite « rentre » dans l'intégrale en admettant les valeurs oo si jamais la
fonction limite f n’est pas intégrable. Ce théoréme est bien utile lorsqu’il est délicat voire impossible
de vérifier I’hypothése de domination dans le théoréme de la convergence dominée.

3. INVERSION DES SYMBOLES Y ET [

Soit (fn)n une suite dans Cyp,(I) N LY(R) telle que

1) La série de fonction ), fn(t) est simplement convergente sur I vers f € Cp(I).
2)  La série numérique Y, [;|fn(t)|dt converge.

Alors
~ f est intégrable sur I

~ [ 1f@)dt <3, [; 1 fa(t)ldt.
~ La série ), f; fn(t)dt converge et

zn:/lfn(t)dt: /I;fn(t)dt: /If(t)dt,

remarque : c’est seulement une condition suffisante : la série 3 [} |fn(t)|dt peut trés bien diverger, a
ce moment pour justifier un éventuel échange >~ [ = [ ce théoréme est inutilisable ; on peut parfois

1 Attention! Jo° Wdt = 7 mais ¢ % Z L' (R4)...



6

s’en sortir en essayant d’appliquer le théoréme de la convergence dominée a la suite (g,,), des sommes
partielles (g, = Zlgkgn Ix)
4. INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE

4.1. continuité.

Soit f Q@ x I — R oa C (o Q est un intervalle de R) vérifiant les propriétés

1) f est continue sur Q x I.
2) 1l existe une fonction g intégrable sur I telle que

If(z,t)| < g(t), V(x,t)eQxI.

Alors F(x) = [; f(z,t)dt est continue sur Q

remarque : encore une fois, une domination globale est souvent impossible & obtenir ; mais il est bien
str suffisant de travailler localement i.e. de dominer localement au voisinage de tout point a € (2.

4.2. dérivation.

Soit f QxI — R ot C (o0 Q est un intervalle de R) vérifiant les mémes hypotheses que
0
dans le théoreme précédent. Si de plus f admet sur Q x I une dérivée partielle 8—f vérifiant
x

elle aussi les hypotheses précédentes, alors F(x) = [; f(x,t)dt est de classe Cl sur Q et

Fl(z) = gi(x,t)dt, Vael.
I
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