I.N.P. Septembre 2012
@ % @ Fonctions d’une Variable Réelle — Corrigé du Devoir 3. @ 4 @

Soit a € [0, 1]. On se propose de déterminer les applications f : R — R continues & l'origine
et vérifiant f(x) — 2f(az) + f(a’x) = x? pour tout réel .
(1) Montrer que ce probléme n’a pas de solutions si a = 1.
On suppose désormais 0 < a < 1 et soit f une solution.

(2) Soit n > 1, en écrivant I'égalité vérifiée par f successivement pour z,ax,d’z, ..., a"z",
2 2n+2
montrer que f(z) — f(ax) — f(a"'z) + f(a"?z) = 22>}, a®* = ”5(11__—“(1;)

(3) En déduire que f(z) — f(az) = 1f12, VzeR.

22 n 22(1—a?"+2
(4) Montrer que f(x) — f(a"t'z) = 2= > "1 a?k = W
(5) En déduire que f(x) :%2)2—#6' VzeRoul eR.
(6)

(-
6) Conclure.
Solution : e a =1 donne 0 = z?, Yz € R : donc, si une telle fonction existe a € [0, 1[.
e Soit a € [0, 1[. Supposons qu’une telle fonction existe, on écrit la relation successivement pour
2 nan .
x,ax,a’x, ..., a"x"

f(2) - 2f(az) + f(a’2) o
flaz) = 2f(a%0) + f(a’z) =%

f(a®z) — 2f(a®z) + f(a*z) =a*2?

f(a”x) _ 2f(a”+1x) + f((ln+2l’) :a2”x2.
On somme ces inégalités :

) — flaw) — 5@ 1a) + f(a ) = a2 Yt = LLZ T
x) — flax) — f(a"" 2 a"r)==x = ———"
1 —a?
k=0
et on fait tendre n vers +o0o comme a € [0, 1] et f est continue en 0 il reste

2

f(z) = flax) = ﬁ, VzeR.

On recommence maintenant cette procédure avec cette formule : on a pour tout z € Ret n > 2:

/(@) = f(az) :1§f
f(az) = f(a*r) :fgzg
@) = fla's) =1

) a’ny?



2
soit f(x) — fla™x) = 125 Sr_ a?* = % Il ne reste plus qu’a faire tendre n vers +oo

et on trouve

ZE2

Il ne faut pas oublier maintenant de vérifier qu'une telle fonction est bien solution de I’équation
fonctionnelle initiale, ce qui se vérifie sans peine. CQFD. |
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