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Première partie : Dans cette partie on va étudier en détail la constante d’Euler-Mascheroni :

γ := lim
n→+∞

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
− log(n)

)
= lim

n→+∞
(Hn − log(n))

où Hn = 1 + 1
2

+ · · ·+ 1
n
, n ≥ 1 est le n-ième nombre harmonique.

(1) (existence de gamma, preuve classique). on pose pour n ≥ 1 : an = Hn − log(n).
(a) Montrer que la suite (an)n est décroissante.
(b) Montrer que Hn − 1 < log(n) < Hn − 1/n, n ≥ 1.
(c) Montrer que 0 < an < 1.
(d) En déduire que γ existe et 0 ≤ γ ≤ 1.

(2) (existence de gamma, preuve plus sportive).

(a) Montrer que
∫ 1/n

1/n+1
log(t)dt = 1

n(n+1)

(
log
(

(n+1)n

nn+1

)
− 1
)

(b) Montrer que pour tout n ≥ 1, il existe 1
n+1

< cn < 1
n
tel que

∫ 1/n

1/n+1
log(t)dt =(

1
n
− 1

n+1

)
log(cn).

(c) On pose bn := 1/ncn. Montrer que limn bn = 1.
(d) Montrer que e = bn(1 + 1/n)n.
(e) Montrer que 1 = log(bn) + n[log(n+ 1)− log(n)].

(f) En déduire que Hn = log
(
b1b

1/2
2 b

1/3
3 . . . b

1/n
n

)
+ log(n+ 1) := dn + log(n+ 1).

(g) Montrer que la suite (dn)n est croissante et dn <
∑n

k=1
1
k2
.

(h) En déduire que γ existe et 0 < γ ≤ π2/6.
(3) (existence de gamma, preuve trapézoïdale).

(a) En appliquant la méthode des trapèzes, montrer que pour tout k ≥ 2, il existe
k − 1 < ξk < k tel que

∫ k
k−1

dt
t

= 1
2

(
1
k

+ 1
k−1

)
− 1

6ξ3k
.

(b) En déduire que γ existe et γ = 1
2

+ 1
6

∑
k≥2

1
ξ3k
.

(c) En comparant avec une intégrale, montrer que pour tout n ≥ 2 : 1
12(n+1)2

< 1
6

∑
k≥n+1

1
ξ3k
<

1
12(n+1)2

.

(d) En déduire un encadrement de γ en fonction de la constante d’Apery ζ(3) =∑
n≥1

1
n3 .

(4) (quelques formes intégrales de γ).

(a) Montrer que Hn =
∫ 1

0
1−(1−t)n

t
dt, (n ≥ 1). En déduire que

γ =

∫ 1

0

1− e−t

t
dt−

∫ ∞
1

e−t

t
dt.

(b) Avec la question précédente, montrer que
∫∞

0
e−t log(t)dt = γ.

(c) Montrer que
∫ 1

0
log(− log(t))dt = −γ.
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2

(d) (i) En intégrant pour r ∈ [1, n] l’égalité
∫∞

0
e−rtdt = 1/rmontrer que

∫∞
0

e−t−e−nt

t
dt =

log(n).
(ii) En déduire (en justifiant la convergence des deux intégrales) que Hn− log(n) =∫∞

0
e−t
(

1
1−e−t − 1

t

)
dt+

∫∞
0

e−nt
(

1
t
− 1

et−1

)
dt.

(iii) En déduire par convergence dominée que

γ =

∫ ∞
0

e−t
(

1

1− e−t
− 1

t

)
dt =

∫ 1

0

(
1

1− t
+

1

log(t)

)
dt.

(e) Montrer que γ = Hn − log(n) −
∫∞
n
{t}
t2
dt ({x} = x − [x] est la partie fractionnaire

de x).

(f) Soit f(x) = e−αe
x

+ e−αe
−x − 1, (α > 0). Montrer le formule de Ramanujan :∫∞

0
f(t)dt = −γ − logα.

(g) Montrer que γ = ab
a+b

∫∞
0

e−ta−e−tb

t
dt, (a, b > 0, a 6= b).

(h) Montrer la formule de Catalan : γ = 1−
∫ 1

0

(∑
k≥1 t

2k
)

dt
1+t

.

(5) Dans cette dernière partie on étudie la vitesse de convergence de la suite (an)n vers γ.
Plus précisément, on va montrer que an − γ ∼ 1/2n.
(a) Montrer que pour tout x > 0 : 1

2
− x

8
< 1

x
− 1

ex−1
< 1

2
.

(b) Montrer que an − γ =
∫∞

0
e−nt

(
1
t
− 1

et−1

)
dt.

(c) En déduire que 1
2n
− 1

8n2 < an − γ < 1
2n

et conclure.

Seconde partie : On étudie ici la fonction gamma. Soit

f : R?
+ × R?

+ 3 (x, t) 7−→ f(x, t) := tx−1e−t.

(1) Montrer que pour tout x > 0 la fonction f(x, ·) est intégrable sur R?
+. On définit alors

la fonction Gamma par

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt, ∀x ∈ R?
+.

(2) Montrer que Γ ∈ C∞(R?
+) et, pour tous x > 0, k ∈ N : Γ(k)(x) =

∫∞
0

logk(t)tx−1e−tdt.

(3) Etablir successivement
(a) Γ(x+ 1) = xΓ(x), ∀x > 0.

(b) Γ(n+ 1) = n!, ∀n ∈ N.
(c) Γ(x) ∼

0+

1
x
.

(d) Γ′(x+1)
Γ(x+1)

= Γ′(x)
Γ(x)

+ 1
x
, ∀x > 0.

(4) On pose fn(t) =
(
1− t

n

)n
1[0,n](t), n ≥ 1. Montrer successivement

(a) Γ′(1) = limn

∫ n
0

log(t)
(
1− t

n

)n
dt.

(b)
∫ n

0
log(t)

(
1− t

n

)n
dt = n

n+1
(log(n)−Hn+1).

(c) Γ′(1) = −γ (γ est la constante d’Euler) étudiée dans la première partie.
(d) Γ′(n+ 1) = n! (Hn − γ) , ∀n ∈ N?.
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(5) (a) Au moyen du changement de variables s = t−x√
x
, montrer que

Γ(x+ 1) =
(x
e

)x√
x

∫ +∞

−
√
x

eϕ(x,s)ds où ϕ(x, s) := x log

(
1 +

s√
x

)
− s
√
x, ∀x ∈ R?

+.

(b) Montrer que ∀x > 0, s ∈]−
√
x, 0] : ϕ(x, s) ≤ − s2

2

(c) Montrer que ∀s ≥ 0, x ≥ 1 : ϕ(x, s) ≤ ϕ(1, s).

(d) En déduire limx→+∞
∫
R e

ϕ(x,s)ds =
∫ +∞
−∞ e−

s2

2 ds

(e) Et enfin la formule de Stirling : Γ(x+ 1) ∼
+∞

(x
e

)x√
2πx.

(6) (a) Montrer que pour tout x > 0 : limn→+∞
∫ n

0

(
1− t

n

)n
tx−1dt = Γ(x),

(b) En déduire la formule de Gauss : Γ(x) = lim
n→+∞

nxn!

x(x+ 1) . . . (x+ n)
, ∀x ∈ R?

+.

(c) Puis celle de Weierstrass : Γ(x)−1 = xeγx lim
n→+∞

n∏
k=1

(
1 +

x

k

)
e−

x
k , ∀x ∈ R?

+.

(7) On note ψ : ]0,+∞[→ R, l’application définie pour x > 0 par ψ(x) = Γ′(x)
Γ(x)

. Démontrer
que pour tout x > 0 : ψ(x) = − 1

x
− γ + x

∑
n≥1

1
n(x+n)

, et en déduire que Γ′(1) =

−γ =
∫ +∞

0
e−x log(x)dx.

(8) Montrer que pour tout x > 0 : Γ(x+ 1)ζ(x+ 1) =

∫
R+

tx

et − 1
dt (où ζ(x) :=

∑
n≥1 n

−x).

(9) (a) Montrer que log Γ est convexe sur R?
+.

(b) Réciproquement, soit f : R?
+ → R?

+ une application log-convexe (i.e. log(f) est
convexe) vérifiant f(1) = 1 et ∀x > 0, f(x + 1) = xf(x). ; montrer (à l’aide de
la formule de Gauss) que f = Γ (théorème de Bohr-Mollerup).

(c) Le théorème de Bohr-Mollerup est un moyen très efficace pour vérifier des formules
sur la fonction gamma. Appliquez le pour démontrer la formule multiplicative de
Gauss :

Γ(mx) =
mmx−1/2

(2π)(m−1)/2
Γ(x)Γ(x+ 1/m)Γ(x+ 2/m) . . .Γ(x+ (m− 1)/m), x > 0, m = 2, 3, . . .

(10) La fonction beta B(x, y) est définie par

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt, x > 0, y > 0.

(a) Montrer que la fonction beta est bien définie sur R?
+ × R?

+ et symétrique.
(b) On va démontrer l’importante formule reliant les fonctions beta et gamma :

Y B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, x, y ∈ R?

+.

(i) Montrer que B(x, y) = 2
∫ π/2

0
cos2x−1(θ) sin2y−1(θ)dθ.

(ii) En comparant les intégrales de
g(u, v) = u2x−1v2y−1e−(u2+v2) sur les

trois domaines représentés dans la fi-
gure ci-contre, puis en faisant tendre
R vers +∞ en déduire Y.
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(c) (i) Montrer que B(x, x) = 21−2xB(x, 1/2), (x > 0) (on peut faire le changement
de variable u = 4t(1− t)...).

(ii) En déduire avec la formule Y, la formule de duplication de Legendre :
√
πΓ(2x) = 22x−1Γ(x)Γ(x+ 1/2), (x > 0).

(11) La formule de réflexion d’Euler est une formule très importante reliant les fonctions
gamma et sinus :

j Γ(x)Γ(1− x) =
π

sin(πx)
, 0 < x < 1.

La démonstration qu’on propose ici repose sur la formule

π

sin(πc)
= 2c

(
1

2c2
+
∑
n≥1

(−1)n

c2 − n2

)
, c ∈ R \ Z.

qui se démontre (classiquement) avec les séries de Fourier. Soit 0 < c < 1.

(a) Avec le changement x = t
t−1

, montrer que Γ(c)Γ(1− c) =
∫∞

0
xc−1

1+x
dx.

(b) Avec le changement u = 1/x montrer que
∫∞

1
xc−1

1+x
dx =

∫ 1

0
u−c

1+u
du.

(c) Via l’égalité 1
1+x

= 1− x
x+1

et les questions précédentes, montrer que

Γ(c)Γ(1− c) =

∫ 1

0

xc−1dx−
∫ 1

0

x−c − xc

1 + x
dx =

π

sin(πc)
.

(12) Applications à des calculs d’intégrales :

(a) Montrer que Γ(n+ 1/2) = (2n)!
√
π

4nn!
, (n ∈ N?).

(b) Montrer que pour tous x, y > 0 : x−yΓ(y) =
∫ 1

0
tx−1 logy−1(1/t)dt. En déduire que∫ 1

0

√
log(1/t)dt =

√
π/2,

∫ 1

0

√
t log(1/t)dt =

√
2π

3
√

3
.

(c) Montrer que
∫ 1

0

√
t(1− t)dt = π/8.

(d) Montrer que Γ(1/6) =
√

3
3√2
√
π
Γ(1/3)2.

(e) Montrer que
∫ 1

0

√
1− t3dt =

√
3

10π 3√2
Γ(1/3)3.

(f) A l’aide du changement t = u
1+u

, montrer que B(x, y) =
∫∞

0
ux−1

(1+u)x+y du. En déduire
que

∫∞
0

t3

(1+t)7
dt = 1/60.
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(13) On se propose dans cette question de donner deux nouvelles démonstrations de la formule

Y B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, x, y ∈ R?

+.

démontrée en (10-b) reliant les fonction beta et Gamma.
(a) Preuve de Y par la convolution : on pose pour α > 0 : fα(t) := f(α, t) = tx−1e−t.

(i) Montrer fα ? fβ ∈ L1(R+) pour tous α > 0, β > 0.
(ii) En calculant de deux manières différentes l’intégrale de fα ? fβ montrer que

Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
=

∫ 1

0

(1− t)α−1tβ−1dt = B(α, β).

(b) Une démonstration de Y via le théorème de Bohr-Mollerup.
(i) Montrer que B(x + 1, y) = x

x+y
B(x, y), (x, y > 0). On fixe alors y > 0 et on

pose g(x) = B(x, y)Γ(x+ y).
(ii) Montrer que g est log-convexe et vérifie g(x+ 1) = xg(x) pour tout x > 0.
(iii) Montrer que g(x) = Γ(x)Γ(y) et conclure.
(iv) Bonus : par un choix convenable de x et y, déduire de Y la valeur de l’intégrale

de Gauss : Γ(1/2) =
√
π.

(14) Pour r > 0 et n ≥ 1, on désigne par vn(r) le volume de la boule euclidienne Bn(r) :=
{ (x1, . . . , xn) ∈ Rn : x2

1 + · · ·+ x2
n ≤ r2}. Montrer que vn(r) = rnvn(1) et

vn+1(1) =

∫ 1

−1

vn(
√

1− t2)dt = vn(1)

∫ 1

−1

(1− t2)n/2dt =
πn/2

Γ(1 + n/2)
.
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