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Premiére partie : Dans cette partie on va étudier en détail la constante d’Euler-Mascheroni :
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v:= lim <1 + -4+ == log(n)) = lim (H, —log(n))
n

n—+00 2 n—-+00
oun H, =1+ % 4+ -+ %, n > 1 est le n-iéme nombre harmonique.
(1) (existence de gamma, preuve classique). on pose pour n > 1 : a,, = H,, — log(n).
(a) Montrer que la suite (a,), est décroissante.
(b) Montrer que H, — 1 < log(n) < H, — 1/n, n > 1.
(c) Montrer que 0 < a, < 1.
(d) En déduire que v existe et 0 <y < 1.
(

(2) (existence de gamma, preuve plus sportive).
a) Montrer que f11//7?+1 log(t)dt = m <log <(Zﬁ)1n> — 1)

b) Montrer que pour tout n > 1, il existe

(3 = ) log(ea).
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< ¢, < 1 tel que f11//:+1 log(t)dt =

(
(d) Montrer que e = b,(1+ 1/n)".

(e) Montrer que 1 = log(b,,) + n[log(n + 1) — log(n)].
(

f) En déduire que H,, = log <blb;/26§/3 . b}/”) +log(n + 1) :==d, +log(n + 1).
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(3) (existence de gamma, preuve trapézoidale).
(a) En appliquant la méthode des trapézes, montrer que pour tout k > 2, il existe
k—1<§k<ktelquefkk_l %:%(%jtﬁ)—é.
(b) En déduire que v existe et v = 5+ § >4y é
(c) En comparant avec une intégrale, montrer que pour tout n > 2 : m < % D ksntl é <

1
12(nt+1)2

(d) En déduire un encadrement de 7 en fonction de la constante d’Apery ((3) =
Zn>1 %

(4) (quelques formes intégrales de ).

(a) Montrer que H,, = fol Wdt, (n > 1). En déduire que

1 —t oo —t
1—
~ :/ € dt—/ e—dt.
0 t 1t

(b) Avec la question précédente, montrer que [~ e~*log(t)dt = .
(c) Montrer que fol log(—log(t))dt = —~.
1




nt

(d) (i) Enintégrant pourr € [1,n] égalité [~ e "'dt = 1/r montrer que [;° “—¢"dt =
log(n).
(ii) En déduire (en justifiant la convergence des deux intégrales) que H,, —log(n) =
b et G — D de+ 7 e (f - 7) dee

(iii) En déduire par convergence dominée que

> 1 1 AR 1
v = / et —— |dt= / + dt
0 l—et ¢t o \1—t  log(t)
(¢) Montrer que v = H,, —log(n) — [~ %dt ({z} = x — [z] est la partie fractionnaire

de x).

(f) Soit f(xz) = e + e " —1, (a > 0). Montrer le formule de Ramanujan :
fooo ft)dt = —y — log a.

_a _4b
(g) Montrer que v = a+b Ooo E———dt, (a,b>0, a#b).

(h) Montrer la formule de Catalan : v =1 — fol (Zk>1 ) =.

(5) Dans cette derniére partie on étudie la vitesse de convergence de la suite (a,,), vers 7.
Plus précisément, on va montrer que a,, — vy ~ 1/2n.
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(a) Montrer que pour tout 2 >0: 5 — £ < —

7) dt

(¢) En déduire que 5= — g5 < a,, — 7y < 3= et conclure.
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(b) Montrer que a, —y = [;* e

Seconde partie : On étudie ici la fonction gamma. Soit
f o RYXRY D (z,t) — fla,t) :=t""Te ™"

(1) Montrer que pour tout > 0 la fonction f(z,-) est intégrable sur R*. On définit alors
la fonction Gamma par

['(x) :/ t*leldt, VxeREL.
0

(2) Montrer que I' € €>°(R?%) et, pour tous z > 0, k € N: '™ (z) = [* log® (t)t*~tetdt.
(3) Etablir successivement
(a) I'(z+1)=2T(x), Y > 0.
(b) I'(n+1) =n!, Vn € N.
1
() I(z) ~ 5

x

IM(z+1)  TI(x) 1
d) Tatl) ﬁ—i—— Vo > 0.

(
(4) On pose f,(t) = (1 —£)" 1jg,(t), n > 1. Montrer successivement
(a) T'(1) = lim, ;" log(t) (1 — £)" dt.
(b) [y log(t) (1 —£)"dt = 5 (log(n) — Hyya).
(c) I'(1) = —v (7 est la constante d’Euler) étudiée dans la premiére partie.
(d) I"(n+1)=n!(H, —7), Vn € N~




(5) (a) Au moyen du changement de variables s = t_T;’ montrer que

T +oo
Mx+1) = (g) \/E/f e? @) ds ot (z,s) = zlog (1 + %) —svz, Vo e R
( 2
(

b) Montrer que Vo > 0, s €] —/2,0] : ¢(z,s) < =%
(c) Montrer que Vs >0, x > 1 : ¢(x,s) < o(1,s).

(e) Et enfin la formule de Stirling : I'(x + 1) e (EY 2mx.
e

(6) (a) Montrer que pour tout = > 0 : lim, 400 fy (1= £)"t*71dt = T(x),
n*n!

(b) En déduire la formule de Gauss : I'(z) = nl_l)rfoo @) ) Vo eRL.

)
)
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(d) En déduire lim, o [, e#@)ds = [ e ds
)
)
)

(c) Puis celle de Weierstrass : I'(z)™! = 2’ lim <1 + f) ek, Vo e RE.

n—-+oo - k}
(7) On note ¢ : |0, +oo[— R, Papplication définie pour x > 0 par () = E,/((;”)). Démontrer
que pour tout >0 : Y(x) = =L —y+x) ., m, et en déduire que I'(1) =

—y = 0+°°e_$log(x)dx.

xT

(8) Montrer que pour tout z > 0: I'(z + 1){(z + 1) = / -
R, € —

dt (ou ((x) =3, 5, n7").

(9) (a) Montrer que logI" est convexe sur R*.

(b) Réciproquement, soit f : R} — R% une application log-convexe (i.e. log(f) est
convexe) vérifiant f(1) =1 et Va >0, f(r+ 1) = 2f(z).; montrer (a 'aide de
la formule de Gauss) que f =I' (théoréme de Bohr-Mollerup).

(c) Le théoréme de Bohr-Mollerup est un moyen trés efficace pour vérifier des formules
sur la fonction gamma. Appliquez le pour démontrer la formule multiplicative de
Gauss :

mm:c—l/2

(27T)(m—1)/2
(10) La fonction beta B(z,y) est définie par

['(mz) = @) (x+1/mI(z+2/m)...I'e+(m—-1)/m), >0, m=2,3,...

1
B(z,y) = / t" N1 —t)vtdt, x>0,y >0.
0

(a) Montrer que la fonction beta est bien définie sur RY x R% et symétrique.
(b) On va démontrer I'importante formule reliant les fonctions beta et gamma :
[(@)I(y)
Iz +y)’

(i) Montrer que B(xz,y) = 2f07r/2 cos?*~1(6) sin®~1(0)do.

@ B(z,y) = r,y € R

(ii) En  comparant les intégrales de trois domaines représentés dans la fi-
2 2 . . .

g(u,v) = u?* 1= le=(W+) qur les gure ci-contre, puis en faisant tendre
R vers +oo en déduire @.



(c) (i) Montrer que B(x,z) = 2'"2*B(z,1/2), (x > 0) (on peut faire le changement
de variable u = 4¢(1 — t)...).

(ii) En déduire avec la formule @, la formule de duplication de Legendre :
Val(2z) = 227 'T(x)[(x + 1/2), (2 > 0).

(11) La formule de réflexion d’Euler est une formule trés importante reliant les fonctions
gamma et sinus :

e I‘(x)F(l — :L') = O<ax <.

sin(mzx)’
La démonstration qu’on propose ici repose sur la formule

s 1 (=)™
=2c| — R\ Z.
sin(7c) ¢ (202 i Z 2 — n2>  ceRA

n>1

qui se démontre (classiquement) avec les séries de Fourier. Soit 0 < ¢ < 1.

(a) Avec le changement = = 75, montrer que F(C)F(l —c) = fooo gi:,; dx.

(b) Avec le Changement u = 1/x montrer que [~ 2

1+:c 0 1+u
(c) Via Pégalité -7 =1 — %5 et les questions précédentes, montrer que
! 1 Lgme— g s
L)1 —¢) :/ e dx—/ —dr = — :
0 o l+u sin(7c)
(12) Applications a des calculs d’intégrales :

(a) Montrer que I'(n +1/2) = 22;{, (ne N*).
(b) Montrer que pour tous z,y > 0 : 2 ¥I'(y fo t* log?"!(1/t)dt. En déduire que

! V21
/0 Viog(1/t)dt = \/7/2, /0 Vtlog(1/t)dt = 35
¢) Montrer que fol Vit(l —t)dt = /8.

(
(d) Montrer que I'(1/6) = \ff r(1/3)2

)
)
)
)

1
(e) Montrer que [; V1 —t3dt = ¥ f r'(1/3)3.
(f) A laide du changement t = %=, montrer que B(z,y) = [;° (1 ey du. En déduire

que [J° T L dt =1/60.
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(13) On se propose dans cette question de donner deux nouvelles démonstrations de la formule

D)l (y)
° T

démontrée en (10-b) reliant les fonction beta et Gamma.

r,y € RY.

(a) Preuve de @ par la convolution : on pose pour a > 0 : fo(t) := f(a,t) = t*7te ™t
(i) Montrer f, * fs € L'(Ry) pour tous a > 0, 3 > 0.

(ii) En calculant de deux maniéres différentes I'intégrale de f, x f3 montrer que

I(@)l(B) _ ! A B TR - 10N
r _/0 (1= )" %*1dt = B(a, ).

(b) Une démonstration de @ via le théoréme de Bohr-Mollerup.

(i) Montrer que B(z + 1,y) = ;5 B(z,y), (z,y > 0). On fixe alors y > 0 et on

pose g(x) = B(x, y)I'(x +y).
(ii) Montrer que g est log-convexe et vérifie g(z + 1) = zg(x) pour tout = > 0.
(iii) Montrer que g(x) = I'(x)['(y) et conclure.
(iv) Bonus : par un choix convenable de z et y, déduire de @ la valeur de l'intégrale
de Gauss : I'(1/2) = /7.
(14) Pour r > 0 et n > 1, on désigne par v,(r) le volume de la boule euclidienne B, (r) :=
{(z1,...,2,) ER™ : 22+ .-+ 22 < r?}. Montrer que v,(r) = r"v,(1) et

Unt1(1) = /1 Un (V1 — 12)dt = Un(l)/l n/2

1o @2)y2gp = "~
1 L= T+ n/2)
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