@ % @ AGREGATION INTERNE DE MATHEMATIQUES @ 4% @
Suites et séries — Vendredi 2 Juin 2012.

Exercice 1. ® Soit (r, = p,/qn)n une suite de rationnels qui converge vers x ¢ Q. Montrer
que lim,, g, = +o00.

Exercice 2. Montrer que la relation u> + nu,, — 1 = 0 permet de définir une suite (U,)n>0 qui

vérifie u, = + — -5 + o(1/n").

Exercice 3. Pour tout n € N* montrer que le polynome f,(z) = 2"+ 2" '+ +z—1 admel

une unique racine positive a, € Ry. Montrer que a,, = % + Qn% +o(1/27%2).

Exercice 4. Montrer qu’une suile (x,), de nombres réels vérifiant lim,, 22 =1 el |z, —2,| <
1 pour tout n € N converge.
Exercice 5. Soite:=Y ,om=1+ 14 + 4+ +7r,. Montrer que —= <nlr, <21
‘ ' E>0 Rl T ni T o q n+l Tn < 5
En déduire que lim,,_,, nsin(2mwen!) = 2w puis que e € Q.

Exercice 6. Pour n > 1 on définit l’entier a, comme le plus petit entier tel que % + n}rl +

st % > 1. Montrer que la suite (a,), est bien définie et lim,, oo=c.
Exercice 7. ® Euiste-t-il une fonction f € €*([~1,1],R) telle que > o, f (1) converge mais
S |f ()] diverge ?

Exercice 8. ® Nature (convergence, convergence absolue) de la série . -, u, de terme général
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Exercice 9. Soit (a,), C C* vérifiant |a, — as| > 1 pour tout r # s. Montrer que la série
ZnZl a% diverge.

Exercice 10. ® (p,),, désignant la suite croissante des nonbres premiers &2, on veut montrer

la divergence de la série Y 5 %. Montrer que pour tout n > 2 : [, P2 > 370 =. En déduire
que QZPSYL% > > <nllog(p) —log(p — 1)] > log(>p_, 2) et conclure.

. L. s(1
Exercice 11. Montrer que la série Y, -, wb(nﬁ

blocs ou les cosinus est > \/5/2)

diverge. (Indic : estimer la somme sur des

Exercice 12. Pour f € €([0,1]) on pose a, = fol t" f(t)dt. Montrer que la convergence de la
série ), a, tmplique f(1) = 0. Pour la réciproque considérer f(z) = —x/log(x), = €]0,1].

Exercice 13. & Utiliser le théoréme des accroissements finis pour établir la divergence de la
série de terme général 1/klog(k)log(log(k)).
Estimer ) go<p<107 1/k10g(k) log(log(k)), > 1gs<p<ror 1/k10g(k), > 06 <p<ior 1/, observation ?

Exercice 14. ® Montrer que dans {z € R : sin®*(z) < 1} on ne trouvera jamais trois entiers
sin?(n)

consécutifs. En déduire la nature de la série ), -, =
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Soit (a,), C C* vérifiant |a, — as| > 1 pour tout r # s. Montrer que la série Z — (V)
n>1 an,
diverge.

Considérons une suite (a,), de nombres complexes vérifiant la propriété (¢). Posons pour
tout entier k
Sp={neN: k<l|a,| <k+1}.
Les disques fermés de centre a,, et de rayon 1/2 sont par hypothése deux a deux disjoints et
pour tout n € Sy

_ 1
Dlan1/2)C {z€C : k-7 <2 gk+§}=0(0,k—1/2,k+3/2).

(si k = 0, interpréter le second terme comme le disque D(0,3/2)) soit, en sommant les aires
3\ 2 1N 2
2 (k== | =2r(2k +1

(k+2) (k 2)] m(2k +1)

card(Sp)

card(Sk)

rbl>l

sik e N*et

»J>I>1
¢4<o

si k= 0. Ainsi
card(Sp) <9 et card(Sk) <8(2k+1), Vk € N*.
Par conséquent, pour tout k € N*
Z 1 _ card(Sy) < 8(2k + 1) < 24
k3 k2

car D(a,,1/2) C C(0,k—1/2,k+ 3/2) implique |a,| < ket k> 1 = 2k+1 < 3k. De méme
Sp étant fini, la somme ZnESO ﬁ est finie et finalement

Z’ anl? ZZ n’3—Z’an‘3+Z_<OO

neN k=0 neSk

ol la sommation par paquets dans le second terme est légitime puisque la série est a termes
positifs et (Sk)r>o une partition de N. [



P désignant 'ensemble des nombres premiers, montrer la divergence de la série oy
) P
pPES p

Notons p1,ps,... la suite croissante des nombres premiers. Si la série Zpe@% converge, il
existe un entier k tel que
1 - 1
sk P 2
et par suite
N N
(X) VN eN, — < —.
iski1 Vi
Nous dirons que py, ps, ..., pr sont les petits nombres premiers, les autres pgy1, Praa, ... seront

les grands nombres premiers. Pour N € N, N, sera le nombre d’entiers n < N admettant au
moins un grand nombre premier comme diviseur et N lui désignera le nombre d’entiers n < N
admettant uniquement des petits nombres premiers comme diviseur. Nous allons montrer que
I’hypothése de convergence de la série assure, pour un entier N convenablement choisi, I'inégalité
Ny + Ny, < N d’ou la contradiction désirée puisque bien entendu N = N, + N,.

N

Pour estimer N, remarquons que F (—) est le nombre d’entiers n < N multiples de pq, la
P1

formule (X) donne

(V) N, < ZE(5)<%

i>k+1 P

Considérons maintenant un entier n < N n’admettant que des petits diviseurs premiers, et
écrivons le sous la forme n = a,b? ou a, est la partie « non carrée ». Chaque a,, se décompose
donc en un produit de différents petits nombres premiers : il y a donc 2* choix possibles pour
a,. Comme b, < /n < \/N, il reste au plus V/N choix possibles pour b, soit

(%) N, < 2"V/N.

On choisit enfin N suffisamment grand pour que 2¥/N < N/2 (i.e. 28*! < \/N), par exemple
N = 22642 1a formule (¢) étant vraie pour tout N elle donne avec (%) : N, + N, < N d’oil la
contradiction. a

i/ Remarque : La divergence de la série Zpet@% est établie pour la premiére fois par
L.Euler en 1748. La preuve ci-dessus est celle de P.Erdds (1938). Un corollaire immédiat est
que I'’ensemble des nombres premiers est infini. |



