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Théorémes de convergence — Samedi 8 Octobre 2011.

Exercice 1. Autour de la fonction Gamma : Soit f : (x,t) € R x Ry — f(z,t) :=t""te™". Montrer
que pour tout x > 0 la fonctionf(x,-) est intégrable sur RY.. On définit alors la fonction Gamma par

I(x) :/ t*“te~ldt, VaxeR}.
0

(1) Montrer que f € C*®(R%) et, pour tout k € N .T®) (2) = [ (log t))ktw_le_tdt.
(2) Etablir successivement I'(x + 1) =2 '(z), Vo >0; I'(n+1)=nl, VneN T(z)~ L.

o+
(3) A Uaide de la formule e~ = lim, o (1 — %)n et de la suite de fonctions de terme général fn(t) =
(1 — i)n Xjo,n] (1), n > 1, montrer que I''(1) = —v (7 est la constante d’Euler).

. De4l) ()

(4) Aprés avoir établi pour x > 0 Tat1) = T(2) +1 montrer queI"(n+1) =n! (1+ 5+ -+ —5), n

1.
(5) Aw moyen du changement de variables s = %, établir pour x >0 : T(z+1) = (%)x \/Efj;% e?(*:5)ds

ot ¢(z,s) := zlog (1 + %) — sz
(6) Montrer que Vs €] —/z,0] : ¢(z,s) < —% et Vs>0,z>1: o(x,s) <p(l,s).

(7) En déduire lim,_, | o fj;% e?(@:5) g = fjooj e ds puis la formule de Stirling

I(z+1) ol (g) 2rx.

(8) Montrer que pour tout x > 0 : limy,—, 400 [y (1— %)ntzfldt = I'(x), et en déduire la formule de Gauss :

Va €]0,+o0], T'(z) =limy—ico m

9) Puis celle de Weierstrass : ¥z €]0,4+oo[, I'(z)™! = ze¥lim,_ 400 [[1; (1 + £ e k.
+ k=1 k

n note ¢ : |0, +oo[— R, Uapplication définie pour = > 0 par (z) = =& . Démontrer que pour tou
10) On note ¢ : 10 R, Uapplication défini 0 par ¢ T Démont tout
>0 : @) = -1 —y+a2¥, o, m, et en déduire que T'(1) = —y = 0+°° e *log(x)dx.

(11) (Le théoreme de Bohr-Mollerup) Montrer que logI' est convexe sur R’ . Réciproquement, soit f : R} —
R une application log-convexe vérifiant f(1) =1 et Va >0, f(x +1) = 2f(x).; montrer (a laide
de la formule de Gauss) que f =T

Exercice 2. Soit pour n € N*, z € [0,1] : gn(z) = sin(nz) Montrer que la suite (g,,)n, n'admet aucune
sous-suite simplement convergente vers 0 sur [0,1].

Exercice 3. Calculer la somme de la série ), -, %

(1) En remarquant que ﬁ = fol t2ndt.
(—1)rg2n+l

(2) A laide de la fonction f(x) = 3,5,

2n+1
4 2 1 1 00 2 e_z2/2 .
Exercice 4. (1) Montrer que pour tout x >0 on a e™* T - -3 < fx et /24t < . En déduire
T T
un équivalent en +oo de [ ° et’/24t.
—xt
2) Etude et équivalents en auz bornes du domaine de f(z) = [ € dt.
( q U7
o
Exercice 5. Convergence et montrer que de fo mdz = anl 5—3
. s log(t)
Exercice 6. Convergence et calcul de fo -2 dt.
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