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Y j Y Suites et Séries de Fonctions � Feuille 1. Y j Y

Exercice 1. Etudier les suites de fonctions dé�nies sur R par

fn(x) =
nx

1 + n2x2
, gn(x) =

nx3

1 + nx2
, hn(x) =

1

1 + (x+ n)2
, kn(x) = e−x

n∑
k=0

xk

k!
n ∈ N.

Exercice 2.

(1) Etudier la suite de fonctions dé�nie sur R+ par fn(x) =
(∑2n

k=0 x
k
)−1

, n ∈ N.

(2) Etudier la suite de fonctions dé�nie sur [0, 1] par fn(x) = 4n
(
x2n − x2n+1

)
, n ∈ N.

(3) Etudier la suite de fonctions dé�nie sur [1,+∞[ par fn(x) = n( n
√
x− 1).

(4) Etudier la suite de fonctions dé�nies sur R par fn(x) =
2n
√
1 + x2n.

(5) On pose pour n ∈ N : fn(x) =
√
n+ 1 sinn(x) cos(x). Montrer que la suite (fn)n est

simplement convergente sur R, la convergence est-elle uniforme sur R ?

(6) Etudier la convergence simple et uniforme sur R+ de la suite de fonctions
fn : x 7→ xne−x/n! et déterminer limn

∫
R+
fn(t)dt. Commentaire ?

Exercice 3. Soit f ∈ C 1(R) à dérivée uniformément continue sur R. On pose pour n ∈ N? :
fn(x) = nf(x+n−1)− f(x)). Montrer que la suite (fn)n converge uniformément sur R vers f ′.
Par un exemple, montrer que l'hypothèse de continuité uniforme sur f ′ est essentielle.

Exercice 4. Que dire d'une fonction f ∈ C 0([a, b]) véri�ant
∫ b
a
tnf(t)dt = 0, ∀n ∈ N ?

Exercice 5. Pour n ∈ N? et x ∈ R on pose fn(x) = Arctan(x/n).
1) Montrer que la suite (fn)n est simplement convergente sur R. La convergence est-elle

uniforme ?
2) Montrer que la suite (f ′n)n converge uniformément sur R.

Exercice 6. Soit f ∈ C 0(R+) vérii�ant f(0) = 0 = lim+∞ f(x). On pose pour n ∈ N?, x ∈ R+ :
gn(x) = f(nx)f(x/n). Montrer que la suite (gn)n est uniformément convergente sur R+.

Exercice 7. Soit f ∈ C 0(R) véri�ant pour tout x ∈ R? : |f(x)| < |x|. Montrer que la suite
des itérés (fn := f ◦ f · · · ◦ f)n est uniformément convergente vers la fonction nulle sur [−a, a]
pour tout a > 0.

Exercice 8. Soit (fn)n une suite de fonctions uniformément continues sur R qui converge
uniformément sur R vers f , montrer que f est uniformément continue.

Exercice 9. Soit (Pn)n une suite de polynômes uniformément convergente sur R vers f , mon-
trer que f est un polynôme.

Exercice 10. Soient I ⊂ R un intervalle, P ∈ R[X] \ {X} véri�ant P (I) ⊂ I et (Pn)n la suite
d'applications dé�nie par P1 = P et Pn+1 = Pn ◦ P pour tout n ≥ 2. On suppose que la suite
(Pn)n converge uniformément sur I vers f . Montrer que f est constante.

Exercice 11. Soit f : ]0, 1] 3 t 7→ f(t) = sin(1/t). Montrer que f n'est pas limite uniforme
sur ]0, 1] d'une suite de polynômes.
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Exercice 12. Étudier la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (fn)n≥1 où
fn est dé�nie sur R par : fn(x) = cosn(x/

√
n) (commencer par montrer que pour tout réel u :

1−u2/2 ≤ cos(u) ≤ 1−u2/2+u4/24 puis, que pour tout u ∈ [0, 1/2] : −u−u2 ≤ log(1−u) ≤ −u).

Exercice 13. Montrer que la suite (fn)n où fn est dé�nie sur ]−π, π[ par fn(x) =
∑n

p=1 2
−p tan(2−px)

est simplement convergente sur ] − π, π[ vers une limite que l'on précisera (on pourra utiliser
après l'avoir démontrée, la formule tan(y/2) = cotan(y/2)− 2cotan(y)).

Devoir 1, à rendre en TD le vendredi 13 janvier.

Exercice 14. Soient 0 < a < b < 1 et f ∈ C ([a, b]). On prolonge f sur R \ [a, b] en posant
f(x) = 0 pour x ≤ 0, f(x) = xf(a)/a pour 0 < x < a, f(x) = 1−x

1−b f(b) pour b < x < 1 et
f(x) = 0 si x ≥ 1. En�n, pour tout entier n on pose :

Jn =

∫ 1

−1
(1− t2)ndt, Pn(x) = J−1n

∫ 1

0

f(t)(1− (t− x)2)ndt.

(1) Soit f ∈ C ([a, b]), montrer que son prolongement à R est continu et donner une repré-
sentation graphique.

(2) Montrer que Pn est un polynôme en x de degré ≤ 2n.

(3) Montrer que pour x ∈ [0, 1] :

Pn(x) = J−1n

∫ 1+x

−1+x
f(t)(1− (t− x)2)ndt = J−1n

∫ 1

−1
f(u+ x)(1− u2)ndu.

(4) En déduire que pour tout x ∈ [0, 1] : Pn(x)−f(x) = J−1n
∫ 1

−1 [f(u+x)−f(x)](1−u
2)ndu.

(5) Soit ε > 0, montrer qu'il existe δ > 0 tel que |f(x+ u)− f(x)| ≤ ε/2 pour tout x ∈ [0, 1]
et |u| < δ.

(6) Montrer que |f(x+ u)− f(x)| ≤ 2‖f‖∞u2
δ2

pour tout x ∈ [0, 1] et tout |u| ≥ δ.

(7) Montrer que |f(x+ u)− f(x)| ≤ ε/2 + 2‖f‖∞u2
δ2

pour tout u ∈ [−1, 1] et x ∈ [0, 1].

(8) Montrer que pour tout n ∈ N et x ∈ [0, 1] :

|Pn(x)− f(x)| ≤ ε/2 +
2‖f‖∞
δ2Jn

∫ 1

−1
u2(1− u2)ndu ≤ ε/2 +

‖f‖∞
(n+ 1)δ2

.

(9) En déduire que la suite (Pn)n converge uniformément vers f sur a, b].

(10) Démontrer le théorème de Weierstrass : toute fonction continue sur un segment [α, β] ⊂
R est limite uniforme sur [α, β] d'une suite de polynômes.
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