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Exercice 1. Pour a >0, x € R et n € N* on pose f.(z) = )

(1) Montrer que la série Y ° f,, est simplement convergente sur R, on note F,, sa limite.

(2) Montrer que pour tout o > 1/2, la série converge normalement sur R.

(3) Montrer que pour tout 0 < a < 1/2, la série converge normalement sur | — oo, —a] U
[a, +o00[, Va > 0.
(4) Pour 0 < o < 1/2 et N € N*, montrer que Fa(1/VN) > Y fu(1/VN) > / ta+1

n>4N
conclusion ¢

(5) Préciser le domaine de continuité de F, suivant les valeurs de a.
(6) Montrer que pour a > 1, la série > f/, converge normalement sur R.

(7) Pour 0 < a < 1 montrer que la série Y |° [ converge normalement sur | — oo, —a] U
[a, +oo[, Va > 0.

(8) Que peut-on en déduire sur la dérivabilité de F,, ¢ (pour 1/2 < a <1 on pourra étudier
le tauzr d’accroissement de F,, en 0.

Corrigé

(1) Siz =0, f,(0) = 0 pour tout n > 1. Si z # 0 on aura | f,,(z)| ~ 1/zn'*t® qui est le terme
général d’une série convergente puisque o > 0 implique 1+ o > 1. La série ) f, est
simplement convergente sur R.

(2) a > 1/2 fn est impaire : on étudie ses variations sur Ry seulement. Comme f!(z) =
(1—n2?)-n~*(14+nz?)~2 on en déduit immédiatement que || f, ||z = f.(1y/n) = 1/2no+1/2
terme général d’une série convergence car 1/2 + « > 1. La convergence est bien normale
sur R pour a > 1/2.

(3) Si maintenant 0 < a < 1/2, les variations de f, étudiées dans la question (2) nous
assurent que pour tout entier n tel que 1/y/n < a : supy, oo [fu(7)] = fu(a) qui est le
terme général d’une série convergente vu (1). Pour 0 < aw < 1/2, la convergence est donc
normale sur [a, +00| et par imparité sur | — oo, —a] U [a, +oo[ pour tout a > 0.

(4) Soit 0 < a < 1/2 et N > 1, par positivité des f, on peut écrire : F,(1/V/N) =
Yoot Fa(UVN) = Foan Fa(UVN) = Eosian Tty 2 SonsaN syt =

2@4]\,% car n/N > 4 implique n/N > 4 > 1. Par comparaison avec une inté-
grale, on a aussi 1/n°t1 > fn t~*~'dt qui nous donne finalement : |F,(1/vVN)| >

D nsaN 27‘1/;1 > \an>4N oot > ‘Fﬁwt arldt = N;;E/Q. On en déduit que

limy |Fy(1/v/N)| = 400 pour 0 < a < 1/2 et est > 1/2a4% > 0 pour a = 1/2. Dans
tous ces cas, limy Fo(1/vV/N) # 0 = F,(0).
(5) fn € €(R) pour tout n € N, donc pour o > 1/2 la question (2) assure la continuité de
F, sur R. De méme, pour 0 < a < 1/2 la question (3) assure la continuité de F, sur
| = 00, —a] U [a, +o0o[ pour tout a > 0 donc sur R*. Enfin, toujours pour 0 < a < 1/2,
F,, sera discontinue a l'origine d’apreés la question (4).
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(6) On a vu (2) que |f.(z)] = |(1 — nz?) - n=%(1 + na?)~2|. On en déduit que pour tout
reR:|f(z)] = (1 —nz?) n*(1+n2?)?| < |1+ nz?) - n (1 +nz®)"2 < 1/n" ie.
IIf1llr < 1/n%. La convergence normale sur R en résulte aussitot si o > 1.

(7) Si0<a<Tlet|z]|>a>0onaura:|f (z)] =|(1-nz?) n~*(1+n2?)7?| < % ~
Wlaﬂ terme général d’une série convergente car a > 0 : la convergence est normale sur
] — 00, —a] U [a, +o00[ pour tout a > 0.

il

(8) fn € €YR) pour tout n € N, donc pour la dérivabilité de F, on peut appliquer le
théoreme de Weierstrass : les question (6) et (7) assurent que F, € €*(R) pour tout
a > 1;pour 0 < a < 1, F, sera de classe C' sur | — oo, —a| U [a, +-00[ pour tout
a > 0 donc sur R*. F, est discontinue a l'origine pour 0 < a < 1/2 : elle n’y est
pas dérivable; pour 1/2 < a < 1 nous n’en savons rien et on va étudier son taux

Fo(2)=Fa(0) _

d’accroissement : F,(0) = 0 et par imparité on peut supposer z > 0 : —

N N . .
ZnZl m Z Zn:l m Z Zn:l m. En partlculler pour ry = ]./\/ N
Fa(mN)—Fa(O) > ZN 1

e net 5ya = Sn. Comme 1/2 < o <1, S, est la somme partielle dune
Fa(zn)—Fa(0)

e = 400 et F, n’est pas dérivable en 0

série de Riemann divergente : limy
pour 1/2 < a < 1.
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