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Exercice 1. L'objectif de ce problème est de déterminer les solutions f : R?
+ → R?

+ de l'équation fonctionnelle

(F) f(x)f(yf(x)) = f(x+ y), ∀x, y ∈ R?
+.

(1) Soit f : R?
+ → R?

+ une telle solution.

(a) Montrer que f ≤ 1 (s'il existe a ∈ R?
+ tel que f(a) > 1, considérez y = a(f(a)− 1)−1).

(b) En déduire que f est décroissante sur R?
+.

(c) On suppose qu'il existe b ∈ R?
+ tel que f(b) = 1. Montrer que f ≡ 1.

(2) Dorénavant f : R?
+ → R?

+ désignera une solution (s'il en existe) de l'équation (F) véri�ant f(x) < 1
pour tout x ∈ R?

+.

(a) Montrer que f est strictement décroissante.

(b) Montrer que f est injective.

(c) Montrer que f(x)f(yf(x)) = f(yf(x))f
(
[x+ y(1− f(x))]f(yf(x))

)
.

(d) En déduire que x = [x+ y(1− f(x))]f(yf(x)).

(e) Montrer que f est de la forme fa(x) =
1

1+ax où a ≥ 0.

(f) Résoudre l'équation fonctionnelle (F).

Solution :

(1) (a) S'il existe a ∈ R?
+ tel que f(a) > 1, posons y = a(f(a) − 1)−1 ∈ R?

+. On a alors f(a)f(yf(a)) =
f(a+y) = f(a+a(f(a)−1)−1) = f(yf(a)). Soit f(yf(a)) (f(a)− 1) = 0 ce qui est absurde puisque
f(a) > 1 et f > 0.

(b) Soient 0 < x < x′ = x + y avec y > 0. Vu ce qui précède f(yf(x)) ≤ 1 donc f(x′) = f(x + y) =
f(x)f(yf(x)) ≤ f(x). f est bien décroissante sur R?

+.

(c) On suppose qu'il existe b > 0 tel que f(b) = 1. Comme f est ≤ 1 et décroissante on a déjà
f ≡ 1 sur ]0, b]. Avec (F) on a f(y) = f(b + y), ∀ y > 0. En particulier pour tout n ≥ 1 :
1 = f(b) = f(2b) = . . . f(nb). comme f est décroissante, ceci implique que f est constante et égale
à 1 sur [1,+∞[. f ≡ 1 sur R?

+.

(2) (a) Si f < 1 en reprenant mot à mot la démonstration de la question (1-b) on prouve que f est
strictement décroissante sur R?

+.

(b) Si f est strictement décroissante sur R?
+ alors f est injective sur R?

+ (il su�t de l'écrire).

(c) Soient x, y ∈ R?
+, nous avons

f(x)f(yf(x)) = f(x+ y) = f(x+ y(1− f(x)) + yf(x))

= f

yf(x)︸ ︷︷ ︸
a

+x+ y(1− f(x))︸ ︷︷ ︸
b

 = f(a)f(bf(a))

= f(yf(x))f
(
[x+ y(1− f(x))]f(yf(x))

)
.

(d) f(x)f(yf(x)) = f(yf(x))f
(
[x + y(1 − f(x))]f(yf(x))

)
implique (comme f est non nulle)f(x) =

f
(
[x+ y(1− f(x))]f(yf(x))

)
soit, puisque f est injective x = [x+ y(1− f(x))]f(yf(x)).

(e) Nous avons pour tout x, y ∈ R?
+ : x = [x+ y(1− f(x))]f(yf(x)). Faisons x = 1 et y = t/f(1). On

tire immédiatement f(t) = fa(t) =
1

1+at avec a = (1− f(1))/f(1) > 0.

(f) Réciproquement on véri�e facilement que toutes ces fonctions fa sont solutions de l'équation.
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Exercice 2. Déterminer les limites suivantes (n ∈ N, a, b > 0) :

lim
x→0

(1 + x)1/x, lim
x→0

x (E(1/x) + E(2/x) + · · ·+ E(n/x)) , lim
x→0+

x

a
E(b/x).

Solution : • La fonction logarithme étant dérivable en x = 1, on a limx→0 log(1 + x)/x = 1 par suite

limx→0(1 + x)1/x = limx→0 exp[log(1 + x)/x] = e par composition.
• Comme pour tout 1 ≤ k ≤ n : kx− 1 < E(k/x) ≤ kx, on a pour x > 0, l'encadrement

x

(
1

x
− 1 +

2

x
− 1 + · · ·+ n

x
− 1

)
< x (E(1/x) + E(2/x) + · · ·+ E(n/x)) ≤ x

(
1

x
+

2

x
+ · · ·+ n

x

)
,

soit

x

(
n(n+ 1)

2x
− n

)
< x (E(1/x) + E(2/x) + · · ·+ E(n/x)) ≤ x

n(n+ 1)

2x
.

Par le théorème des gendarmes, on en déduit immédiatement que la limite demandée vaut n(n+1)/2 (si x < 0
l'inégalité est juste inversée).
• Comme plus haut (tout le monde est > 0) : x(b/x − 1)/a = b/a − x/a < x

aE(b/x) ≤ b/a, et encore une fois
avec les gendarmes, la limite est b/a
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