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Topologie & Continuité � Samedi 12 JUIN 2010.

Nous traiterons en priorité ceux signalés par le symbole (K) pour les autres, pro�tez des vacances pour y
ré�echir et n'hesitez pas à m'envoyer un mèl si vous rencontrez un problème.

1. Topologie, Continuité.

Exercice 1. (K) Montrer que sur tout K (= R ou C) espace vectoriel on peut contruire une norme (indic : tout
K-espace vectoriel non réduit au vecteur nul admet une K-base construisez la norme à partir de cette base...).

Exercice 2. (K) (Autour du théorème de Riesz) Soit E un K (= R ou C) espace vectoriel. On se propose de
démontrer la réciproque du théorème de Riesz : � si toutes les normes sur E sont équivalentes, alors E est de
dimension �nie �.

1) Montrer que si toutes les normes sur E sont équivalentes alors toutes les formes linéaires sur E sont
continues.

2) Montrer que si E n'est pas de dimension �nie, alors pour toute norme sur E on peut construire une forme
linéaire discontinue ((indic : tout K-espace vectoriel admet une K-base construisez la forme linéaire à partir de
cette base...).

3) Montrer que Q(
√

2) = { a+b
√

2, a, b ∈ Q} est un Q-espace vectoriel de dimension 2. Pour a+b
√

2 ∈ Q(
√

2)

on pose N1(a + b
√

2) = |a + b
√

2|, N2(a + b
√

2) = |a| + |b| ; montrer que l'on dé�nit ainsi deux normes sur

Q(
√

2) qui ne sont pas équivalentes. Commentaires ?

Exercice 3. (K) 1) Soient E un espace vectoriel normé, ϕ ∈ E? une forme linéaire sur E. Montrer que ϕ
est continue si et seulement si ker(ϕ) est fermé dans E. Si ϕ n'est pas continue, montrer que ker(ϕ) est dense
dans E.

2) Soient E un espace vectoriel normé, ψ ∈ E′ une forme linéaire continue non identiquement nulle sur E

et e ∈ E tel que ψ(e) 6= 0. Montrer que |||ψ||| = |ψ(e)|
dist(e, ker(ψ))

.

3) Soit.........

Exercice 4. Montrer que tout sous-espace strict d'un espace vectoriel normé E est d'intérieur vide.

Exercice 5. Soit a > 0. Sur l'espace C 0([0, 1]) on considère les normes :

‖f‖∞ = sup
x∈[0,1]

|f(x)|, ‖f‖1 = a

∫ 1

0

|f(t)|dt.

1) Véri�er que ce sont bien deux normes sur C 0([0, 1]).
2) Montrer que ‖f‖ := min{‖f‖∞, ‖f‖1} est une norme sur C 0([0, 1]) si et seulement si a ≤ 1.

Exercice 6. (K) Soient U : C 0([0, 1]) 3 f 7→ U(f) = f(1) ∈ R, V : C 0([0, 1]) 3 f 7→ U(f) = f2 ∈ C 0([0, 1]).

Pour f ∈ C 0([0, 1]) on pose ‖f‖∞ = supt∈[0,1] |f(t)| et ‖f‖p =
(∫ 1

0
|f(t)|pdt

)1/p
, (1 ≤ p < +∞).

1) Montrer que U : (C 0([0, 1]), ‖ · ‖∞)→ R est continue.
2) En est-il de même pour U : (C 0([0, 1]), ‖ · ‖p)→ R ?
3) Montrer que V : (C 0([0, 1]), ‖ · ‖∞)→ (C 0([0, 1]), ‖ · ‖∞) est continue mais pas uniformément.
4) Montrer que V : (C 0([0, 1]), ‖ · ‖p) → (C 0([0, 1]), ‖ · ‖p) n'est pas continue (Indic : pour cela si b > 0 et

0 < a < 1 considérer f(x) = b(1 − x/a) pour x ∈ [0, a] et f(x) = 0 pour x ∈]a, 1] et choisir convenablement a
et b dépendant de n ∈ N...).

5) Montrer que V : (C 0([0, 1]), ‖ · ‖∞)→ (C 0([0, 1]), ‖ · ‖p) est continue mais pas uniformément.

Exercice 7. (K) 1) Véri�er que pour P =
∑

k akX
k ∈ R[X] : N1(P ) =

∑
k |ak| et N2(P ) = supx∈R

∣∣P (x)e−|x|
∣∣

dé�nissent deux normes sur R[X].
2) Etudier la continuité des applications

T :

{
R[X] −→ R[X]

P 7−→ T (P ) = P (X + 1)
LQ :

{
R[X] −→ R[X]

P 7−→ L(P ) = PQ

dans l'espace vectoriel normé (R[X], N1), puis dans l'espace (R[X], N1).
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2. Continuité : Fonctions réelles.

Exercice 8. Soit f ∈ C 0(R+,R) une application surjective, montrer qu'elle admet une in�nité de zéros.

Exercice 9. 1) Soit f : [a, b]→ [α, β] une application surjective et strictement monotone. Montrer que f est
bijective, continue sur [a, b] et que f−1 est continue sur [α, β].

2) Montrer que toute application f : [a, b] → R strictement monotone véri�ant la propriété des valeurs
intermédiaires, est continue.

Exercice 10. (K) Soit A une partie de R et (an)n une suite d'éléments de A sans points d'accumulation dans
A.

a) Montrer que f : x 7→
∞∑

n=0

2−n

4−n + |x− an|
est dé�nie et continue sur A.

b) Soit K une partie de R telle que toute fonction continue de K dans R soit bornée. Montrer que K est
compact.

Exercice 11. Soit f : R→ R une application continue.
1) On suppose que l'image réciproque par f de tout compact K de R est compacte, montrer que l'image de

tout fermé par f est fermé.
2) ce résultat subsiste-t-il si l'on suppose seulement que l'image réciproque de tout singleton est compacte ?
3) Soit f ∈ C 0(R,R). Montrer l'équivalence entre

� L'image réciproque par f de tout compact K de R est compacte.
� lim
|x|→+∞

|f(x)| = +∞.

4) Soit f ∈ C 0(R,R) admettant des limites �nies en ±∞, montrer que f est uniformément continue.

Exercice 12. (K) On considère l'application f : R→ R dé�nie par :

f(x) =


1/q, si x = p

q , p ∧ q = 1,

1, si x = 0,

0, si x 6∈ Q.

1) Montrer que f est 1-périodique.
2) Montrer que f est discontinue sur Q.
3) Montrer que f est continue sur R \Q.
4) Montrer que f est nulle part dérivable.

Exercice 13. Soit f : R → R une application possédant la propriété des valeurs intermédiaires et telle que
f−1({q}) soit fermé pour tout q ∈ Q (ou une quelconque partie dense dans R). Montrer que f est continue.
Connaissez vous un exemple d'une fonction possédant la propriété des valeurs intermédiaires qui ne soit pas
continue ?

Exercice 14. Soient I, J deux intervalles de R, f : J → R, g : I → J deux fonctions. Si g est continue sur
I et f ◦ g sur I, montrer que f est continue sur g(I).

Exercice 15. Soit f : Z → Q une bijection. Montrer que f est une bijection continue dont l'application
réciproque est partout discontinue.

Exercice 16. (l'équation fonctionnelle de Cauchy) Il s'agit d'étudier les fonctions f : R→ R véri�ant

(F) f(x+ y) = f(x) + f(y), ∀x, y ∈ R.

1) Déterminer les solutions de (F) dans C (R).
2) Déterminer les solutions de (F) continues en au moins un point.
3) Déterminer les solutions de (F) bornées sur au moins un intervalle.
4) Montrer que (F) admet des solutions discontinues (en construire une à partir d'une Q-base du Q-espace

vectoriel R). Montrer que le graphe d'une telle solution est dense dans R2.

3. Topologie dans les espaces de matrices.

Exercice 17. (K) 1) Montrer que GLn(C) est un ouvert dense de Mn(C).
2) Dans Mn(R) montrer que l'adhérence des matrices diagonalisables Dn(R) est l'ensemble des matrices

triangularisables.
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3) Soit Dn(C) l'ensemble des matrices diagonalisables dans Mn(C) ; montrer que l'intérieur de Dn(C) est
l'ensemble D ′n(C) des matrices admettant n valeurs propres deux à deux distinctes. Montrer que Dn(C) et D ′n(C)
sont denses dans Mn(C).

4) Montrer que l'application ψ : Mn(C) → Cn[x] qui à A ∈ Mn(C) associe ψ(A) := PA son polynôme
caractéristique est continue et en déduire avec (3) une nouvelle démonstration du théorème de Cayley-Hamilton

5) Montrer que l'application ϕ : Mn(C) → Cn[x] qui à A ∈ Mn(C) associe ϕ(A) := πA son polynôme
minimal, n'est pas continue, (prendre A = In et utiliser la densité de Dn(C)).

Exercice 18. Soit P ∈ C[x], un polynôme non constant. L'objectif est de déterminer les points isolés de
E := {A ∈Mn(C) : P (A) = 0 }

1) Soit A ∈ Iso(E ), montrer qu'il existe un voisinage V de l'origine dansMn(R) tel que (In+H)A(In+H)−1 =
A pour tout H ∈ V .

2) Montrer que AM = MA pour toute matrice M ∈Mn(C), en déduire que A = λIn, λ ∈ C.
3) Soit λ une racine de P de multiplicité supérieure ou égale à 2 ; à l'aide des matrices Mk = λIn + k−1E12,

montrer que λIn 6∈ Iso(E ).
4) Montrer que Iso(E ) est l'ensemble des matrices scalaires λIn où λ est racine de P de multiplicité 1.

Exercice 19. (K) Soit N l'ensemble des matrices nilpotentes dans Mn(C).
1) Montrer que N est fermé dans Mn(C).
2) Quel est son intérieur (plusieurs démonstrations) ?
3) Si n ≥ 2, montrer que N est sans points isolés.
4) Montrer que l'enveloppe convexe de N est l'ensemble des matrices de trace nulle (vous pourrez utiliser

le résultat suivant � toute matrice de trace nulle est semblable à une matrice à coe�cients diagonaux nuls � en
essayant de le démontrer).

Exercice 20. (K) Soit A ∈Mn(Cn) et SA = {P−1AP ; P ∈ GLn(C) }.
1) Montrer que A est nilpotente si et seulement si 0 ∈ SA.
2) Montrer que A est diagonalisable si et seulement si SA est une partie fermée de Mn(C).
3) Montrer que SA est toujours d'intérieur vide et est bornée si et seulement si A 6= λIn.

Exercice 21. 1) Montrer que On(R) est un sous groupe compact de GLn(R) (même conclusion dans GLn(C)
pour le groupe unitaire Un(C)).

2) Montrer que toute matrice A ∈Mn(R) peut s'écrire A = ΩS où Ω ∈ On(R) et S est une matrice symétrique
positive. Si de plus A ∈ GLn(R), alors S ∈ S ++

n (R) et la décomposition est unique. Montrer qu'alors la bijection
ainsi dé�nie entre GLn(R) et On(R)×S ++

n (R) est un homéomorphisme topologique.
3) Soit G un sous groupe compact de GLn(R), montrer que les valeurs propres des éléments de G sont de

module 1. Si On(R) < G et GLn(R) montrer qu'alors G = GLn(R) (i.e.On(R) est maximal, on pourra utiliser
l'exercice précédent).

4) Montrer que si Γ est une partie de GLn(C) compacte, non vide et stable par produit alors Γ est un
sous-groupe de GLn(C).
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