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Intégration � Vendredi 25 JUIN 2010.

Exercice 1. (K) Montrer que

∫ π

0

esin(x)dx > πeπ/2.

Exercice 2. 1) (irrationalité de π) On suppose que π = p/q ∈ Q et on pose In =
∫ π
0

[x(p− qx)]n dx.
Montrer que I0 = 2, I1 = 4q, In = 2n(2n − 1)qIn−1 − n(n − 1)p2In−2 ; en déduire que In ≡ 0(n!) puis, que
limn In/n! = 0. En�n, conclure que π 6∈ Q.
2) (irrationalité de e) Pour n ∈ N on pose In =

∫∞
0

xnexdx, montrer que pour tout n ∈ N il existe an, bn ∈ Z
tels que In = an + ebn. On suppose qu'il existe p, q ∈ N? tels que e = p/q, montrer que In ≥ q−1, ∀n ∈ N et en
déduire que e 6∈ Q.

Exercice 3. C(α) désignant le coe�cient de x2010 dans le développement en série entière de (1+ x)α, calculer∫ 1

0

C(−t− 1)

(
1

t+ 1
+

1

t+ 2
+ · · ·+ 1

t+ 2010

)
dt.

Exercice 4. Préciser la nature (convergence, convergence absolue, divergence...) des intégrales impropres :

1) Iα =

∫ +∞

0

sin(t)

tα
dt, Jα =

∫ +∞

2

sin(t)

tα + sin(t)
dt, 0 < α < 2.

2)

∫ ∞
b

(√√
x+ a−

√
x−

√√
x−
√
x− b

)
dx, (a, b) ∈ R?+ × R?+.

3)

∫ ∞
1

(
cos(x−1)

)x − 1

xα
dx, α ∈ R,

∫ ∞
0

(
x+ 2−

√
x2 + 4x+ 2

)
dx,

∫ ∞
2

xlog(x)

logx(x)
dx,

∫ ∞
0

cos(x2)dx.

Exercice 5. Montrer que si f est continue sur [a, b], alors lim
p→+∞

(∫ b

a

|f(t)|pdt

)1/p

= max
x∈[a,b]

|f(x)|. Si de plus

f est sans zéros dans [a, b] déterminer les limites suivantes

lim
p→0

(∫ b

a

|f(t)|pdt

)1/p

& lim
p→−∞

(∫ b

a

|f(t)|pdt

)1/p

.

Exercice 6. (Autour du théorème des moments de Hausdor�)

1) Soit f ∈ C([a, b]) telle que
∫ b
a
f(t)tndt = 0, ∀n ∈ N, montrer que f est identiquement nulle.

2) Si f(x) = e−x
1/4

sin(x1/4), montrer que In :=
∫ +∞
0

tne−ωtdt = n!
ωn+1 , n ∈ N où ω = e

iπ
4 . En déduire que∫ +∞

0

tnf(t)dt = 0, ∀n ∈ N.

(pour cela, remarquer que I4n+3 ∈ R...).

Exercice 7. Etudier la suite de terme général un =
n

2
−

n∑
k=1

n2

(n+ k)2
.

Exercice 8. Converge et calcul de

∫ ∞
0

e−2011(t+t
−1) dt√

t
.

Exercice 9. Soit f : [0, 1] 7→ R continue, dérivable à l'origine et telle que f(0) = f ′(0) = 0. Montrer que∫ 1

0

f(t)t−3/2dt converge.

Exercice 10. Convergence et convergence absolue de

∫ +∞

0

t sin(t3 − t)dt.
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