@ 4% @ AGREGATION INTERNE DE MATHEMATIQUES @ “ @
Intégration — Vendredi 25 JUIN 2010.

T
Exercice 1. (s) Montrer que / @ dg > mem/?,
0

Exercice 2. 1) (irrationalité de w) On suppose que m = p/q € Q et on pose I, = fo x(p — qz)]" dx.
Montrer que Iy = 2, I} = 4q, I, = 2n(2n — 1)ql,,—1 — n(n — 1)p?I,,_o ; en déduire que I, = 0(n!) puis, que
lim, I,,/n! = 0. Enfin, conclure que © & Q.

2) (irrationalité de e¢) Pour n € N on pose I,, = fooo x"e”dx, montrer que pour tout n € N il eziste a,,b, € Z

tels que I,, = a, + eb,. On suppose qu’il existe p,q € N* tels que e = p/q, montrer que I, > ¢, ¥Yn € N et en
déduire que e € Q.

Exercice 3. C(a) désignant le coefficient de x2°'° dans le développement en série entiére de (1 +x)®, calculer
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Exercice 4. Préciser la nature (convergence, convergence absolue, divergence...) des intégrales impropres :

+o0 400 .
1)1_/ Sm()dt Ja:/ _snlt) g caco
9 1™ +sin(t)

2)/ (\/\/m—\/f—\/\/f—\/xf)dx (a,b) € R} x R%.
3)/ (o))" 1dx aeR, /000 <x+2—\/M) dx, /:OIIC)g(I)dx, /Ooocos(x2)dx.
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Exercice 5. Montrer que si [ est continue sur [a,b], alors ET (/ |f(t)Pdt> = m[a}z] |f(z)]. Side plus
p ] a z€|a,

f est sans zéros dans [a,b] déterminer les limites suivantes

b 1/p
timy ( / |f(t)pdt> ¢ m ( / 1% |pdt>

Exercice 6. (Autour du théoréme des moments de Hausdorff)
1) Soit f € C([a,b]) telle que fab f@R)trdt =0, Vn € N, montrer que [ est identiquement nulle.

2) Si f(x) = et sin(x'/1), montrer que I,, == 0+°° tre~wtdt = wf}—ﬂrl, neN otw=eT. En déduire que

/p

+oo
/ £ f()dt = 0, ¥n € N,
0

(pour cela, remarquer que Ii,+3 € R...).
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Exercice 7. Etudier la suite de terme général u, =

o —1y dt
Exercice 8. Converge et calcul de/ e 201L(t4+7) 2

0 va

Exercice 9. Soit f : [0,1] = R continue, dérivable a lorigine et telle que f(0) = f/(0) = 0. Montrer que
1

/ F(O)t3/2dt converge.

0
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Exercice 10. Convergence et convergence absolue de / tsin(t® —t)dt.
0
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