I.N.P. Février 2011
@%@ Suites et Séries de Fonctions — Examen Final. @ %

Mercredi 16 Février 2011, Examen final, durée 2 heures,
pas de documents, calculatrices, téléphones.

Exercice 1. Pour n € N on pose : f,(z) = 2"(1 — x) et g,(x) = na"(1 — x).
(1) Etudier la simple convergence des deux suites (fy)n et (gn)n sur [0,1].
(2) La suite (f,)n est-elle uniformément convergente sur [0,1] ?

(3) La suite (gn)n est-elle uniformément convergente sur [0,1] ¢

Exercice 2. On rappelle les formules vues en TD que 'on pourra admettre :
) DI NASVRS IEPISTR ORI S LA S o
k26 Lo os - ko1-t '
k>1 k>1 k>0

(1) Apres avoir justifié la convergence des intégrales impropres, montrer que

/1/2 log(l—t)dt: /1 log(t)dt
0 t 1 -

1
anp2’

(2) Exprimer chacune des deur intégrales en fonction de S:=>"
n>1

5 dors 1 7 log?(2)
(3) En déduire que ; e

. . x" 1 "
n>0 n>1 n>0

(1) Montrer que f est définie sur 2 =R\ {—1,1} =] — 0o, —1[U] — 1, 1[U]1, +o0[.
(2) La convergence est-elle uniforme sur [0,1] ¢
(3) Montrer que f est continue sur ] —1,1].
(4) Montrer que x € 9 si et seulement si 1/x € 9.
(5) Exprimer f(1/x) en fonction de f(x) pour tout x € 9.
(6) En déduire que f est continue sur 9.
(7) Montrer que pour tout 0 < a <1 et |z| <a on a|f(z)] < 2na™'.
(8) Montrer que f € €*(] — 1,1]).
(9) Montrer que f est croissante sur [0, 1].
10) Avec la question (5), montrer que f € €1(]1,+00[) et précisez ses variations sur]1,+ool.
11) Montrer que pour tout x €]0,1] : ﬁ < flz) < .
) En déduire la limite de f en 1_.
) Quelle est la limite de f en 1, 7
)
)

Quelle est la limite de f en +o00 ?

13
14
15) Esquisser le graphe de f sur R,
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ILN.P. Janvier 2011
@@ Corrigé de ’examen final. @@

Corrigé de I’exercice 1 : e La simple convergence sur [0, 1] des deux suites de fonctions vers la fonction identuqment
nulle ne doit pas poser de probléme. Pour la convergence uniforme on étudie les variations de = +— 2" (1 — x) sur

[0,1] il en résulte aussitot que le supo.,; 2" (1 — x) est atteint en z = _Z7. Par conséquent : supg<,<; |fn(7)| =

fn (#) = (n_ﬁ% — 0 : la suite (fn)n est donc uniformément convergente sur [0,1] vers la fonction nulle. De
n—oo

A n ntl -1 : ’ : A
méme Supg<, <1 9n(2)] = gn (77 ) = Griimmrr € lasuite (gn)n n’est donc pas uniformément convergente sur
ST n+1) n—oco

[0,1].

Corrigé de P’exercice 2 : Les deux intégrales impropres sont clairement convergentes et on passe de la premiére a la
seconde avec le changement de variables v = 1 — ¢. Pour la premiére :

1/2 log(1 —t) 1/2 4 * 1/2 4h—1 1+ 1/2
7@:_/ 1 —dt:—Z/ dt:_zH __s
/0 t 0 t k>1 ko k>170 k k>1 k1o

Ou léchange (X) entre les symboles [ et > est justifié puisque la série de terme général f01/2 tkk_l dt = 55— converge.
Pour la seconde intégrale la procédure est la méme :

1 1 1

/ log(®) 44 :/ log(t) Y t*dt = Z/ log(t)t* dt
12 1—t 1/2 k>0 () k>0 1/2
k+1 1 1 k k+1 1
= Z L: T log(t)} */ kt 1dt = Z 2k.£(1)g]£2) 1 [ ;: 1 2}
E>0 + 1/2 1/2 =+ k>0 ( + ) ( + ) 1/2

2 1 2 w?
= log (2)+szﬁzlog (2)+Sf€.
k>1
Ou & nouveau l'échange (X) entre les symboles [ et > est justifié par la convergence de la série de terme général
f11/2 |log(t)t*|dt. L’égalité entre les deux intégrales donne alors

1 log?(2) = =2
S = =——" 4 —.
r;l 2nn? 2 + 12

Corrigé de l’exercice 3 : Posons fn(z) = I_f%

(1) L’inégalité |1_f%| < |z|™ assure la simple convergence de la série de fonctions sur | —1, 1[ et 'inégalité \%\ <
|z]~™ assure la simple convergence de la série de fonctions sur | — oo, —1[U]1, +o00[. La série étant clairement
divergente en x = 1 et © = —1, la domaine de définition de f est bien 2 = R\ {-1, 1}.

(2) Comme f, est continue sur [0, 1] : sup ¢ 1(|fn(2)| = sup,e(o 1) [fn(@)]; alors, comme f,, (1) = 1/2, la convergence
ne peut étre normale sur |—1, 1[. Toutefois elle pourrait étre tout de méme uniforme. Ce n’est pas le cas mais c’est
un peu délicat : si la convergence est uniforme sur [0, 1] alors le critére de Cauchy uniforme sur [0, 1] est vérifié, il
Pest donc aussi sur [0, 1] par continuité des f,, mais cela est absurde car cela impliquerai la convergence de la série
en x = 1. Plus simplement, si la convergence uniforme sur [0, 1] alors (en passant aux sommes partielles nous
avons en particulier lim, sup,c(o 1 [Sn+1(t) — Sn ()| = 0 mais sup,c(,1( [Sn+1(t) — Sn(t)| = sup,epo,1( [fn+1(t)| =
1/2.

(3) Soit 0 < a < 1. Nous avons sup,¢|_q o |fn(®)| < a” terme général d'une série convergente. La convergence
est donc normale sur [—a,a] pour tout 0 < a < 1. Les fonctions f, étant continue sur 2, le cours assure que
f € €([—a,a]) pour tout 0 < a < lie fe%(]—-1,1).

(4) Comme z €] —1,1[\{0} <= 1/z €] — o0, —1[U]1, +0o0[ la question est évidente.

(5) On démontre sans peine que f(1/x) = f(z).

(6) Comme z — 1/x échange les intervalles | — 1,1[ et | — oo, —1[U]1, +-00[, et comme f(1/z) = f(z); la continuité
de f sur | — 0o, —1[U]1, +00[ équivaut a celle de f sur | — 1,1[. f est donc continue sur | — oo, —1[U]1, +o0] et
donc sur 2 d’apres la question (3).

n—1 2n—1

(7) Pour |z| <a<1:|fi(z) = | U3

—1 2n—1 —1
§E=EIE: <nz"'(1-—2z""") < 2na""".

(8) Comme la série de terme général 2na™ ' converge, il en résulte la normale convergence de > f/, sur [—a, a]
pour tout 0 < a < 1. Le théoréme de Weierstrass sur la dérivation des séries de fonctions assure alors que f est
de classe C" sur tout [—a,a] (0 < a < 1) soit f € €' (] —1,1])



n=1(]_g2n—1y

(9) Le méme théoréme de Weierstrass assure aussi que pour tout = € [0,1[: f'(z) =32, 5, ™ EE=TDr

est donc croissante sur [0, 1].

>0.f

(10) Comme pour tout = > 1: f(z) = f(1/z) et que = > 1 implique 1/x €]0, 1], la question précédente assure que
fest (J1,40o0]) comme composée de fonction de classe C'. En outre, en dérivant ’égalité précédente, on a
aussi pour > 1: f'(z) = —f'(1/x)/2* < 0 (puisque f’ > 0 sur ]0,1]). f est donc décroissante sur |1, +-ool.

(11) Pourtout 0 < z < letn € Non a l'inégalité Z- < f,(z) < 2". En la sommant on en déduit s < fl@) < —
puisque > o u" = .

(12) La double inégalité précédente et le théoréme des gendarmes assure que limg_,1_ f(z) = +oo0.

(13) Avec (5) : limg—1, f(x) = limy—1, f(1/x) = limy—1_ f(u) + co. La double inégalité précédente donne aussi
s < flu) < 45 powru=1/z>1.

(14) Toujours avec (5) limy—1400 f(2) = limg—y4oo f(1/2) = limu—o f(u) = 1/2.

(15) Pour le graphe j’essaie de tracer...........
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