@ % @ AGREGATION INTERNE DE MATHEMATIQUES @ @
Quelques compléments sur la séance « Topologie & Continuité » du 13 JUIN 2009.

Exercice 1. (%) On considére lapplication f : R — R définie par :
C .
1/q7 St T = q’ p/\q_la
fl@)=41, si 2=0,
0, si x&Q.

1) Montrer que f est 1-périodique.

2) Montrer que f est discontinue sur Q.
3) Montrer que f est continue sur R\ Q.
4) Montrer que f est nulle part dérivable.

Solution : 1) Si x est irrationnel il en est de méme pour = + 1 donc f(z) = f(x + 1) = 0. Si

x=p/qavec pAqg=1alorsz+1= (p+¢q)/qet comme (p+¢q) ANg=pAqg=1on aura encore

f(x+1) = f(z) enfin f(n) =1= f(0) pour tout n € Z. f est bien périodique de période 1.

2) Siz e Q, x=p/qg,pANq=1alors f(z) = 1/q > 0, mais par densité de R\ Q dans R il

existe aussi une suite (z,), de nombre irrationnels qui converge vers x : par définition de f la

suite (f(zn))n est identiquement nulle et ne peut donc converger vers z. Le méme argument

marche pour z = 0 puisque f(z) =1>0

3) On travaille sur [0, 1] (vu (1)). Soit = € [0, 1] \ Q, pour £ > 0 posons
Sco={p/gelr—La+1N[0,1]: g€ {1,2,..., B} }.

Cet ensemble est fini, il existe donc un voisinage |z — 0, x 4+ d[ de x tel que Jx — §, z + J[NS. = 0.

Montrons que |z —y| < § implique |f(z)— f(y)| < e :siy €]z —4§,x+0[\Q alors | f(x) — f(y)| =

0<e;siy=p/q, pAq=1alorscommey & {1,2,..., E(s7'} nécessairement ¢ > E(e7!) > &~}

soit | f(z) — f(y)| =1/q < e. CQFD.

4) 11 reste & montrer que f est nulle part dérivable : f n’étant pas continue sur Q, seuls les

points rationnels sont douteux. Soit donc x € [0,1]N(R\ Q) alors comme x,, := z+n~' € R\Q

W =0, Vn € N*, par conséquent si f est dérivable au point x on aura f'(0) = 0.

On va construire une nouvelle suite (y, ), convergente vers x telle que %

fournira la contradiction désirée.

Pour cela, soit x = 0, agpay .. . a, ... le développement décimal de = et posons h,, = 0, aas . . . a,—

on aura

> 1 ce qui nous

x=—0,0...0a,41 - ¢ Q. Comme z est non nul et irrationnel il existe des a; # 0 avec i, dési-
gnons par N le premier entier tel que ay # 0 (ie z = 0,0...0ayan41 - . ....) DOUS aurons pour
1> N: ' '
aq a9 a; (11101_1 + a2101_2 + - Fa
0,aa9...0;, = =+ —+:-+—= :
H 10 102 10¢ 10¢
par conséquent
1

0 c ) > —

(en effet si a;10°"! + @102 + - - - + a; et 10" ne sont pas premiers entre-eux le dénominateur
ne peut que diminuer...) d’autre part
|hi] =0,0...0a,,1] < 107"

1
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si bien que pour tout i > N :

fl@+hi) — fl@)] _|f0,amas...a) 10° _
h; h; - 10¢ ’
et la suite (y; = x + h;);>n a la propriété désirée. CQFD. [ |

i Remarques : e Cet exemple est du & K. J. Thomae en 1875.
e On pourrai imaginer modifier légérement cette fonction pour la rendre dérivable sur les
irrationnels de la maniére suivante : étant donné une suite a = (a,,),, décroissante vers 0 posons :

Un, S z=2,mAn=1,
falx)=4¢1, si =0,
0, si x&Q.

(la fonction f de Thomae dans I'exercice correspond donc a la suite de terme général a,, = 1/n).
Mais, quelque soit le choix de la suite a = (a,), la fonction f, sera non dérivable sur une partie
non dénombrable dense de R\ Q; c’est une conséquence du résultat suivant :

«soit f : R — R une fonction nulle sur Q et strictement positive sur R\ Q. Alors, il existe
une partie non dénombrable dense de R\ Q sur laquelle f ne sera pas dérivable ».

Toutefois, on peut tout de méme construire des fonctions f, dérivables sur des parties dense
dénombrables de R \ Q car :

« Soit (r;)ien une suite dénombrable d’irrationnels, alors il existe une fonction f, qui sera
dérivable en chaque r; »

Je vous rédigerai peut étre les preuves si je trouve le temps.
e Il est par contre vain d’essayer de construire une fonction continue sur Q et discontinue sur
R\ Q : l'existence un tel objet est contraire aux accords de Koyto et surtout au théoréme de
Baire (& suivre...).

Exercice 2. (une fonction continue mais nulle part monotone). Soit fi(x) = |x| pour
|z| < 1/2 que l'on prolonge continuement sur R par 1-périodicité. On pose alors pour n > 2 :
fulz) = 4714 ) puis f(x) = 3,51 fu(2).

1) Montrer que f,, (n > 2) est continue de période 4=,

2) Montrer que f est une fonction continue sur R qui n’est pas monotone au voisinage de tout
point de la forme a =k-4™™, (k € Z, m € N) (évaluer le signe de f(a+472""1) — f(a)...) et
conclure.

Solution : 1) f; étant continue sur R il en est de méme des f,, (n > 2). En outre f; étant 1-
périodique fn(x+4—n+1) _ 4—n+1f1(4n—1<x+4—n+1>) — 4—n+1f1(4n—1x+1) — 4—n+1fl(4n—1x) —_
fn(2), fn est donc 47" 1_périodique.
2) || fillo < 1/2 implique || folloo < 2-47" : la série > f, est donc normalement convergente
sur R et f est bien continue sur R.

Soit a = k-47™, (k € Z, m € N). f; étant 1-périodique, f1(0) = 0 implique que f;(k) =
0, Vk € Z, par conséquent si n > m : fo(a) = 47" f1(4" k- 47m) = 47 f (40 E) = 0
(car n > m + 1) ; pour les mémes raisons n > 2m + 1 implique que f,(a + 472™"1) = 0. Nous



pouvons donc écrire

2m~+1 m
fla+472") = fla)= D fala+ 477 = fulk-47™)
ot "
= Z fn<a+472m71) +Z(fn(a+4i2mil> — fulk-47™))
n;mrjjl n=1
_ Z 4—n+1f1 (k4n—1—m +4n—2m) +
n=m++1

+ Z g4+l (fl(kllnflfm + 4n72m) . fl(k . 4nfm>)

en cours de rédaction, a suivre

i/ Remarque : On peut aussi justifier I'existence de telles fonctions avec le théoréme de
Baire............ a suivre...

Exercice 3. (#) (I’équation fonctionnelle de Cauchy) Il s’agit d’étudier les fonctions f
R — R vérifiant

(%) fl@+y)=f@)+fly), VzyeR

1) Déterminer les solutions de (%) dans € (R).

2) Déterminer les solutions de () continues en au moins un point.

3) Déterminer les solutions de (%) bornées sur au moins un intervalle.

4) Montrer que (%) admet des solutions discontinues (en construire une a partir d’une Q-base
du Q-espace vectoriel R). Montrer que le graphe d’une telle solution est dense dans R?.

Solution :

Exercice 4. Soit f : R — R une application possédant la propriété des valeurs intermédiaires
et telle que f~*({q}) soit fermé pour tout ¢ € Q (ou une quelconque partie dense dans R).
Montrer que f est continue.

Connaissez vous un exemple d’une fonction possédant la propriété des valeurs intermédiaires
qui ne soit pas continue ?

Solution : Supposons que f soit discontinue en un point x € R. Il existe alors une suite (z,,),
convergente vers x telle que (f(z,)), ne converge pas vers f(z). Il existe donc € > 0, une suite
d’entiers n; > k vérifiant

|f(@n,) = [(2)] 2 €.
Ainsi pour tout entier k on a f(x,,) > f(z)+¢ > f(z) oubien f(x,,) < f(z)+¢ < f(z). L'une
au moins de ces deux inégalités est réalisée pour une infinité de k, sans perdre de généralité et
quitte a extraire une sous-suite supposons que la premiére soit vérifiée pour tout k. Considérons
alors ¢ € Q tel que f(x) +¢ > ¢ > f(x). Nous avons alors f(z,, ) > ¢ > f(z),Vk € Net f
vérifiant la propriété des valeurs intermédiaires, il existe pour tout k € N, y; € (z,x,,) tel que
f(yr) = ¢, ce qui ne veut rien dire d’autre que la suite (yx), convergente vers x est incluse dans
7 '{q}) fermé de R : = € f~'({q}) i.e. f(x) = ¢ ce qui est bien entendu absurde. [ |
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4] Remarques : = Une fonction continue sur un intervalle vérifie toujours la propriété des
valeurs intermédiaires. La réciproque bien entendu est incorrecte, pour en fournir un exemple
simple il suffit de se souvenir (voir un autre exercice) du théoréme de Darboux qui dit qu'une
fonction dérivée vérifie toujours le théoréme des valeurs intermédiaires et de construire une
fonction dérivable sur R & dérivée non continue, I’exemple standart étant

x?sin(t six € R*
flay= oG see
0 six =0.

> On peut aussi contruire ([?],pages 79-80) une fonction nulle part continue mais vérifiant la
propriété des valeurs intermédiaires sur tout intervalle de R, un exemple toutefois bien délicat
et fortement déconseillé pour 1'oral...

Exercice 5. Soit P € Clz|, un polynéme non constant. L’ objectif est de déterminer les points
isolés de & :={A € M,(C) : P(A)=0}

1) Soit A € Iso(&), montrer qu’il existe un voisinage V' de l'origine dans M, (R) tel que (I, +
H)A(IL,+ H)™' = A pour tout H € V.

2) Montrer que AM = M A pour toute matrice M € M, (C), en déduire que A = \,,, A\ € C.
3) Soit X\ une racine de P de multiplicité supérieure ou égale a 2; a l'aide des matrices My, =
A, + k71 E\5, montrer que NI, € Tso(&).

4) Montrer que Iso(&) est ’ensemble des matrices scalaires A\, o A est racine de P de multi-
plicité 1.

Solution : 1l est essentiel de se souvenir qu'un point isolé est toujours dans l’ensemble.
Remarquons aussi qu'ici & est fermé comme image réciproque du fermé {0} par 'application
continue A — P(A). On peut enfin observer que A € & implique que les valeurs propres de A
sont des racines de P et que la classe de conjugaison .4 = { P"'AP, P € GL,(C)} de A est
aussi dans &. Comme .#4 est non bornée dés queE] A # A, il en sera de méme pour & dés que
P admet au moins deux racines distinctes.

O L’ensemble Q = {H € M,(C) : I,+ H € GL,(C)} est bien entendu ouvert et pour
H € Q, A € & nous avons

P (I, + H)A(L, + H)™") = (I, + H)P(A)(I, + H)™' =0.

Par conséquent l'application continue ¢ : Q3 H — ¢(H) = (I, + H)A(I, + H)™' € M,(C)
est a valeurs dans & (i.e. () C &). En outre,vu que ¢(0) = A, pour tout voisinage V' de A,
@ (V) est un voisinage de lorigine dans €.

Supposons maintenant que A € Iso(&), il existe un voisinage V4 de A dans M, (C) tel que
Van& = {A}, et, vu ce qui précéde, un voisinage V; de l'origine tel que Vo C ¢~ 1(Vy4). Ainsi,
comme () C & nous aurons ¢(Vy) C Vané& = {A} soit (I, + H)A(I, + H)™' = A pour tout
H e V.

® (I, + H)A(, + H)™' = A pour tout H € V, implique HA = AH pour tout H € Vj.
A commute déja avec le voisinage de 'origine Vj; soit B € M,,(C) une matrice arbitraire, il
existe € > 0 tel que (ici, le fait que Q soit ouvert dans M, (C) est fondamental puisqu’il assure
I'existence d’une vraie boule B(0,¢) C €...voisinage relatif ne suffit pas...) eB € V; si bien que
e(BA) = (eB)A = A(eB) = ¢(AB) soit BA = AB. Ainsi tout point isolé A de & commute
avec tout M, (C), par un exercice classique d’algebre linéaire ([?]) A = Al,, A € C.

1. Voir lexercice ? 7 7 sur les classes de conjugaison.
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[£) 11 est bon de remarquer & ce niveau de l'exercice que A = A, € M,(C) N & implique
0= P(A) = P(\)I,, soit P(A) =0 et A est un zéro de P. Les éventuels points isolés de & sont
donc dans l'ensemble fini { A, P(A\) =0}.

® A désignant Pensemble (éventuellement vide) des racines simples de P, montrons que
I’ensemble des points isolés de & est &7 := { AI,,, A € A }.

> Si A est une racine multiple de P, alors (X —\)? divise P. Considérons la suite de matrices
My = M, + k7 E15, k € N*, elle converge vers A, et on a (M, — \I,)? = (k71E;p)? = 0, si
bien que
P(My)= [ (Mp—plL)= (M, —A,)*Q(M,) = 0.
poo P(u)=0
(comme polynoémes en My, les endomorphismes du produit commutent justifiant les deux éga-
lités) La suite (My)x est donc bien dans & et A, n’est pas isolé dans &.

» Si P admet au moins une racine simple A\(€ A) montrons que A\, est isolée dans &. Sinon,

il existe dans & \ {AI,} une suite (N), convergente vers AI,, et par continuité de 'application
A — x4, la suite de polynémes x n, converge vers x r, = (A—X)". Mais cette suite convergente
est inclue dans I'ensemble fini { x4, A € &} (fini car les valeurs propres d’un élément de &
sont forcément des racines de P) elle est donc stationnaire i.e. xy, = (A — X)" a partir d'un
certain rang. On a alors :

XNy = (A=X)"

P(Ny) =0

A racine simple de P,

et dans ce cas, la seule alternative est que le polynome minimal de Ny soit égal & X — \I,, i.e.
N = A, a partir d’'un certain rang et le point AI,, est bien isolé dans &. [ |

(L

Exercice 6. (%) Soit a > 0. Sur l'espace €°([0,1]) on considére les normes :

1
. Ifli=a / £ (8)dt.

1) Vérifier que ce sont bien deux normes sur €°([0,1]).
2) Montrer que || f]| :== min{|| f||oo, | f|l1} est une norme sur €°([0,1]) si et seulement si a < 1.

[flloe = Sup]|f(90)

z€[0,1

Solution : 1) Que ce soit deux normes sur ([0, 1]) ne doit pas poser de problémes.

2) Pour n € N notons f,(t) =t", t € [0,1]. Alors

ol =1, Lfll = 75 dome (1)l =min {1, —22.
et
1 . 1
ot full =2 Wt fll = (14 g ) done It full =min{2.a (14 5 )} vmen.

Si || - || est une norme sur €°([0, 1]) alors [|fo + full < [foll + [Ifull, soit

1
min{Z,a <1 + —)} < min{1,a} —i—min{l,L}, VneN,

n+1 n+1

faisons maintenant tendre n vers +oo, il reste

min{2,a} < min{l, a} + min{1,0} = min{1, a}
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qui implique a < 1.
Réciproquement si a < 1, alors || f]j; = afol |f(t)]dt < fol |f()]dt < || f]le et par conséquent :
/1] == min{|| f|loo; | f]l1} = [ f]l1 qui est une norme sur €°([0, 1]). [

i Remarque : A la différence du « max » le « min » de deux normes n’est en général pas
une norme.

Exercice 7. (%) 1) Montrer que Q(v/2) = {a +bv2, a,b € Q} est un Q-espace vectoriel de

dimension 2.
2) Pour a+bv2 € Q(v/2) on pose Ni(a+bv2) = |a+bv2|, Na(a+bv2) = |a] + |b] ; montrer
que lon définit ainsi deux normes sur Q(v/2) qui ne sont pas équivalentes. Commentaires ?

Solution : 1) C’est clair.

2) Que N; et N, soient deux normes sur Q[v/2] est immédiat. Considérons maintenant les deux
suites :

U, = (1—=vV2)", v, =(14+V2)", neN,

avec la formule du binéme on a

Up = (1 — \/5)” =a, —byV2, an, b, €N,
vp = (14+V2)" = a, + b, V2,

Uy, + Uy,

2
si bien que lim,, u,, = 0,lim,, v,, = 400 et lim,, a, = 400, par conséquent

Ay =

ces deux limites assurent la non équivalence des deux normes. |

4] Remarque : «...en dimension finie toutes les normes sont équivalentes... » oui mais pour
des espaces vectoriels sur le corps K = R ou C, ou plus généralement sur un corps a boule unité
compacte. Cest en effet la compacité de la boule unité dans R¢ (ou C?) (pour la norme « sup »
par exemple) qui est l'ingrédient essentiel de la démonstration, ici le corps est Q ou la boule
unité associée n’est plus compacte et plus rien ne marche.



