I.N.P. Novembre 2009
@ % @ Fonctions d’une Variable Réelle, Dérivation — Feuille 3. @ %* @

Semaine 3 & 4 : Formules de Taylor & Développements limités (1).

Exercice 1. Soit f : R — R deux fois dérivable, convexe et majorée : montrer que f est
constante.

Exercice 2. Soit f € €*(R) montrer que :

1) si f(0)=1,f(0)=0 et f"(0) = —1 alors :2113)10 (f <%))x =% VzeR.

[1/va] ,
2) si f(0) =0 alors mlir(r)l Z flkx) = f;O)
T k=1

Exercice 3. Avec la formule de Taylor-Lagrange, montrer que le milliéme chiffre aprés la
virgule dans l’écriture décimale de la racine carrée de N = 111...111 = (10" — 1)/9 vaut 1.

Exercice 4. 0) On définit la fonction exponentielle comme la solution de I’équation différentielle
y' =y, y(0) = 1. Utiliser la formule de Taylor-Lagrange pour montrer que 5/2 < e :==y(1) < 3
puis e & Q

1) Appliquer convenablement la formule de Taylor-Lagrange & x — €* = > ° %l pour en
déduire que e € Q.

2) En appliquant convenablement la formule de Taylor-Lagrange a4 x — e %, montrer que
pour n > 3 Uentier le plus proche de nl/e est n!> ( (=1)/k! et est divisible par n — 1.

xT

Exercice 5. Soit f € €%([—a,al), si f(0) =0 montrer que la suite définie pour n > a™' par
tun = f(72) + f(2077) 4 f(n7)
converge et préciser sa limite.

Exercice 6. Calculez les limites suivantes

n 2 n
nh_)rgo (g - Z (nz—k)?> , nh_)n;OHsm(k/n) sin(k/n?).
k=1 k=1

Exercice 7. Soit f : [—1,1] — R trois fois dérivable et telle que f(—1) = f(0) = f'(0) =0 et
f(1) = 1. Montrer qu’il ezxiste c €] — 1,1] tel que f"(c) > 3.

Exercice 8. 1) Soit f : R — R, montrer que f est continue a l’origine si, et seulement si elle
admet un développement limité a ['ordre 0 a [’origine; montrer que f est dérivable a [’origine
si, et seulement si elle admet un développement limité a l'ordre 1 a ['origine.

2) Soit

0 Sinon.

f(x)= {/ siz €R\Q,

Montrer que f est discontinue en tous points de R*, qu’elle est continue et dérivable a [’origine
et nulle part deux fois dérivable. Toutefois montrer que f admet a ['origine un développement

limité a tout ordre.
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Exercice 9. 1) Montrer que le DL a l’ordre 4 au voisinage de 0 de f(x) = x/sin(z) est 1+ 2%/6 + 7x* /360 + o(z?).
2) Montrer que le DL a l’ordre 4 au voisinage de 0 de f(x) = 1/ cos(x) est 1+ z%/2 + 52*/24 + o(z*).
3) Montrer que le DL & l’ordre 4 au voisinage de 0 de f(x) = exp(sin(z)/x) est e(1 — 2%/6 + x*/45) + o(x?).

4) Calculer le DL a lordre 2 au voisinage de 7 de f(x) = cos(x).
5) Calculer le DL a lordre 6 au voisinage de 0 de f(x) = log(cos(x)).
2
6) Calculer le DL a lordre 6 au voisinage de 0 de f(x) = log (1 + 13— a:)

7) Calculer le DL & l’ordre 2 au voisinage de 2 de f(x) = arctan+/z.

8) Calculer le DL a l’ordre 2 au voisinage de 2w de f(x) = cosvx? + 5m2.

9) Montrer que le DL a l'ordre 3 au voisinage de 0 def(z) = log (3¢” + e™*) est 21log(2) + z/2 + 32*/8 — 2° /8 + o(a?).
10) Montrer que le DL & lordre 2 au voisinage de 0 de f(z) = log (1 +z + V4 + z) estlog(3)+5xz/12—53z /576 +o(z?).
11) Montrer que le DL  Uordre 4 au voisinage de 0 de f(z) = log (v1+z + /1 — ) est log(2) —2*/8 —3z* /64 + o(z™).
12) Montrer que le DL a Uordre 3 au voisinage de 0 de f(x) = log (log(e + x)) est z/e — z°/e* + T2 /6€® + o(z?).

13) Donner un DL a lordre 2 au voisinage de 0 de f(x) = (ch(ac))l/m2 est /e —Ve2a? /12 + o(z?).

14) Montrer que le DL & Uordre 3 au voisinage de 0 de f(z) = (cos(m))l/w2 est x/\/e — x2/12y/e + o(z®).

-1
15) Montrer que le DL a Uordre 1 au voisinage de 0 de f(z) = vVa+ Vb+x, a,b € R} est Va+ Vot (4\/5\/ a+ \/E)
o(x).

16) Montrer que le DL a l’ordre 3 au voisinage de 1 de f(z) = 72 log (1 + z) est log2+ (1/2—2log2)(z— 1)+ (3log 2 —
9/8)(x — 1)% + (43/24 — 4log 2)(x — 1)® + o((z — 1)*).

17) Montrer que le DL & Uordre 7 au voisinage de 0 de f(x) p(cos(z)) est e (1 —a”/2+ z*/6 — 312°/720) + o(z®).

=ex
18) Montrer que le & Uordre 4 au voisinage de 0 de f(x) = (cos(z))*™® est (cos(z))*™™ =1 — 2%/2 + o(z?).

—+
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I.N.P. Novembre 2009
@ % @ Dérivation — Devoir 3. @ % @

A rédiger pour le lundi 30 novembre.

Exercice 10. Soit f € €'(R,R%) vérifiant f' = fo f
a) Montrer que f'(z) > f(0), Vz € R.
b) Montrer que f(x) < (1 +2)f(0), Y € R*, conclurion ¢

Exercice 11. Soit f : R — R une fonction dérivable au point a € R, déterminer la limite
L &S @) = 2" f(a)

r—a xr—a
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