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Partie I - Questions préliminaires

I.1) La fonction I' étant de classe C* sur ]0,+oo|, donc continue sur [1,2] et de classe C! sur ]1,2[. En plus,
I'(1) =T'(2) = 1. Par le théoreme de Rolle, il existe ¢ €]1, 2] tel que I'(c) = 0.

I.2) La fonction ¢ — (Int)?t*~te~! est continue, intégrable et non identiquement nulle sur ]0, 4+o00[ donc pour tout
x strictement positif,

+oo
I (z) = /0 (Int)?t* e " >0

En particulier la fonction I'" est strictement croissante sur |0, +o00[ et on a IV (¢) = 0, donc I(z) > 0 sur [2, +o0[
car ¢ < 2. En d’autres termes, I' est strictement croissante sur cet intervalle.

I.3) Soit v un réel strictement positif. On sait que = o(n!). Puisque y**? = O(Hlet), ot = o(I'([z])).
D’une autre part, par croissance de I" au voisinage de 400, on a I'([z]) = O(T'(z)). Donc y*+1 = o(T'(z)) ou

encore y* = o(I'(x))

Partie II - Comportement asymptotique de la somme d’une série entiere
au voisinage de la borne supérieure de son intervalle de convergence.

II.A) Soit ¢ une fonction continue sur [0, +-00] & valeurs réelles et intégrable. On suppose de plus que ¢ est décroissante
sur [tg, +oo[ pour un certain tg > 0.

II.A.1) La fonction ¢ est décroissante sur [tg, +00[ donc admet une limite I en +o0. Sil < 0, alors il existe A > g
tel que ¢(t) < é et donc —¢(t) > %l > 0 pour t > A, ce qui est impossible car ¢ est intégrable sur
[A,+oo] et t — S est non intégrable sur [A, +oo[. Donc I > 0 et

YVt € [to,+oof; ¢(t) > lim ¢(x) = inf ¢(x)=1 > 0

T—+00 x> to

(En fait, on a I = 0 car f est intégrable et décroissante sur [tg, +00].)
IT.A.2) Soit h un réel strictement positif.
a) Soit N > %0 de sorte que pour tout n > N, on ait nh > Nh > t3. Fixons n > N + 1. Pour tout
<
~

t € [(n — 1)h,nh], on a, par décroissance de ¢, 0 < @(nh) < ¢(t). Donc
nh nh
0 < he(nh) = / é(nh) dt < / (1) dt
(n=1)h (n—1)h

nh
b) La série Z / @(t) dt est convergente car ¢ est intégrable, I'inégalité établie dans la question
n> N4+1”(n=Dh

précédente permet de conclure a la convergence de la série Z ho(nh), puisqu’elle est de terme général
n =0
positif & partir d’un certain rang et majoré par le terme général d’une série convergente.

II.A.3) Soit € > 0. La fonction ¢ est intégrable sur [0, +oo] et de limite nulle en 400, donc il existe A > max(to, 1)

+oo
tel que / o(t) dt < e et ¢(A — 1) < e. En plus, elle est continue sur le segment [0, A], donc il existe

A
0 > 0 tel que pour toute subdivision (ap, ..., ay,) de ce segment de pas strictement inférieur a J, on a :

A n—1
‘/ $(t) dt — Y (a1 —ax)d(ay)| <e
0 k=0



Soit maintenant h un réel tel que 0 < h < min(6, 1) et la subdivison (0, A, . .., ph, A) de [0, A] avec p = [4]
qui est une subdivision de pas strictement inférieur & §. Alors,

p—1
t) dt — > hé(nh) — (A — ph)(ph)| < e
n=0

ou encore, puisque 0 < ¢(ph) <e,0 < A—ph < heth <1, / o(t) dt — Z ho(nh)| < e+hete < 3e.
n=0

D’un autre coté, pourn > p+1,onanh > A > ty. D’apres la question précédente,

“+oo “+ o0

0< > he(nh) < /

n=p+2 (p+1)h

+oo

é(t) dt < / o(t) dt < e

A

Tenant compte du fait que h¢(h(p + 1)) < he(A) < € et les autres inégalités établies auparavant, nous
aurons :

+o0 too
/O o(t) dt— 3 ho(nh)
n=0

[e%e) 00
/ ¢(t) dt+ Y ho(nh) + he(h(p+1))

n=p-+2

/ o(t) dt—Zhgbnh

< b

“+o0 400
C’est a dire que hﬂl(lJI,If}>O"z=:0h¢(nh) = /0 o(t) dt.

I1.B) Pour a > 0, soit g, la fonction définie sur [0, +-o00[ par g, (t) = t*~te~".
Contrairement a ce qui est énoncé, cette fonction, pour o < 1, n’est pas définie en 0.
I1.B.1) On suppose que a > 1. La fonction g, est continue sur [0, +oo[, de classe C* sur |0, +o0[ et pour tout
t>0,g.(t) =t*2e7t((a—1) —t). Ceci montre que la fonction g, est décroissante sur [t, +oo[ pour tout
to > a — 1. Elle est intégrable sur [0, 4o00[ (raison : la définition de T"). Ce sont les conditions de II.A).
D’apres la question I1.A.3),

+oo +o0
lim hS ga(nh) = / 2L~ dt = T(a)
n=0 0

h—0,h>0
ce qui est, en posant h = —Inx ou encore x = e~ :
+oo
li —1 —nl =T
i, (C100) D gn(nlua) =T
n=

II.B.2) On considere la série Z n®lgn,
n>=0
a) On applique la régle de D’Alembert pour les séries numériques. Pour z # 0, on a

(n+1) "™ m1\*
T = @] — ||

Le rayon de convergence de cette série entiére est donc 1. Notons S, sa somme.
b) D’apres II.A) et puisque I'(a) # 0, on a, lorsque z tend vers 1 avec < 1 :

+oo
—Ilnx) Z go(—nlnz) ~ ()
n=0
mais (—Inx) Zga —nlnz) = (—lnx)® Zno‘ lenlnz — (_qp g)> Zn 'n® et Inz ~ x — 1. Par

suite, lorsque x tend vers 1 avec z < 1, on aura



Partie III - La premieére fonction eulérienne.

IILA)

III.A.1) Soient « et 3 deux réels > 0. La fonction f : ¢ — t*~1(1 —¢)8~! est continue positive sur |0, 1[.
Pour ¢ qui tend vers 0 avec t > 0, f(t) ~t*~! et t — t*~! est intégrable sur ]0,1/2] car « — 1 > —1.
De méme, pour ¢ qui tend vers 1 avec t < 1, f(t) ~ (1 —t)P~Let t — (1 —¢)?~! est intégrable sur [1/2,1]
car f—1> —1.
La fonction f : ¢ — t*~1(1 — ¢)#~! est donc intégrable sur ]0, 1[.
ITI.A.2) Soient « et § deux réels > 0.
(7) Soient u, v tels que 0 < u < v < 1. Avec le changement de variables s =1 —¢, on a

v 1—u
/ Pl Pl ae = / (1)L ds
u 1

—v

en tendant u vers 0 et v vers 1, nous aurons : B(a, 8) = B(f, «).
t s

(44) Soient u,v tels que 0 < u < v < 1. Avec le changement de variables s = = (donc t = - et

dt:(l%)g),ona

v CE a—1 B—1
—v ]_ d
/ M1 -t dr = /1 ® a
u o \1+s 1+s (1+9)?

T—
v

T ga—1 d
- / (T+s)F8 ©°

1—

ta—l

—+oo
en tendant u vers 0 et v vers 1, nous aurons : B(a, (3) = —— dt.
Vi Vi ( 5) ~/O (1 + t)a_;,_g

(#i1) Soient u, v tels que 0 < u < v. A Paide d’une integration par partie, on a :

v tozfl ta v v ta
o« e 4= e, He ) [ e

u

en tendant u vers 0 et v vers +o0o et rappelons que a > 0 et 3 > 0, nous aurons :

+oo tu—l +o0 to
—— dt= —— dt
O‘/O (1+t)oth (O‘+5)/0 (1 +t)ath+l

(6%
mB(OQ 5)-

(Sans oublier bienstir que les fonctions : ¢ — (Ht)t% et t— % sont intégrables.)

C’est a dire que : B(a+1,0) =

ITI.B) On se propose dans cette question de montrer, pour a > 0 et 8 > 0, la relation suivante :

['(a)L(5)

PR e )

ITI.B.1) On suppose que cette relation est vraie pour o > 2 et 3 > 2 et fixons 2 réels strictement positifs « et [.
Sia>1et B >2 (méme chose d’apres (i) si a >2et > 1), alors a+1 > 2 et on aura :

(o, 8) = (a+1,8) (dapres (1))

B a+ T (a+ 1)T(B)
= o Taidtl) (a+1>2et3>2)

_ atf  al(a)l(B) . _

= T CEY T (la relation I'(z + 1) = 2I'(z))
['()T(5)
L(a+ )

atby
[0

Pour les autres cas, [ > 1 et 8> 1], [ > 0 et § > 1] (qui est le méme cas que [ > 1 et 8 > 0]) puis
[ >0 et 8> 0], on fait la méme démarche.



IT1.B.2) Soient « et 8 deux réels strictement supérieurs & 2. Pour n > 0, on pose :

- (5 (-0

a) Puisque a—1 > let —1 > 1, la fonction 1, g : t — t*71(1—¢)P~1 est de classe C! sur [0, 1]. Notons

Ay g = sup ’dja 3 )’ Par I'inégalité des accroissements finis, on a :
te[0,1]

Va,y €[0,1], [$ap(r) = vaps®)l < Aaple—yl

La fonction ¢, g est alors lipschitzienne sur [0, 1].

b) Soit n un entier naturel non nul. On a :

1 n—1 k n—1 ’“:21 k
un(aaﬁ) = E Z 77/1(1,5 <TL) = ZL 1;[104,5 <’I’L) dt
k=0 k=0"7n

et

1

¢o¢ﬁ( )

B(a,8) = /01 Va,p(t) dt = nZﬁ

1 +
k=0

Par suite, puisque pour k € [0,n — 1] et ¢t € [% %] on a ’t - %’ =t— % < % et du fait que ¢, g
est A, g-lipschitzienne sur [0, 1], on aura

|Un(Oé,,6)*B(Ol,ﬂ)| =

> [ (van (5) - vastt) a
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c) Rappelons que le rayon de convergence des deux séries entieres E n® 1" et E nP7 1z est 1. Le
n>=0 n>=0
produit de Cauchy de ces deux séries a pour rayon de convergence au moins 1. Donc pour z € [0, 1],
on a :

“+o0
Sa(x)Ss(z) = Zna ! ”Znﬂ Lgn
n=0
+oo n
= Z(Zkaln— 1)33"

n=0

Remarquons que Y ,_, k* 1(n — k)°~1

+o00 n—1
SaSs(z) = > (Z ke (n — k)51> "

=0 pour n =0 ou k = n. Alors,

n=1 \k=0
“+o00 n—1 a—1 B—1
1 k k
- STy e
n=1 nk:O n "
+oo
= > un(a, Bn e
n=1



Dans ’'énoncé, la somme commence de 0, alors que ug(c, 3) n'est pas définie !
Toujours pour 0 < z < 1, ce qui assure ’absolue convergence des séries ci-dessous, on a :

1Sa(2)Sp(2) — Be, B)Sats()] =

+00 oo
> unla " — Bl )Y na+5—1x"|
n=1

n=1
+oo
= Z(un(a,ﬁ) — B(a, B))notP-1gn
n=1
“+oo
< Y lunla, B) - Bla, B) no+71a"
n=1
A 8 +o0o 4o
@, a+pB— n 9 N
< - Z n 2™ (d’apres 11.B.2))

n=1

Satp—1(x)

Maintenant, d’apres la question I1.B.2) b), lorsque x tend vers 1 et x < 1, on a :

a+ﬁr(a+ﬂfl) _

(1 — l’)aJrﬁSOH.ﬁ_l(I) ~ (1 — ;L') (1 — x)a+5_1 = (1 — I)F(Ox+ﬂ — 1) —0

D’une autre part, par la méme question, ’expression :
(1-2)**7 |Sa(2)Sp(x) — Bla, f)Sats(@)] = |(1 - 2)*Sa(2)(1 — 2)”Ss(x) — Bla, B)(1 — 2)* "7 Say p(2)]
tend, lorsque x tend vers 1 et @ < 1, vers |I'(a)T'(8) — B(a, B)T' (4 3)] et en méme temps vers 0.

Alors,
L()I'(8) = B(a, B)I'(a + B)

II1.C) Formule des compléments.

1
IT1.C.1) Posons B(a,1 —a) = / g(a,t) dt olt g est la fonction définie sur ]0, 12 par g(a,t) =t~ (1 — )=,
La fonction g est : °
- clairement continue (et positive) sur ]0, 1[2,
- pour tout « €]0, 1[, la fonction ¢ — g(a,t) est intégrable sur 0, 1].
- pour tout segment [u,v] de ]0,1[ et pour tout « de ce segment, on a, puisque 0 < ¢t < 1 et
0<1—-t<1,
glant)] =t 11— 1) < (1 — 1)
En plus la fonction ¢ — t“~1(1 — ¢)7% est continue et intégrable sur ]0,1[ d’apreés la question
ITI-A.1) (en prenant o = u, 3 = 1 — v dans la question ITI-A.1))
La fonction ¢ — B(a, 1 — «) est donc continue sur ]0, 1[ par le théoréme de la convergence dominée.
IT1.C.2) Soient p et ¢ deux entiers vérifiant : 0 < p < q.
a) L’inégalité p < ¢ ce traduit par p+1 < ¢, donc 2p+2 < 2¢ ou encore 2p + 1 < 2¢g. Ceci montre

2 1
que 0 < Pt < 1. La relation (4¢) donne :
2p+1
2p+1 . 2p+1 oot
g2l _ P+ :/ dt
2q 2q 0 L+t

Pour 0 < u < v et avec le changement de variables s = #22 ou encore ¢ = 527 et dt = 29521 1d s :

1
2p+1 v 24

v T v 2p+1—2¢q
/ Ldat = / L 8722(152‘1_1(15
w 141 w2a 1+ 8%

v 29 5217
= 2 ———ds
Q/u%q 1+82q

Puis on fait tendre u vers 0 et v vers +oo pour obtenir :

2p+1 2p+1 teo 42
p(2ts 2t :2q/ L
2q 2q 0o 1+t




2k41 . 5
b) Pour k € [0,¢ — 1], on note 2z, = €' 2« ". On remarque que 2o, ..., 2q—1 sont des racines deux &

deux distinctes du polynome 1+ X?7 et de méme pour —2g, ..., —2,—1. En plus, s'il existe k, [ tels
- (l—k)
que 0 < k <1 < g—1telsque 2z, = —z;, alors —1 =¢' @ ". Cette égalité n’est possible que si
% est un entier impair et ce n’est pas le cas car 0 < [—k < ¢— 1. Donc les racines du polynome
1+ X 27 sonts zg, .. ., Zq—1;—20, - - -, —Zg—1 qui sont aussi les poles simples de la fraction rationnelle
X2

qui est sous-forme irréductible et de degré strictement négatif. Sa décomposition est :

X2p _qz—:l Qg + bk
1+X2q_k:0 X—Zk X+Zk

14 X324’

avec aj, = 5,((2’;))7 by = 5,((12’;‘)), P =X? et Q =1+ X% Donc, avec ziq =1,
2p 2p+1 _ 2p 2p+1
ap = Zg 1= = 2k et b, = ( Zk)2 T = %k
2qz. 7" —2q 2q(—zp )%~ —2q
Enfin,
X 1 qz 1
1+ X202 P X -2, X+

Soit ¢ un nombre complexe de partie imaginaire b non nulle et de partie réelle a. Pour ¢ un nombre
réel,

1 B 1
t—ec  t—a—ib
_ t—a-+1ib
e

t—a 1 1
(t —a)? + b2 b(fT) +1

Sous-cette forme, on voit bien qu’une primitive de ¢ — sur R tout entier est donnée par

1 t—
t— 3 In ((t — a)® + b*) + iarctan <ba> Soit ¢ la fonction définie sur R par :

VteR, —iqz !
Pt 2q — t—z;C t-l—Zk

Puisque z; n’est pas un réel, d’apres ce qui précede, une primitive de ¢ sur R est ¢ telle que :

qg—1
VIR0 = —5 3 (G0~ Re(a)? + D)) + fareran (172

2 pors Im(zy)

] . t + Re(z)
=5 In ((t+ Re(2))” + Im(2y)?) — iarctan <—Im(z:)>)

= —z— Z 2t (arctan (t ;nii(g“ )> + arctan (t ;ﬁii(:)’“)»
S (i (U )

k=

D’une autre part, pour tout entier ke [0,g—1],ona0 < 2k+17r < 7 et donc Im(z;) > 0. En

particulier, hm (b = —z— Z z2p et tlin(l)ql)(t) = 0. Soient maintenant u et v deux réels tels

queO<u<v.

v $2p v
/umdt:/u p(t)dt = ¢(v) — ¢(u)



Lorsque u tend vers 0 et v vers +oc0, on aura :

“+oo t2p q—1
: . . T 2p+1 . T
dt = lim ¢(v) — limg(u) = —i—» 2" =—i—8§
0 2q+1 v—+00 t—0 2q = 2q
q—1
-2p+1
avec S = E 226l et 2 =e'"20 . Ona 229 = —1 donc 22 # 1 et
k=0
q—1 q
22522:22k+3:§ :Z2k+125_2z
k=0 k=1
) iL;'lw iL‘;'Hﬂ' 1
. z e q e q
Par suite, S = T 2 o = 2 e = . D’ou
-z 1—e"a 7 —24 sin (2’;—?77) e"2¢ T —jsin (%ﬂ')

oo g2 0 1
dt= —— —
o 2q¢+1 24 4in (2’;;1#)

IT1.C.3) Soit a €]0,1[. On sait, d’apres I1I-B), que
I'a,1—a)=B(a,l —a)l'(a+1—-a)=B(a,1 —a)I'(1) = B(a, 1 — @)

Maintenant, pour € > 0, on choisit g entier tel que ¢ > 1 et p

1
i . 2p 2p+2 2p 2p+1 2p+2 P
entiere de qa de sorte que : 5 < a< 5 €t 3, < 50 < Tag Donc 7 < 1et

2p+2_2£_1<6
2q 29 ¢

2p+1_a
2q

2p+1
2q

En d’autres termes, ’ensemble A = {

_ 2p+1 .
ﬁ—g—quona.

+oo t2p
B(8,1-7) 2q/ dt dapres I1I-C.2.a)
0

29+ 1
_ T
: 2p+1
sm( gq 71')
T

sin (f7)

La fonction v — B(a, 1 — a) — i

< € et on pose et p = [qa] la partie

;0<p<gqetpq entiers} est dense dans ]0,1[. Pour

étant continue, par la question ITI-C.1), sur ]0,1] et identi-

quement nulle sur A qui est dense dans ]0, 1[. Elle est donc identiquement nulle sur |0, 1[. C’est a dire

que :
m

Va0 1, Bla,1-a)= sin(am)

Partie IV - L’opérateur d’Abel

Dans cette partie, « est un réel de |0, 1].

IV.A) -

IV.A.1) Soit f un élément de E. La fonction f est continue sur le segment [0, 1], donc bornée et pour tout = de

10,1] et tout ¢ de ]0,z[, on a :
/1]
(z =)

0
(@~ b

En plus, la fonction ¢ — % est continue et intégrable sur ]0, z[ car o < 11. Donc la fonction ¢ —

est intégrable sur |0, z|.




IV.A.2) Pour f € E, on note A, f la fonction définie sur [0, 1] par :
0 siz=0
Aaf(z) = /”” f(t)
o (z

adt si0<z <1

a) Soit f un élément de E et x un élément de [0, 1]. L’égalité :

1
Ao f(z) = :nlfo‘/o f(xt) dt

(1—t)~
est vraie pour 2 = 0. Supposons que x > 0 et soit y €]0,z[. Avec le changement de variables ¢ = sz,
on aura :
v t ¥ ¥
/ f() dt:/ f(S(E) .TdS:fL'l_a/ f(SfL') ds
o (@—1t)~ o (z—sz)” o (1—s)*
1 ! f(zt)
puis on fait tendre y vers x pour obtenir A, f(z) =2~ / —t9 dt.
0 _
b) La fonction (¢, z) — % est continue sur [0, 1[x[0, 1]. Pour tout x de [0, 1], on a % AL

et la fonction t — 1HftH) est continue et intégrable sur [0,1]. Donc la fonction g : © — fl ({ “;t))a dt

est continue sur [0, 1] ce qui montre, par le théoreme de la convergence dominée, la continuité de la
fonction : Ay f : x+— x!7%g(z) sur [0, 1].

c) lapplication A, est linéaire par linéarité de I'intégrale et pour tout f de E, A, f est continue. Donc
A, est un endomorphisme de E. Soit maintenant f un élément de E. Pour tout x de [0,1], on a :

1 1 1
/ f($t) dt’ g Ilfa\/ |f(l‘t)| dt < IlfaHf” / dit
o (I—t) o (1=t o (1=t
D’un autre coté,

/ldt —lim/y di 1 lim (1-— 1 _ !
0 (1—t)°‘_z{;11 o (1—1t) 1—ay—>1 -yt 1-a

Ao f(@)] = 2~

Par suite, |A, f(z)] < x1*“% < 1”1:){ et donc A est continue et [|[A,]|]| < 2. Mais pour f =1
la focntion constante, on a ||f|| =1 et ||Aaf|| = . Ceci montre que [[|Aql] = 1.
IV.B) On définit la suite (A7), > o par :
A — idg sin =0,
® 7 M AaoAr ! sin > 1.

IV.B.1) On pose f=1—a.

a) Soitm > 1lunentier.Sin =1,onamontré que:V f € E,Vx € [0,1], |Aaf(z)| < gi-e L _ 22Ul
et, puisque I'(1 + 8) = SI'(8), on a :

2P fll _ 2°T(B)
6 IL(1+p3)

L’égalité est donc vraie pour n = 1. L’entier n > 1 étant fixé, supposons que :

2" (T(B))"
I'(1+np)

VfieEVzel01], [Aaf(z)] < 171l

VieEVxel01], [ALf(z)] < /1l

Alors, pour tout f de E et tout « de [0,1], on a :

' Az (at)
@l = | [ G
o (I—1t)*
1 n
¢ [y,
0 (1_15)0‘
533 n8(T . .
< 1+ ﬂ dt (Hypothese de récurrence)




1 n
Il suffit de remarquer que / (ltﬁt)a dt=B(1+ng,0) = m
0 —

dans l'inégalié précédente, on trouve :

. On remplace I'intégrale

DD (g))
N1+ (n+1)8)

[Ant f ()] < 171l

b) A" est composé d’endomorphismes continus de F, c’est bien un endomorphisme continu. La majora-
tion de sa norme est conséquence immédiate de la question précédente.

IV.B.2) Soient £ deux réels strictement positifs. D’apres la question I1.3), il existe A > 0 tel que pour tout = > A,
on a ((71"(@)1/5)m < el'(z). Donc pour n entier avec n > %7 on a par croissance de I' et par le fait
quex=nf > A:

x

(@) = ((GTENY) < eT(@) < eL(1+np)

C’est a dire que :

MO )

n— o0 F(l + nﬁ)

IV.B.3) Soit A un nombre complexe non nul et f un élément de E.

a) On a pour tout n entier naturel non nul, d’apres la question IV-B.1)

I3+ DAL < @ AP P )

1 n
Donc, avec cette majoration et la question IV-B.2), on a |[A"ALf|| = o <1+|>\|> . Puisque A est
non nul, donc 1+ |A| > 1 et la série Z A" A% f est normalement convergente et donc uniformément

n>=0
convergente sur [0, 1].
Notons g sa somme.

b)

+oo
Mag = Mo D> N'ALf
n=0
—+oo
- Z AVFLAMTL £ (A, est continu)
n=0

= g9-f
Donc (idg — Aa)g = f.

c) D’apres la question précédente, Uopérateur idgy — AA, est surjectif. Soit f un élément du noyau de
idg — AA,. Alors, A, f = f. Par simple récurrence sur n, on aura pour tout n, A\"AZ f = f. Pour
x élément de [0, 1], la série Z APAL f(x) = Z f(z) est convergente. Donc f(z) = 0. L’opérateur

n =0 n>0
idg — AA, est injectif. Il est donc inversible. Son inverse (idg — AA,)~! appliqué & un élément
f quelconque de E est g = > 720 N'ARf = ( = )\"AZ) (f), par définition de 320 A" A”. En
d’autres termes,
—+o0
(idp — Aq)™h =D A"AL
n=0

IV.C) Pour tout n entier naturel, on note e, la fonction ¢ — ™.

IV.C.1) a) Soit n un entier naturel et z un élément de [0, 1].

"

1
Agen(z) = ”317“/ 16 dt=a"""B(1 +n, )
o (I—1)~



b) De méme,

N L pntByn+pB
Ar—a 0 Anen(r) = B(l+n,pB)z /0 T dt
= B(l+n,8)B(1+3+n,a)z" !
F'n+1I(B) T(n+ 1+ B («a) gt
I'n+1+48) I'(n+1+4+8+a)

(d’apres I11-B))

Rappelons que o+ =1, T'(n + 1) = n! et, par ITII-C.3), I'(«)T'(8) = ==~ Donc :

sin(mwa)

s (& 1
Aj_q 0 Agen = .
1-a @ faln sin(ra) n + 1

IV.C.2) Notons P le sous-espace de E formé des fonctions polynomiales sur [0, 1]. La famille (e,,), > o est une base
de P. Les opérateurs linéaires P et A;_, o A, coincident sur les éléments de cette base. Ils coincident
donc sur P.

IV.C.3) Formule d’inversion d’Abel.

a)

b)

d)

P est linéaire et pour tout f de E, Pf est une primitive de f sur [0,1] et donc Pf est continue. C’est
a dire que P est un endomorphisme de F. En plus,

|M@bl%mﬂ<fmmm<AWMﬁun

Ceci montre que P est continu et que |||P||| < 1. Pour f =1, ona ||f|| =1 et Pf(z) = z, donc
IPf|l =1=|f]| et ceci prouve que |||P]|| = 1.

On pose B, = A1_,0A,. L’opérateur B, est continu comme composé d’opérateurs continus. D’apres
la question précédente, 'opérateur B, — ﬁp est continu et, d’apres IV-C.2), nul sur P. d’une
autre part, le théoréeme de Weirstrass montre que P est dense dans E pour la norme | - ||. Donc
Baf,LPnulsurEeth:,L

sin(ma) sin(ma)

Pour f un élément de F, on sait que f est continue sur [0,1] et que Pf est une primitive de f sur
[0,1]. Alors, Pf est contintiment dérivable sur [0,1] et DPf = f. En d’autres termes, D o P est bien

défini et D o P = idg. Mais par la question précédente, B, = SinZTim)P, donc D o B, est bien défini et
il égal a sinzriwa)idE'
Soit f un élément de E tel que A, f = 0. Alors, Bof = A1_oAaf = A1_o0r = O puis on compose
de nouveau par D et on trouve :
T
- f=0g et donc f =0g
sin(ma)

ce qui montre que A, est injectif.
(On ne peut pas composer directement par D o Ay_, tant qu’on n’a pas encore montré son existence.)
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