Les calculatrices sont autorisées

Notations

On note E I'espace vectoriel normé des applications continues du segment [0,1]

dans C muni de la norme f ~ [|f|| = sup |f(x)| et L(E) I'espace vectoriel des
<t<1

applications linéaires continues de E dans lui-méme. Soient v un élément de L(E)
et f un élément de E; I'image de f par v est notée vf. L'espace L(E) est muni de la
norme o [[[o]|| = sup [[o(f)]].

<1
Le probleme se propose d’étudier quelques propriétés d'un opérateur appliquant
E dans lui-méme qui est introduit dans la troisieme partie. Pour ce faire, dans les
deux premiéres parties, on met en place les outils nécessaires a cette étude.
Rappels

La deuxieéme fonction eulérienne notée I' est la fonction réelle définie sur I'intervalle
]0, 400 par la formule suivante :

+00
Vx €]0, 400, I'(x)= / et 14y,
0

Cette fonction est indéfiniment dérivable sur I'intervalle J0, +oco et pour tou&zntier
naturel k et tout nombre réel x > 0,

+00
I(x) = / (In t)ke~H¥=1 gy,
0

A

De plus, pour tout x > 0, cette fonction vérifie I’équation

‘ I(x +1) = xT'(x).
é"Comme I'(1) =1, il en découle que, pour tout entier naturel n,
= L [(n+1)=n!
ol " w“ . .
& \. -

o
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Partie I - Questions préliminaires

L.1) Montrer qu'il existe un réel c de I'intervalle |1, 2[ tel que I'(c) = 0.
[.2) En déduire que la fonction I' est strictement croissante sur l'intervalle [2, +oo|.

[.3) Montrer que, pour tout nombre réel 7y > 0,
7" = o(I'(x)) au voisinage de +co.

Partie Il - Comportement asymptotique de la somme
d’une série entiére au voisinage de la borne supérieure
de son intervalle de convergence

IL.A - Soit ¢ une application continue de l'intervalle [0, +-c0[ dans R, intégrable sur
l'intervalle [0, +co[. On suppose de plus qu’il existe un nombre réel to = 0 tel que
la fonction ¢ soit décroissante sur I'intervalle [to, +oo|.

ILA.1) Etablir que la fonction ¢ est positive sur I'intervalle [fy, +oo].
(On pourra raisonner par 1’absurde).

I[.A.2)  Soit i un nombre réel strictement positif. T
nh
a) Prouver que pour n suffisamment grand, 0 s he(nh) < / o(t) dt.
- / (n—1)h
+00 i}
b) Montrer que la série Z h¢(nh) converge. Iy
n=0 -~ as

-

I[.A.3) Prouver qugi"':

+00 ‘+oo
lim 1Y ¢(nh) = $(t) dt.
0

h=0h>0 ‘=

(On pourra introduire un nombre réel a suffisamment grand et écrire :

400 (7] +oo
Y hgp(nh) = Y hep(nh) + Y he(nh)
n=0 n=0 n=[g]+1 )

f.

ou [%] désignéla partie entiére du nombre réel %).
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ILB - Pour tout nombre réel # > 0, on note g, la fonction définie sur l'intervalle
[0, +oco par la formule g (t) = g,

IL.B.1) Vérifier que la fonction g, satisfait aux conditions du IL.A.
En déduire que

lim (—Inx) E:oga(—n Inx) = I'(a).

x—1,x<1 %=0

+oo
I1.B2) On considere la série entiere Y n®*x".
n=0

a) Etablir que le rayon de convergence de cette série entiére est égal a 1. On note S,
la somme de cette série entiére.

b) Prouver que, lorsque x tend vers 1 avec x < 1, alors :

Sa(x) ~ ﬁz%’

Partie I1I - La premiére fonction eulérienne

LA -

IILA.1) Etablir que, pour tout couple (, B) de nombres réels strictement positifs,
la fonction t +— t*71(1 — t)P~1 est intégrable sur l'intervalle |0, 1.

Pour tout couple (&, ) de nombres réels strictement positifs, on pose :

1
B(a, B) = /0 o I (] Q

Il.A.2)  Prouver successivement pour tout couple (&, B) de réels strictement posi-
tifs, les relations suivantes :

(l) B(“, ﬂ) = B(ﬁw)
N +00 ta—l
@ Bep) - /0 e :

t
C‘., (on pourra utiliser le changement de variable u = 11— t')

Gii) B+1,p) = %B(a,ﬁ).

s

+B
” i & ) i
IILB - On se propose d’établir pour tout#éel @ > 0 %t tout réel g > 0 la formule
suivante : T(@)T(p)
o —_ —_d
B(a, B) T@tp)

( Filiere MP

IILB.1) Alaide dela relation (iii) montrer qu'il suffit de prouver I'assertion lorsque
les réels a et B sont strictement supérieurs 2.

[IL.B.2) Soient « et p deux nombres réels strictement supérieurs a 2. Pour tout
entier 11 strictement positif, on pose :

n(a, B) = %”Z”l (’_]z)aﬂ (1 _f)ﬂ_l

k=0 n

a) Etablir que la fonction Pup:t t*=1(1 — )P~ est lipschitienne sur le segment
[0,1].
On note A, g un rapport de Lipschitz de cette fonction, c’est-a-dire tel que :

vx,y € [0,1], |¢a,ﬁ(-") = ‘/’a,ﬁ(y” < Aa,ﬁ|x —y;

b) Prouver que, pour tout entier 1 strictement positif :

A
Jun (&, B) — B(a, )| < 2.

¢) On reprend les notations de la 'question (I1.B.2).
Etablir que, pour tout nombre réel x de I'intervalle [0,1] :

+00
Sa(x)Sp(x) = Y un(a, pyn*+F-1x".
n=0
Déduire de la question 2.b) que, pour tout réel x, 0 < x < 1, =

Aq
1Sa(x)SpLx) ~ B(&, B)Susp ()] & =52 Ssp1 ().

En utilisant le comportement des fonctions (Sy )40 au voisinage du point 1, conclure
que: " v
2 L(@)I(p) ="B(a, H)T (& T ). -

H1.C - Formule des compléments
IILC.1) FEtablir que la fonction & — B(a,1 — &) est continue sur l'intervalle 10,1].
[ILC.2) Soient p et g deux entiers tels que 0 < p < q.
a) .Vérifier que :

- L8

2p+1 2p+1 /+°° £2p
1 - =2 ——s dt.
B( 2q 1 2g ) 1 o 1+tA
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b) Pour tout entier k compris entre 0 et 4 — 1, on note :

Zp = C’ilkﬁln
Etablir que :
*) X 1% (11
1+ X% qu_o" X-z, X+2z)

c) Apres avoir vérifié que, pour tout nombre complexe ¢ de partie imaginaire non

=== ]

nulle, la fonction f — %ln ((t — Rec)? + (Imc)z) + i arctan ( - C) est une pri-

mitive sur R de la fonction ¢ — [ ¢ prouveren utilisant judicieusement la rela-

tion (¥) que :

/ﬂo E it il P
o 1+t 2q .

k=0
+00 t2p
/ =
0 1+t

.C.3) Déduire de (INLC.1) et (INL.C.2) que :

En conclure que :

L N
2 si %ﬂm

T (\

Ve E]Oll{l B(ail_a)= Sir\na.

Fa)(1—-a)=

“Partie 1V - L'opérateur d’Abel

Dans toute cette derniere partie, on suppose que & est un nombre réel appartenant
@-’J"intewalle 10,1[.

IVA- .
. i {
IV.A.1) #Etablir que poug toute fonction f de E et pour tout réel x de l'intervalle
f(t)
(x =)

-

p
10,1], la fonction ¢ est intégrable sur l’iAt’ervalle 10, x[.

o

( Filiere MP

IV.A.2) Pour tout élément f de E, on note A, f la fonction définie sur le segment
[0,1] par les formules suivantes :

Auf(x)

_ [T f)
_/o Gone

a) Vérifier que, pour tout f élément de E et tout réel x du segment [0, 1],

[t flt)
| e

b) Montrer que, pour tout élément f de E, la fonctionA, f est une fonction continue
sur le segment [0, 1].

=0 six=0

Axf(x) si0<x <1

Auf(x) = x1

c) Etablir que l'application A, : f + Agf est un endomorphisme continu de I'es-
pace vectoriel normé E et que :

1
1Aalll = sup [14afl] = <
: Ifll<1

_a'

IV.B - On définit la suite (A”),5o par la condition initiale AY = idg (application
identité de E) et, pour tout n > 0, par la relation de récurrence suivante :

Al = A4 0 AR,

IV.B.1) Onposep=1-ua. Al
a) Pour tout entier n 2> 1, pour tout f élément de E et pour tout x du segment [0,1]
établir I'inégalité suivante : !
x"PIr(p))" i
|ARf(x | < If1I- ¢
, SN < T g IV o

o
b) En déduire que, pour tout n > 1, A} est un endomorphisme continude E etque :

il < (2L
YT +np)
IV.B.2)  Pour tout nombre réel positif 7y, montrer que :
)" '
\a n——+oo r(l +np) ' -

On pourra utiliser le résultat de la question préliminaire 1.3.
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IV.B.3) Soient A un nombre complexe non nul et f un élément de E.
+00

a) Prouver que la série de fonctions }: A" A% f converge uniformément sur le seg-
n=0

ment [0, 1].

On note ¢ la somme de cette série de fonctions.

b) Prouver que:
(idg — AAx)g = f.

¢) En déduire que, pour tout nombre complexe A non nul, I'opérateur idg — AAq est
inversible et que :

+-00
(idg —AAq) ' = ) A"AR
n=0

+00 +00
ot ) A" A} désigne l'application f + Y AmAL(f).

n=0 n=0

IV.C - Pour tout entier naturel 1, on note ¢, la fonction monoémiale t — {".
IV.C.1) Soit n un entier naturel.
a) Calculer Agey.

b) En déduire que :
T €ntl <
sinta n+1 Q

(A1—a 0 An)en =

IV.C.2) Ce résultat suggere d'introduire 'opérateur P défini sur E par la formule
suivante :

s Vre[01], Pf(x)=/xf(t)dt.
0 o

Ainsi, avec cette notation, pour tout entier naturel ;-

T
Aj_x0A = Pe,,.
(Ar-a 0 Aulen = G0 Pen
Etablir dtie pour toute fonction polynomiale ¢,
” o %
(A1—a 0 Ad)Y = mpll’- &

e

( Filiere MP
IV.C.3) Formule d'inversion d"Abel.

a) Montrer que I’endomorphisme P est un endomorphisme continu de E tel que :

IP[ll = sup |[Pf]| =1.
liFli<1

b) On pose By = Aj_x© Ay Montrer que :

T
- 2,
sin 7T&

Ba

¢) Soit D l'opérateur qui a toute application continGiment dérivable de [0, 1] dans C
associe sa dérivée.

Montrer que D o B, est bien défini et que :

DoBy = ——idp.
sin 7t
d) En déduire que I'opérateur A, est injectif.
eeeFINeee
-
I
A
= - . g
i
L v
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