@ % @ AGREGATION INTERNE DE MATHEMATIQUES @ % @
Exercices d’Analyse — 10 Décembre 2008.

Exercice 1. Soit A une partie non vide de R. Pour P € R[z] on pose Na(P) = sup,c4 |P(z)].

1) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que N4 soit une norme sur Rlzx].

2) On suppose la condition de 1) réalisée, donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que la
forme linéaire R[z] > P — P(0) soit continue.

Exercice 2. 1) Soit K un compact de RY tel qu’il existe une boule B(0,r) C K, (r > 0) et soit & = {u €
ZRY) : u(K) C K} montrer que & est compact.

2) Montrer que si K C R4~ x {0} alors & n’est pas compact.

3) (le bon énoncé) Montrer que & est compact si et seulement si vect(K) = RY.

Exercice 3. Développer en série de Fourier la fonction 2n-périodique égale a e®®, (a # 0) sur [0, 2n[. En déduire
Y ons1 0/ (a® +n?) et retrouwver Y 1/n* = /6. Enfin montrer que limg oo Y, a/(a* +n?) = 7/2.

Exercice 4. 1) Sur le Q-espace vectoriel Q[v/2] = {a + bv/2, a,b € Q} de dimension finie 2, montrer que les
normes : Ni(a +bv/2) = |a + bV/2| et Na(a+bv/2) = |a] + |b] ne sont pas équivalentes. Commentaire ?

2) Soit E un K-espace vectoriel (K =R ou C). Monntrer que E est de dimension finie, si et seulement si
toutes les normes sur E sont équivalentes (pour Uimplication non classique on pourra, si ’espace n'est pas de
dimension finie commencer par construire une forme linéaire discontinue...).

Exercice 5. Soit f : R — R la fonction paire, 2w-périodique égale & \/x sur [0, ).
1) Y a-t-il dans le cours un théoréme permettant d’affirmer que f est développable en série de Fourier ?
xr

2) Soit G la fonction définie sur R par G(z) = / sin(t?)dt, montrer que pour tout x > 0 G(z) =
0

1-— 2 ¥ 1 — cos(t?
M +/ %()dt. En déduire que la limite liI_P G(x) existe, est finie et strictement positive.
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3) Soit pourn € N, a, = 7/ f(t) cos(nt)dt, a laide de la question précédente montrer que a, = O(n=3/?).
T
4) En déduire que f est développable en série de Fourier.

Exercice 6. ¢°([0,1],R) est munit de la norme de la convergence uniforme ; Uapplication €°([0,1],R) > f
inf,ep0,1] f() est-elle continue ?

Exercice 7. Exmiste-t-il f : [—1,1] — R deux fois continuement dérivable et telle que >, f(1/n) converge
mais Y .o, |f(1/n)| diverge ?

Exercice 8. Soit ¢ : R — R la fonction 1-périodique égale a y(1 — 4y?) sur [—-1/2,1/2] et f(x) =
oo L g(nlz)/(n!)2. Montrer que f est dérivable, f(Q) C Q et f/(Q) C R\ Q.

Exercice 9. Soit f;n€*([0,7]) telle que f(0) = f(m) et [ f'(t)2dt = 1. Montrer qu’il existe une suite réelle
(an)n telle que 32, -, a2 =2/7 et f(x) = > n>1 0n Sin(na)/n.

Exercice 10. On pose pour n € N* et x € R : fp(x) = (—1)"sin(sin(. .. (sin(x))...)), (n itérations du sinus)
1) Montrer que la suite (f,(x)), est alternée puis vérifie les hypothése du « théoréme des séries alternées ».
En déduire la simple convergence sur R de la série )~ fy ; justifier enfin l'uniforme convergence sur R.

2) On va montrer qu’il n’y a pas normale convergence sur R, pour cela on pose a,, = sin(sin(... (sin(1))...)).
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Montrer que pour o € R : agy | — af ST En considérant ), _, (a,€+1 a,”) en déduire un équivalent

de a,, et conclure.

Exercice 11. Soit f € ¢°(R) vérifiant pour tout x € R* : |f(x)| < |z|. Montrer que la suite des itérés
(ff:=fof-- o f), est uniformément convergente vers la fonction nulle sur [—a,a| pour tout a > 0.

Exercice 12. Calculer la somme de la série Y - (—1)"/(2n +1).

Exercice 13. Soit f € €°([0,1],R) telle que f(0) = f(1) = 0; on suppose que f(x + 3/10) # f(x) pour tout
x € [0,7/10], montrer que f admet au moins 7 zéros dans [0, 1].
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Exercice 14. On suppose que le polynéme P(z) = 2" + a2t + - +ap_1x+1, a; >0, i=1...n—1
n‘admet que des racines réelles. Montrer que

1) P(2) > 3™.

2) P(x) > (x+1)", VzeR*.

3ar>(}), k=1...n—1
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