Exercices corrigés
Théoreme de Rolle, accroissements finis

1 Enoncés

Exercice 1 DEMONSTRATION DU THEOREME DES ACCROISSEMENTS FINTS.
Soit f: [a,b] — R, continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[. En appliquant le théoréme de Rolle & la fonction
F: [a,b] — R définie par

P) = fa) - 10D o)
montrer qu’il existe ¢ € ]a, b[ tel que
o - =10

Exercice 2 Soit P la fonction polynomiale définie par P(z) = 3z* — 1123 + 1222 — 42 + 2. Montrer que P’
s’annule au moins une fois sur |0, 1[.

Exercice 3 Soit f: R — R la fonction définie par

sinx + cosx
1+4cos?2z

fz) =

Mountrer que, pour tout a € R, f’ s’annule au moins une fois sur l'intervalle |a, a + 27].

Exercice 4 Soient f,g: [a,b] — R, continues sur [a,b], dérivables sur ]a,b[. On suppose que f(a) # f(b) et
g(a) # g(b). Montrer qu'il existe ¢ € ]a, b[ tel que

O 10
Fla)— F®) ~ gla) - 900

On considérera pour cela la fonction F définie sur [a,b] par F(z) = [f(a) — f(b)]g(z) — [g(a) — g(b)] f(z).

Exercice 5 Soient p et ¢ deux réels et n un entier naturel supérieur ou égal & 2. Montrer que la fonction
polynoémiale P définie par P(z) = 2™ + px + ¢ admet au plus trois racines réelles si n est impair et au plus deux
racines réelles si n est pair.

Exercice 6 En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction Arctg, montrer que

t

Exercice 7 Soit f: R* — R la fonction définie par f(x) = exp(1/z). Montrer que, pour tout & > 0, il existe
¢ €lx,x + 1] tel que

1 1

fla) = fe+ 1) = e ().

Cc

1 1
lim 22 (exp () — exp < >) .
T—00 T z+1

Déterminer




Exercice 8 Soit f: [a,b] — R, continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[. En utilisant la fonction g := In f,
montrer qu’il existe ¢ € |a, b tel que
b I
10 _ o [10 )

fla) f(e)

Exercice 9 Soit P la fonction polynomiale réelle définie par

P(z)=ap+ a1z + -+ apz".

On suppose que les coefficients de P satisfont la relation

aq Ay
— DY :0
a0+2+ +’I7,—|—1

En considérant une primitive de P, montrer que P admet au moins une racine dans I'intervalle |0, 1].

Exercice 10 (a) A l'aide du théoréme des accroissements finis, montrer que
1 1
V>0, —— <ln(z+1)—-lnz<—.
r+1 T

b) En déduire que les fonctions f et g définies sur R* par
( q g P

1 x 1 x+1
=14 - t =114+ -
r@=(1+3) e g = (1+1)
sont monotones.

(¢) Déterminer les limites en l'infini de In f et In g, puis de f et g.

Exercice 11 DEMONSTRATION DE LA FORMULE DE LEIBNIZ.
Montrer que, si f et g sont deux fonctions N fois dérivables (ot N € N*), alors fg est au moins N fois dérivable
et, pour tout n < N,

(F)™ =) _Crf®gnh.

k=1

Exercice 12 En utilisant la formule de Leibniz, calculer la dérivée d’ordre n de la fonction f définie sur RY
par f(z) = 2% Inx.

2 Solutions
SOLUTION DE L’EXERCICE 1. La fonction F' est continue sur [a, ] et dérivable sur ]a, b[, de dérivée

b) — f(a)

FI — ! _ f( .

(@)= )~ 1O

De plus, F(a) = F(b) = f(a). Le théoreme de Rolle implique alors l'existence d’un réel ¢ € ]a,b[ tel que
F'(c) =0, c’est-a-dire,

SOLUTION DE L’EXERCICE 2.
La fonction P est évidemment continue sur [0,1] et dérivable sur ]0, 1[. De plus, P(0) = P(1) = 2. D’apreés le
théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € ]0, 1] tel que

P) - P(0)

/ = - =
P'(c) = 10 0.



SOLUTION DE L’EXERCICE 3.
La fonction f est 2m-périodique et dérivable sur R. Pour tout a € R, f(a) = f(a + 27) et le théoréeme de Rolle
montre l'existence d’un réel ¢ € |a,a + 27 tel que f'(c) = 0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 4.
La Fonction F est sur [a, ] et dérivable sur ]a, b[, de dérivée

F'(z) = [f(a) = f(0)]g'(x) — [g(a) — g(b)] ().
De plus, on vérifie facilement que F(a) = f(a)g(b) — f(b)g(a) = F(b). On peut donc appliquer le théoréme de
Rolle : il existe un réel ¢ € Ja, b tel que F'(c) = 0, c’est-a-dire, tel que

ffld gl

fla) = f(b)  gla) —g(b)

SOLUTION DE L’EXERCICE 5.
Ona P'(z) = nz" ' +pet P’(x) = n(n—1)2" 2. En particulier, on voit que P” admet exactement une racine,
a savoir x = 0.
Commengons par le cas ou n est impair. Supposons, en vue d’obtenir une contradiction, que P admette quatre
racines distinctes a < b < ¢ < d. La fonction P est évidemment continue sur [a,b], dérivable sur |a, b[ et telle
que P(a) = P(b). Le théoreme de Rolle implique alors l'existence de ay € |a, b tel que P’(a;) = 0. Le méme
raisonnement sur les intervalles [b, ¢] et [c,d] montre I'existence de by € ]b,c[ et ¢; € Je,d[ tel que P'(by) = 0
et P'(¢1) = 0. Donc P’ admet trois racines distinctes a; < b; < ¢1. Le méme raisonnement montre alors aussi
que P” admet deux racines as € ]aj,bi[ et by € by, cy[. Ces racines étant nécessairement distinctes, il y a
contradiction avec le fait que P admet pour unique racine x = 0. Il s’ensuit que P admet au plus trois racines
réelles distinctes.
Traitons maintenant le cas ou n est pair. Supposons, en vue d’obtenir une contradiction, que P admette trois
racines distinctes a < b < c¢. Comme précédemment, on déduit 'existence de deux racines de P’ distinctes
ai; € la,bl et by € ]b, [, puis 'existence d’une racine az € ]by,c1[. Or on a vu que P’ admet 0 pour unique
racine, de sorte que as = 0 et que a; < 0 < by. Mais puisque P'(x) = na""! + p, les racines de P’ satisfont
I’équation

n—1 p

"=
n

et puisque n est impair, les racines sont toutes du signe de —p/n. On ne peut donc avoir a; < 0 < by. Il s’ensuit
que P admet au plus deux racines réelles distinctes.

SOLUTION DE L’EXERCICE 6.
Le théoréme des accroissements finis, appliqué a la fonction Arctg sur I'intervalle [0,¢] (ol ¢ est quelconque dans
R? ), implique I'existence de ¢ € ]0,t[ tel que

1 Arctgt — Arctg0  Arctgt
1+¢ t—0 St

Puisque la fonction ¢ — 1/(1 + t?) est strictement décroissante sur R, on en déduit immédiatement que

Arctgt 1
> T2
t 14 ¢2

puis I'inégalité demandée.

SOLUTION DE L’EXERCICE 7.
La dérivée de f est donnée sur R* par

Le théoréeme des accroissements finis montre que, pour tout « > 0, il existe ¢ € Jz,z + 1] tel que f/'(c) =

fl@+1) = f(x), c’est-a-dire,
1 1\ 1 1
aop| )= exp | — ).




On vérifie facilement que la fonction ¢ — t=2exp(1/t) est strictement décroissante sur Ry . On en déduit les

inégalités
1 1 1 1 1 1
7(30—}—1)2 exp 7x+1 < C—Qexp - < ﬁexp 2 )
puis les inégalités

z? 1 <x2 1 9 1 1 - 1
X —expl-)= xp (=) —exp| —— xp (=) .
(x+1)2ep x+1 2 PP AP L P Pz

Les fonctions apparaissant aux extrémités tendent toutes deux vers 1 lorsque x — oo, et le théoreme des
gendarmes montre alors que
lim z? = ! 1
m x X - — eX — = 1.
T—00 P x P r+1
SOLUTION DE L’EXERCICE 8.

En appliquant les théorémes de composition, on vérifie facilement que la fonction g est continue sur [a,b] et
dérivable sur ]a, b[. D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ € |a, b| tel que

oy 9(b) —g(a)
Q(C)—ﬁ-

Puisque g(z) = In f(x) on obtient :

f'(e) _ Inf(b) —Inf(a)
fe) b—a ’

fio = 750 )]

SOLUTION DE L’EXERCICE 9. Les primitives de P sont les fonctions polyndmiales de la forme

c’est-a-dire,

<

—
)

~

- Q2 g 9 el
Q(z) =a+apz+ 5% + +n+1x ,

avec a € R quelconque. On remarque que Q(0) = Q(1) = . Le théoréme de Rolle implique alors I'existence de
c €10,1] tel que Q'(¢) = P(¢) =0.

SOLUTION DE L’EXERCICE 10.
(a) Appliquons le théoréme des accroissements finis & la fonction (z — Inz), sur Vintervalle [z, z + 1] : il existe
¢ €z, x + 1] tel que

1 In(z+1)—Inz
= =1 1) —Inz.
p @+l -z n(z+1)—Inz

L’encadrement demandé provient du fait que
1 :| 1 1 [
—e|— .
c r+1"x
Remarquons que cet encadrement peut aussi s’écrire
1 1 1
Ve>0, ——<In{l+-)<-. 1
z+1 ( * x) T (1)
(b) Montrer que f est monotone équivaut & montrer que In f est monotone. Or

2 @) (1)
@) =28 (14 ) - L




La premiere inégalité dans (1) montre alors que (In f)’(z) > 0 pour tout x > 0, donc que In f est strictement
croissante sur R7 . De méme, on vérifie facilement que

(Ing)(z) = gg'((;”)) =In (1 + ;) L

La deuxiéme inégalité dans (1) montre alors que (In g)’(x) < 0 pour tout x > 0, donc que In g est strictement
décroissante sur R .
(¢) En multipliant la double inégalité (1) par x, puis par = + 1 on obtient :

1 1 1
Yz > 0, x<xln<1—|—> <1<(m+1)ln(1+><x+ .
r+1 T x T

A Taide du théoreme des gendarmes, on en déduit que

lim (In f)(z) = lim (Ing)(x) =1,
puis que
lim f(z) = lim g(z) =e.
Tr—00 T—00
SOLUTION DE L’EXERCICE 11.
On considere la propriété

n
(2,)  fg est au moins n fois dérivable et (fg)™ = Z op fk) g(n=k),
k=0
Nous allons montrer que, si (Z2,,) est satisfaite pour n < N, alors (,,41) est satisfaite. Il s’agit d’une récurrence
finie, c’est-a-dire d’une récurrence qui s’interrompt apreés un nombre fini d’incrémentations de n.
On vérifie aisément que () et (£71) sont satisfaites. Supposons que (£7,) soit satisfaite pour n < N. La
fonction (fg)™ est dérivable, puisque chaque fonction f*) g("=*) est dérivable, de dérivée

(R gy = pltD gk 4 () fort1=F)

Donc fg est au moins n + 1 fois dérivable, et 'on a

(fg)(n+1) — ch(f(k)g(n—k))’

k=0

= Z Cgf(k-Fl)g(n—k) + Z C]?f(k)g(nﬂ—k)
k=0 k=0
n+1 n

_ Z Cf;czilf(/c)g(’rﬂrlfk:) + Z C;sz(k)g(n+1fk)
k=1 k=0

On a obtenue une somme de termes de la forme ay f(%) g("+1=F) on
ap=Cl=1=C" anu=0Cr=1=Crtl, et Vke{l,...,n}, ax =Cp +Cp_y =C}!
d’apres la propriété foncdamentale du triangle de Pascal. Il s’ensuit que

n+1

(fg)("+1) — Z C£+1f(k)g(n+1—k)7
k=0

qui est la formule de Leibniz a 'ordre n + 1. On remarque que, par commutativité du produit, on a aussi la
formule

(f9) = (g))™ =" Crg®) fin=h.
k=0



SOLUTION DE L’EXERCICE 12.
Calculons, en vue d’appliquer la formule de Leibniz, les dérivées successives des fonctions u et v définies par

uw(z) =2* et wv(r)=Inz.

On a v/ (z) = 2z, u"(x) = 2, puis u¥) = 0 pour tout & > 3. On a aussi, pour tout n > 1, v((z) =
(=1)"~1(n — 1)!2=™ (on pourra montrer ceci par rcurrence). D’apres la formule de Leibniz, on a

1
f(z)=CY 2; +Ci2xInz =2+ 2zlnz,

1 1
f(x) = C2? (_:172> + 02125(:; +C22Inz =2Inx + 3,

puis, pour n > 3,

fM@) = ClP((-)" ' (n— D) + Cp2z((—1)" 2 (n — 2)la™ ") + CR2((—1)" P (n — 3)la™"+?)
= (=1)" Y — 1)l 4 2n(—1)" " 2(n — 2z "2 2@(-1%3@ —3)lg 2
= %((n—l)!—2n(n—2)!—|—n(n—1)(n—3)!)
—1)»1(n —1)! n n
- ( )x”EQ : (1_n1+n2)
(=) (- 1) 2
N an—2 (n—1)(n-2)
o 2(=1)" Y (n —3)!
- xn72 :



