Agrégation interne de mathématiques — petits exercices électroniques
“* mai 2008 %@

Exercice 1 : Dans un espace Euclidien E on considére un endomorphisme u de
trace nulle.

a) Montrer qu’il existe © € E'\ {Og} tel que (u(x),x) = 0.

b) Montrer qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle les éléments dia-
gonaux de la matrice de u sont nuls.

Exercice 2 : Soient C, D, X,Y € M, (C). on se propose de démontrer que CX =
X C implique

C Y
det <X D):det(CD—XY).

a) On suppose que C € GL,(C), montrer que

C Y I, O cCY
e (X D):det (—Xc—l In> (X D)
et conclure.

b) Traiter le cas général (i.e. C € M, (C)).

Exercice 3 : Montrer que pour tout n € N* :
1< /n) " n+1 ==
- E > )
n k 2
k=0

Exercice 4 : Un ver de terre a faim, il s’introduit dans une pomme (de forme
sphérique) de 51lmm de rayon en un point A il en ressort plus tard en un point
B, rassasié en ayant parcouru dans la pomme un chemin de 10lmm. Montrer qu’il
est alors toujours possible de couper la pomme en deux demi-hémisphéres ou I'un
d’entre-eux n’a pas été souillé par le ver.

Exercice 5 : Soient f,g € €°([0,1]) telles que fol f(®)g(t)dt = 0, montrer que

/01 fz(t)dt/ol g (t)dt > 4 (/01 f(t)dt/ol g(t)dt>2
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