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Corrigé

Stabilité d'un polynome trigonométrique

I Stabilité d’un polyndéme trigonométrique

1. Pour tout ¢ de E on note :

oo
lell= > leal €RY

n=—oo

o |lc]|=0&VneZ,c,=0&c=0
K
e Vec EIK €N, Ic_g,...,cx) € C*FT tels que c(x) = Z cpek?
k=K

K
Ve € EYA € C on a une écriture du type Ac(z) = Z et
k=—K

Vee EVA € C, dK € N tel que
K K
Il = D el = A D fexl = [ALlel]
k=—K k=—K
o V(ci,co) € E? en prenant K € N, K > max(degci,degcy) on peut

K K
écrire : ¢1(x) = Z c1n€™, co(z) = Z Co e
n=—K n=—K

K K K
ller + | = Z |1 + Con| < Z |c1n] + Z |can| = [le1]] + [[e2]]
n=—K n=—K n=—K

™

K T
2. Soit c € E et K =degc. Pour p € Z, / c(t)e Ptdt = Z / cre' PPt
- k=—K"Y T

™ irt T 1) — (=1)" a
Mais Vr € Z*,/ etdt = {6_ } = (=1 : (=1 =0.
- ir | ir
Donc si p € {—deg(c), ...,deg(c)} :

1 ™

) 1 &
e c(x)e Pdx = gy /7T cp,edt = c,.

3. Pour tout c de FE, il existe K € N et des complexes c_g, ..., cx tels que

K
clx) = Z cpe™, pour tout x réel. Donc : Vo € R :
n=—K

K K
le@)| < Y lene™ [ = D Jeal = Iel]
n=—K n=—K

c est bornée sur R et ||c||o = sup|c| < ||¢]]
R
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En prenant ¢ non nul et K = degc et en utilisant la question précédente :

1 T - 1 [ ,
/ c(x)e Prdx| < —/ le(x)]|e”"P*|dt
2m

Vp € Z avec |p| < K, |¢,| =5
(L —m

1 [" 1 ["
ol <52 [ (supleto ) x 1o = 5 [ e = [l
K

Finalement : ||c[| = ) |cp| < (2K + 1)[|c]|o et
p=—K

sup [c(z)] < [[c]| < (2degc+ 1) sup |c(z)]
zeR z€R

Définition 2 On dira que le polynéme trigonométrique c est stable lorsque la suite
||c*|| des normes de ses puissances successives est bornée quand k décrit N.

4. Supposons qu’il existe zg € R tel que |c(xo)| = My > 1.

Vk € N, M§ = |c(mo)[* < sup |* ()] <[]
xTe

Comme M, > 1,par minoration, lim Mg = lim ||c¥||+o00. ¢ n’est pas stable.
k=400 k=400

IT Un polyndme trigonométrique particulier

(67

€)0,1], a(z) = a*cosx —iasinz + 1 — o

k
Pour tout entier k > 2, a"(z) = Z ap ™

n=—=k

5. Vo € R,

la(x)]? = (a%(cosz — 1)+ 1)* 4+ a?sin’z
— (a?(—2sin® £) + 1)2—|—oz2 sin? &
4ot sin® 2 — 402 sin? Z+1+40? sin?

= 4o’ sin? % — 402 sin? % + 1+ 4a?2sin? % cos? g
40 sin? % + 1+ 4a2sin? % (COS2 % — 1)

= 1—4(a?—a")sin’ £

On a a(0) = 1 et comme o*(1 — a?) > 0, |a(z)| < 1 pour tout x €]0, 7].

1
6. Comme sinz =g z + o(x), [a(z)]* =1 -4 (a® — a?) <—> + o(z?).

Mais In(1 + X) =9 X + o(X) donc :

9(2) = In (ja(@)]?) = =" + o(a?)
o T@) _ —asme o (o= oY)
" R(a(z)) 1-a?(l—cosx) 1 — 2a2sin? 5
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Z(a(z)) -« <x - %3 + 0(%4)> B —Q (:c — o(z ))

R(a(z)) 19242 (% _ i_; N 0(x4))2 1— a2a) +a2z + o(z4)

() —0v(1-% +ol) .

Ra@)  1-a2Z 1 o(29) ——ozx(l—g—l—o )(1+a—+o( )>
Z(a(x))

Rla@) = " (1 +<% ) é) o 0(‘”3)) _oet (% - %) @+ ofa’)

Comme, au voisinage de 0, arctan(X) = X — 5 + o(X*), par composition :

arctan ( 7§<(<(>)>)) R (% . aj) oy O M

2
h(z) = arctan ( g(‘;((?)))) — —ar+ (O‘ > T L o)
)

> ( et, si dans ce voisinage on

7. lim a(z) = 1. Dans un voisinage de 0, R(a(x

z—0
note 0(x) I'élément de | — /2, 7/2[ tel que a(z

an(o(a)) — L0 Z(af

= la (37)‘6 ), on a:
et donc 6(z) = arctan R(a(jc)))))

Ra(x))
Au voisinage de 0, on peut écrire :
a(z) = |a(z)|e?®@ = ¢ 45 gih(@) puis en remplagant
_ .3 2 _ 4
a(r) = exp (—iozx—}—ia 606 o 3 e +0(x4)) .

Il existe donc trois réels a, 5 et v strictement positifs et une fonction
e : [=m ] — C, tendant vers 0 quand = tend vers 0 tels que l'on ait, pour tout z
dans un voisinage de 0,
a(z) = exp (—iax +ifz* — ya' (14 e(z)))

On admet que la fonction ¢ est définie et de classe C! sur [—m, w]. Dans la suite, on
posera

d(z) = exp (—iax + if2°) et b(z) = exp (—yz* (1 +e(2))) ,
de sorte que a(x) = d(z)b(x) et |a(x)| = |b(x)]|.

IIT Majoration des coefficients de a”

Soit [r,s] C R avec r < s. f est C? de R dans R et vérifie :
Vte[rs], [f'(t)] = K <0et f7(t) 20

s | (J{:;l(f))ydt:[fjé)}r 7T

Par suite :

f7(t) 1 1 2
[ (e >>2dt’ STPE T IE S K
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/ g (0 cos f(0) i = {f,i(t)smf(t)}i—[ (ﬁ) sin f(£)dt

_sin f(s) _ sin f(r) N sin
[ cos oyt = SIS S [ (L ) sin o

/rscosf“)dtlgwiﬂ |f1>\ /s(%)smmdt"
smf(t)'dt

[

. |f 2 2 4
x 1 < — _— = —
/rcosf ’ / dt_K+K K

en utilisant la question 8. et le fait que f” 2 0.

Dans les questions 10 & 12, [u, v] désigne un segment de longueur non nulle de
R, et f une fonction de classe C* sur [u,v] & valeurs réelles. On suppose cette
fois que f”(t) > M > 0 pour tout ¢ appartenant a [u, v].

On suppose que f'(u) > 0. Soit t € [u+2/v/M,v] : f / [z

u 2/\/_
Comme f'(u) >0, f'(¢ f” Ydx = : 7 (z)dx+ 7 (x)dx.
u u+2/\/7

u+2/\/_ 9
Comme f”(z) > M >0, f’(t)Z/u Md:p:M\/—M:%/M.

Sur lintervalle [u + 2v/ M, v] on peut appliquer le résultat de la question 9.

4 2
avec K = +/2M. D’out / cosftdt'g—:—
u+2/vVM (> 2\/M \/M

u+2/vV'M u+2/v'M u+2/vV'M 9
cos f(t)dt| < cos f(t)|dt < dt = —
/ roa < [ jeossolans [ =

De plus

Par suite :

/uv cos f(t)dt' < \/%

Remarque : si u + 2/ M > v, il n’est pas nécessaire de couper l'intervalle en
deux et le majorant est \/LM < \/LM'

On admettra que le résultat est identique lorsque f'(v) < 0.

On suppose que f'(u)f(v) < 0. Comme f” > 0 sur [u,v], f est strictement
croissante, continue (f est ¢?), sur [u,v]. Elle réalise une bijection de [u,v] dans
J = f'(Ju,v]). Comme f'(u) < 0et f'(v) > 0, 'intervalle image contient 0. Du
fait de la bijection, il existe un unique réel w de Ju,v[ tel que f'(w) = 0.
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On peut alors appliquer le résultat de la question 11. sur chacun des segments

[u, w] et [w,v] et :
/v cos f(t)dt’ :

w

/uv cosf(t)dt' -

/uw cos f(t)dt + /U cos f(t)dt' <

w

/w cos f(t)dt’—l—

v 4 4 8
/ucosf(t)dt§m+m:m.

Ce dernier majorant est donc valable dans tous les cas de figure.

Dans les questions 13 et 14 , ¢ désigne un nombre réel, k£ un entier naturel et
Ji¢ la fonction définie par

Jpc(z) = /Ox cos (Ct + kBt%) dt,

ou (3 est le nombre réel non nul défini aprés la question 7.

13. Soit x € [k~'/3, x]. Prenons f(x) = Cx + kB23, f est ¢ et [ (z) = 6kfz.
Sur [k=V3, 7], f7(z) > 6kBE~'/3 > 0. On peut appliquer le résultat de la
question 12.

8 8k—1/3
< = .
T V6BKY3 V6P

/90 cos (Ct + kﬁt3) dt'
k

—1/3

14. Siz € [0,k71/3]
/ cos (Ct + kpBt®) dt g/ |cos(Ct + kBt%)| dt g/ dt <z < k'3
0 0 0

Size [k V3 n]:

/w cos (Ct + kﬁt3) dt| <
0

k—1/3

/ cos (Ct + kﬁtB) dt|+
0

/x cos (Ct + kﬁtB) dt
k

—1/3

8k—1/3
V60

8
En prenant C; = 1+ — > 0, on a pour tout z € [0, 7] :

V653
| Tpe(z)] < Cik™/3

/ cos (Ct + kﬁt3) dt| < k=13 +
0

On admet que 'on peut démontrer de la méme maniére qu’il existe une constante
(5, indépendante de k et (, telle que pour tout z de [0, 7] on ait la relation suivante :

/m sin (Ct + kpBt%) dt| < Cok /3 (1)
0
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15. On sait que b(z) = exp (—yz*(1 + £(z))), € fonction ¢! de limite 0 en 0.
v > 0 donc |b(z)| = exp (—vyz*) ’exp (—ve(z)z?) ’
Pour tout z de C, |e?| < el*! donc [b(z)| < e e @,

1
Comme lin% le(x)] = 0 il existe 7 > 0 tel que, si x € [0,7], |e(z)] < 3
Pour z € [0,7], |b(z)| < e 2%
Sur [r, 7], |b(x)| = |a(z)| < 1. Par continuité, I'image du segment [r, 7] par |b|
est un segment [my, mso| avec 0 < my < 1.
—1
Soit ¢; = 22 0. Pour tout  de [r, 7]

4
|b(x)| S me = 6701774 S 67011'4

Soit A = min (l,cl) < 0. En utilisant les deux inégalités précédentes et la

parité de la fonction |a| = |b] on a, pour tout = de [—7, 7] :
b(z)| < exp(—Aa?).

16. b(z) = exp (—yz* (1 +¢e(x))); b b(z) (—4y2*(1 + e(x)) — ya'e' (x)).
()] <1 x [2°] (4y(1 + [e(x )\) +’Y|37H5( )D)-
Par hypotheése la fonction = — (4y(1 + |e(x)|) + v|z||e’(x)]) est continue, donc
bornée sur [—m, 7. Il existe une constante C3 > 0 telle Vx € [, 7] :

V()] < Csfa?).

17. k ¢ N*

™

/ ' Tt (@) (0()) dz = [T apn(@) (0(2))"]" ~ / kT aktn () (0(2))* 1V () d

—T —T

En utilisant les majorations obtenues dans les questions précédentes :

™ k—1
<201k % 1+k01k1/3/ (e*M‘*) Cyla®|dx

—T

’/_ Tt agosn (@) (b(2))Fd

[ Srasenlaoto)fas| < 20 s 20, Cu [0

™ “Ak—1)7* _ 1 1 1
A=ty gy — < < ik > 2
/0 ¢ oo k-1 — k-1 -2k "7

D’ou une constante Cy > 0 telle que pour tout entier non nul £ et pour tout
entier relatif n , on ait 'inégalité :

’/ Thakn () (b())
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Comme J; (x) = cos(¢z + k32®) on a montré que

'/ﬂ cos((ak +n)z + kBa®) (z) (b(z))*dx| < Cuk™1/3.

Méme résultat avec —a — kn car ¢ n’intervient pas.

On démontrerait un résultat identique avec

/ﬂ sin((—ak — n)z + kB23)(x)(b(z))*dx

—T

1 (" 4 1 [ 4
18. - k —inz - k k —inz
8. an o _ﬂ(a(x)) e ""dx o | d(x)"b(z) e " dx

1 " —kox T°—nT

Ak n = % B €Z( kawtkfz® )b(:p)kdx.
1 [" 1 (7

Gpn = o | cos (—kaz + kfz® — nx) b(x)kdx—l—2— / sin (—kax + kBz® — nx) b(z)"dx
TJ x TJ s

On retrouve les expressions précédentes et :
|ak:,n| S CSk_1/3

avec C'5 > 0 indépendante de k et n .

On admet désormais l'existence d’une constante Cg > 0 telle que, pour tout
entier k£ non nul,

/ la(z)|*dx > Cek™4.

—T

19. La relation de Parseval appliquée a a* donne :

k
1 4 _
3 [ la@F = 3 fonal 2 Cal
n=—=k
. |a'/§n|2 |akn|2
S 0 al = d 2
iag, # 0 alors |ag,,| x| = Cok 173

La minoration reste vraie si a, = 0 donc :

k - |aknl” 06](1 & 1/12
||a”|| = Z |agn| = Z Ok~ 1/3 = Cok-1/3 = Crk
n=—k

Avec C7 = Cg/C5 > 0. On a bien, pour tout entier k :
||ak|| Z 071{31/12.

La fonction a n’est pas stable!

Fin du corrigé
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