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Résumé
Nous donnons des constantes dans 'inégalité de concentration a gauche
de Talagrand pour les processus empiriques indexés par des classes de
fonctions, en partant de la méthode de Herbst. Le point nouveau est que
la constante du facteur variance est exacte, ce qui répond & une conjecture
de Massart.

Abstract
We give new constants in Talagrand’s left concentration inequality for
maxima of empirical processes. Our approach is based on the Herbst
method. The improvement we get concerns the constant in the variance
factor, which is the one conjectured by Massart.

1 Introduction

Soit X7, X5, ... une suite de variables aléatoires indépendantes de loi com-
mune P & valeur dans X espace polonais muni de sa tribu borélienne. Soit F une
famille dénombrable de fonctions mesurables de X dans R, de carré intégrable
sous P. On pose

Sn(f) = f(X2) + ...+ f(Xn). (1)

Nous regardons les propriétés de concentration de la variable aléatoire Z =
sup{Sp(f) : f € F} autour de sa moyenne. Ce probléme a été étudié dans une
série de travaux successifs, en particulier par Talagrand [6] au moyen d’inégalités
isopérimétriques pour les mesures produits. Il a obtenu une inégalité de type
Bennett pour la déviation de Z par rapport & sa moyenne. Ensuite Ledoux [2] a
montré que ces inégalités pouvaient aussi étre obtenues a partir d’inégalités de
type log-Sobolev pour les mesures produit. Cette technique permet de majorer
la transformée de Laplace de Z. Massart [3] a clairement montré 'intérét des
méthodes entropiques (ou log-Sobolev) pour le calcul des constantes dans les
inégalités de Talagrand, enfin Rio [5] a obtenu une inégalité de concentration
a droite de type Bernstein avec un facteur variance asymptotiquement exact.
Nous allons montrer dans cette note un analogue de I’inégalité de Rio [5] pour la
concentration de Z & gauche de sa moyenne. Bousquet [1] a amélioré la fonction
de taux, et a obtenu une inégalité de Bennett.



2 Reésultat

Théoréme 1 Soit F classe dénombrable de fonctions de X dans ] — oo,1],
mesurables, de carré intégrable et d’espérance nulle sous P. Soit o2 telle que
% > P(f?) pour toute f dans F.

o Si les fonctions de F sont d valeurs dans [—1,1] alors pour tout > 0,

P(Z < E(Z)—z) <exp (- %h(i—f)), 2)

avec v, =no? +2E(Z) et h(z) = (1 + z)log(l + z) — .
o Si pour tout f € F, et tout p > 2, | E(fP(X3)) |< # alors

Vvt € [0,1] L(t) < —te 'E(Z) + "Tazﬁ(ll%tm 3)

et par conséquent pour tout x positif,

9 v(u — v)
P(Z<B(Z)—o) Sexp (- (@—0?(1-2222)), (&)

ot L(t) est la log-Laplace de —Z, u = \/x + v, /2, v = \/v,, /2.

Remarque 1 La fonction de tauz de vnt>(2(1 —t))~! est (u — v)?%, et nous
avons en plus une correction multiplicative comprise entre 1/2 et 1 tendant vers
1 quand zv,' tend vers 0. Asymptotiquement on retrouve donc la fonction de
taux des inégalités gaussiennes.

3 Preuve

3.1 Lemme préparatoire
Nous rappelons ici le Lemme 2.1 de Rio[5] (voir aussi Massart [3], lemme 8).

Lemme 1 Soient (X1,...,X,) des variables aléatoires indépendantes a valeurs
dans un espace polonais X. Soit FF¥ la tribu engendrée par (Xi)izk. Posons
o(x) = xlog(x) — x + 1. Soit h une variable aléatoire fonction mesyrable de
(X1,...,Xn), strictement positive et intégrable. alors, pour toute famille (hy)
de variables aléatoires réelles strictement positives et intégrables, respectivement
FE-mesurables,

n

E(hlogh) — E(h)log E(h) < Y E(hx¢(h/hx)). (5)
k=1



3.2 Preuve

Comme dans Rio [5] on peut supposer que F est finie et procéder en-
suite par passage a la limite. On définit F* la tribu engendrée par (X;);z,
Zy, = sup{Sk(f) : f € F}. Puisque F est finie, on peut opérer une sélection
Fk—mesurable d’une fonction fy, telle que Z, = S¥(f), Z;, = Sy(f). On définit
(@) =1— (14 2)e ®, g = fr(Xk). Soit t > 0, en appliquant (5) & h = e~ %
et hy, = e~*%*_ on obtient I'inégalité suivante pour la transformée de Laplace F

de — 7
tF'(t) — F(t)log F(t) < > E(e™"*¢(t(Z — Z))).
k=1

On note alors que

2

1-1¢

1—t+tx
1-t¢

Y(tz) = e ' 4+ (1 —et7(

si q(t) = #2/(1 — t). Par conséquent (6) s’écrit encore

n

)) = q(t)ze * + r(t, ),

(6)

(7)

tF'(t) — F(t)log F(t) Z e — £ (2 - Z1)) + S E(e™7r(t, 2 — Z1)),

Comme Y, (Z — Z) < Z et q(t) > 0, on en déduit que

tF'(t) — F(t)log F(t) < —q(t)F'(t) + i E (e—tzkr(t, 7Z — Zk)> i

k=1

Puisque

la fonction r(t,z) est décroissante en x pour 0 <t < let z < 1.

Puisque n = fx(Xk) < (Z — Z) <1 et r est décroissante en z,

(8)

1 n
_ _ ry_t —tZ (1 _ 4 _ o—tme (1 _
FlogF < —q(t)F' + 1% kE_1E<e (1 t—e (1 t+tnk))>. 9)

Posons Sy, = 1 —t — e~ (1 — t + tn). L’équation (9) devient alors pour

0<t<1,

tF'(t) — (1 — t)F(t)log F(t) <ZE( ~tZe Bk (S, ))

k=1

ot EF est I'espérance conditionnelle par rapport a F~.

(10)



e Sous la premiére hypothése : montrons & I'aide d’un développement
en série entiere de Si que :

Sk < —tPn +mp(ef =1 —t+17). (11)
Preuve de (11).

On pose pour la preuve z = ;. On a alors, pour t € [0, 1],
Sp=(1—t)— (1—t+tz)(1 -tz +£°2%/2) — (1 —1) Y _(-1)7a?t! /5!
j=3

+oo
—tx Z(—l)jxjtj/j! ,
7j=3
2 +oo
= 22 + t222/2 + t3%(1 — o) + (1 )22 Y (~1)F i 24 /)
j=3

+oo
+tz? Y (—1)7 i /g
j=3

Comme z est dans [—1,1], on a la majoration suivante :

t_ ,—t t2
Sk < —t2x + 222 /2 + 32 + (1 — t)ﬁ(% —t) +ta’(e! —1—t -3,
2 1+t 1—t
< 2 2(— ¥ t———t—).
< x+x 2+2 +e'( 5 )—e ¥ 5 )

Notons maintenant

2 3 —
B(t,z) = —t2x +a:2(et ~1 —t+t3),
7(t7 SL') = B(t,iﬂ) - Oé(t, .CE),

et montrons que v > 0. On remarque que le signe de « est le méme que celui de

t
a(t,z) = —t?z + :1:2(

St)=et(l—t)+et(1—t) =2+ 2t + 13—t

comme §(0) = 0, §'(t)et = —te™2t + (2 + 3t2 — 2t)e! + (t — 2), §'(0) = 0 et
8'(1) > 0 et comme la fonction de g(y) = —ty? + (2 — 2t + 3t*)y + (t — 2) est
concave on en déduit que § est positive, ce qui acheéve la preuve de (11).

Par (2.4) dans Rio [5] on sait que E¥(ny) = 0 et EX(n?) < 0. On en déduit la
majoration suivante :

EF(Sk) < o?(ef —1—t+#7). (12)



En remarquant que e~ %%* < et E~tZ  on obtient I'inéquation différentielle sui-
vante valable pour tout 0 <t <1 :

tL'(t) — (1 —t)L(t) < neto?(et =1 —t +t°). (13)
Montrons maintenant que la fonction
1 —4¢
G(t) =no® "= _te"'E(2) (14)

16
est une sursolution de (13) sur [0,1]. Soit

)
f) =1G'(t) — (1 - 1)G(t)

n02

== (4t(e4t —1) (1 —t)(et—1— 4t)).

Il s’agit donc de montrer que, pour tout ¢ dans [0, 1]
f(t) > no’et(e! =1 -t +¢%). (15)
Cela revient & montrer que , pour tout ¢ dans [0, 1]
D(t) = e (5t —1) + 1 —t — 4t% — 16e* + 16e*(1 +t — t°) > 0.

Nous avons les formules suivantes pour les dérivées de D.

D' =e*(2t +1) — 1 — 8t — 32 + 16€*(2 + t — 3t2 — %),
D) =8¢* (10t + 3) — 8 — 64€2! + 16€*(3 — 5t — 6> — t°),
D®) =16e* (5t + 11) — 128e>* — 16€!(2 + 17t — 9t2 — t°).

Montrons que D) > 0. Soit

(3)
R =",

R(t) =e* (11 + 5t) — 8¢* — (2 + 17t — 9t2 — t7),
R'(t) =e3*(38 4+ 15¢t) — 8! — (17 — 18t — 3t%) > 0.

Donc R est croissante sur [0, 1] . Or R(0) = 1 donc R(t) > O sur [0,1[et D®) >0
sur [0, 1[. On en déduit alors facilement que D(t) > 0. Ce qui entraine que G(t)
est une sursolution de (13).
Comme de plus G(0) = L(0) et G'(0) = L'(0), on en déduit que pour tout
t€[0,1[ on a

L(t) < G(¢). (16)

Comme sur [0,1[ on a t(1 — e~ %) < 26“_17(15_“, on en déduit que pour ¢ € [0,1] :

et —1—4¢
ol )

P(Z < E(Z) - 1) <exp (vn =

(17)



Preuve de (2) pour z < v,(e* —1)/4.

y . et _1_4¢ e e g ;.
L’expression exp Un=—=5— — lx) est optimisee pour Iy vérifiant

Un
En réinjectant t9 dans (17) on obtient (2).
Preuve de (2) pour z > v,(e* — 1)/4.
Pour obtenir (2) quand z > v, (e* —1)/4 il suffit de remarquer que pour tout
fe€Fona
P(Z < E(Z) — z) < P(Sn(f) < E(Z) — ), (18)

et que le membre de droite de (18) peut étre majoré d’apres I'inégalité de Ben-
nett classique, par

~ L (z—E(2)
P(Su(f) < E(Z) — z) < exp < no h(imz ) . (19)
On conclut en remarquant que pour x > vy, (e* —1)/4, puisque v, /2 > E(Z),
2 241
— >p(l——2—)> 22,
x—E(Z) > xz(1 e4—1) > 5

Donc, comme h est croissante, (19) devient

P(Sn(f) < E(Z) —2) < exp ( —noh( o 2)> : (20)

Or le majorant de (20)est & nouveau inférieur & la borne de (2).

eSous la deuziéme hypothése :commen; = fi,(X}) avec fi, FF—mesurable
on a | E¥(n}) |< o?p!/2. Montrons alors, & I’aide d’un développement en série
entiere de Sy que :

t2

ErF(Sp) € 0 ————= (1 + 2t — 3t + t%). 21
§(5k) < 0% g1+ +) (21)
Preuve de (21).
Posons z = 7. Alors
x> =2 i tt
— 2 3 z+1 z z+1 z+1
Sk_—tm+t7(1—x)+(1—t);( +tz -



et par conséquent

2 +oo “+oo
E*(S) < "7(37:3 + 1= ey i+ 1)#),
1=3 =3
o2 t?
< ————— (142t —3t2 +¢%).
_Q(I_t)Q( + 2t — 3t% + t°)

ce qui prouve (21).
On obtient alors I’inéquation différentielle suivante, valable pour tout 0 <t < 1:

no’t’et

") — (1 = t)L(t) < =———(1 4 2t — 3t2 + ). 22
tL'(t) — (1 —1) (t)_2(1—t)2( + 2t —3t° +t°) (22)
Cette équation peut s’écrire
!
L(t) no2e?t 9 .3
< 142t —3t° +t°). 23
<te—t> Soaopett ) (23)

Définissons la fonction G par

_ no’el(t + 2t?)
0="50-n

Alors
no?et(1 + 5t — 12 — 2t3)
2(1 — )2

Nous allons montrer que pour tout ¢ dans [0, 1,

G'(t) =

G'(t) > no’e”

> m(1 + 2t — 3t2 + #°).

Pour cela il suffit de montrer que
D) =145t —t* —2t> —e!(14+2t -3 +13) > 0. (H)
On a

DB () = =12 — e} (-5 + 2t + 6t> + %) < 0,
D?(t) = —2 — 12t — ! (—1 — 4t + 3t> + 3), DP(0) = -1,
D'(t) = 5—2t — 6t2 — e (3 — 4t + 7).

On en déduit que D’ est décroissante. (H) est donc une conséquence immédiate
de la positivité de la fonction concave D aux bords de 'intervalle. Aprés majo-
ration et intégration de (23) on obtient :

vn t2(1 + 2t)

no? t2(1 + 2t)
no” < —tE(Z)+ 2
tB( )+2 1-1

L(t) < —te_tE(Z) + 3 ﬁ =

(24)



Par le calcul usuel de Cramer-Chernov on obtient

P(Z < E(Z) —z) < exp (”—"t2(1 +2) (25)

Cave )
= = 2 (1—1)
Pour obtenir une borne on prend alors le réel t* minimisant $v,t?(1—¢)~! —tz.

1
Apres calcul on trouve t* = 1 —wZ (2 + wy) "2, ot w, = v, /2 que 'on réinjecte
dans (25), pour obtenir (4) . O
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