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Plan du cours

— Motivation et introduction.

— Quelques rappels sur les espaces de Hilbert.

— Espaces hilbertiens a noyau auto-reproduisant (RKHS).
— Constructions

— Noyaux (semi-)définis positifs et RKHS.

— Exemples de RKHS
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Plan du cours (Modélisation statistique)

— Reégularisation en estimation non paramétrique.

— Le théoreme du représentant.

— Les splines de lissage.

— Produits tensoriels et analyse de la variance fonctionnelle.

— Ondelettes et espaces auto-reproduisants.
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Premiere Partie

Les espaces auto-reproduisants
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Introduction

Lisser & oOter la variabilité des données due a des causes non
assignables pour découvrir des propriétés caractéristiques.

Depuis quelques années le terme lissage a pris une co-
notation spéciale en modélisation statistique et est devenu synonyme
d’ estimation non paramétrique et c’est dans ce sens que nous
utiliserons ce terme dans ce cours.

La présentation dans ce cours sera axée sur le modele de régression,
mais la méthodologie est applicable a d’autres modeles (séries
chronologiques, classification, etc .. .).
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Modele

Le scénario sera le suivant : des réalisations de Yi,....Y,, sont
observées en des points x4, ..., x,, selon le modele

Yi=r(x;)+e¢, j=1,...,n, oU
e r est une fonction définie sur 7
e lesx, €7 et

e ¢1,...,€, SONt des v.a. non observées représentant les erreurs.

Lobjectif est d’identifier le plus raisonnablement r et une des méthodes
les plus courantes est a I'aide des fonctions splines de lissage et de leur
représentation dans les RKHS.
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Les espaces de Hilbert a noyau autoreproduisant

— Analyse (sys. orth. de fonctions harmoniques (Bergman (1921)) —
Esp. fonctionnels a noyau reproduisant (Aronszajn (1943-1951)) —
Sous-espace hilbertiens d’e.v.t (Schwartz (1962)) —...).

— Statistique (Stat. des processus de carré intégrable (Parzen (1958—
1970)) — Plans d’expérience en régression (Ylvisaker et Sacks
(1961)) — Splines de lissage (Wahba (1971-1990)).

— Probabilité (Mesures gaussiennes sur espaces fonctionnels (Kuelbs
(1968)) - proc. centrés et RKHS (Loeve (1943)) .

— Traitement du signal (Filtrage de Kalman (Laning et Batton (1957)) -
FDA (Ramsay, Silverman) — méthodes a noyau (SVM, ...).
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Rappels sur les espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert que nous allons considérer dans la suite seront
des espaces vectoriels sur le corps des réels R ou le corps des
complexes C.

Rappelons qu’un produit scalaire sur un espace vectoriel ‘H sur R est
une application (f,g) — (f,g)» de H*? dans R qui est bilinéaire,
symétrique et définie positive (i.e. (f, f)» > 0 pour tout f € H\{0}).

Un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire est appelé pré-hilbertien.
Il est muni d’'une norme associée au produit scalaire par ||f|x =

Tt

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire
et complet pour la norme associée.
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Rappels (suite)
Un sous-espace fermé d’'un espace de Hilbert est lui-méme un espace

de Hilbert. La distance d'un élément f € H a un sous-espace
vectoriel fermé G C 'H est définie par

D = inf ||f — :
(£,9) = mE|If = glln
Du fait que G est fermé, il existe un unique fg € G, la projection de f
sur G telle que D(f,G) = || f — fgl|~- De plus,

(f = fg.9)n =0, Vgeg.

Cela entraine que
H=G®Gg",
ouGr={g9geH;(f,9)n=0, VgegG}
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Rappels (suite)

Si ‘H, et H, sont deux espaces de Hilbert, sous-espaces d’'un espace
vectoriel £ n’ayant comme élément commun que 0 € £, alors I'espace
H = H1 @ Ho avec pour éléments f = f1 + fo (f1 € Hi, fo € Hs) et

g = g1+ 92 (91 € Hi, g2 € H>) et produit scalaire (f, g)» = (f1,91)n, +
(f2, g2), €st un espace de Hilbert.

Rappelons enfin le théoreme de représentation de Riesz :
Pour toute forme linéaire continue L sur un espace de Hilbert H il existe
un unique élement g;, dans 'H tel que vV f € 'H, {(gr, f)n = Lf.

Notons Ny, le noyau de L. Comme L est continue, Ny, est fermé. Si
N, = H on prend g, = 0; sinon, il existe un élément non nul go € Ni-. I
est facile de voir que N est unidimensionnel ( f — (Lf)go/Lgo € Ny, et

si f € Nialors f = (Lf)go/Lgo). On prend donc g = (Lgo)go/llg0ll7;
'unicité étant évidente.
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RKHS: le cas de la dimension finie

Soit 7 = {1,2,...,n} etnotons £ = R? l'espace des fonctions
numériques définies sur 7 qui, vue la finitude de 7, est isomorphe a
R™.

soit ¥ = (04;), ;, ., une matrice carrée d’ordre n definie strictement

positive. La matrice X permet de définir sur E une structure d’espace
Hilbertien en prenant pour produit scalaire

<f7 g>E — fTZ_lga

ouf! = (f(1),...,f(n)). Notons o;,7 =1,...,n les colonnes de 2. On
constate que I'on a

<0'7L70'j>E — O'ij.
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Cas de la dimension finie
POUfC]UOi <0'z'7 0'j>E = O'@'j? On a

0\

Tv—1
<0'7;,0'j>E:0'Z-E O'jIO'Z- 1 :O'Z'j,

¥

car X1 = I,. Plus généralement, pour f = (f(1),..., f(n))!, on a

<0'7;, f>E E— f(’L)

On constate donc que les fonctionnelles d’évaluation i — f(i) sont des
éléments de FE, représentés par o;, qui comme formes linéaires sur
E de dimension finie sont continues. De plus, comme X est définie
positive, les vecteurs o;, i = 1,...,n engendrent E.
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RKHS: le cas genéral

Soit 7 un ensemble quelconque et notons E I'espace vectoriel réels
des fonctions définies sur 7 et a valeurs dans R (tout élément f de E
est une fonction f définie sur 7 a valeurs réelles). On a :

Définition On dit qu’'un sous-espace H C FE est un espace de
Hilbert auto-reproduisant sur 7, si et seulement si :

— 'H est un sous-espace vectoriel de £

— Il est possible d’associer a H un produit scalaire (-, -)1; qui soit tel que
(H, (-, -)#) Soit un espace de Hilbert.

— Pour tout t € T, la fonctionnelle lineaire d’évaluation 6; : H — R,
définie par d,(f) = f(t) est bornee (i.e l'injection de 'H dans E est
continue).
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Le cas général (suite)

D’apres la définition I'espace de Hilbert H est un RKHS si et seulement
si pour tout f € H et pour tout t € 7T, il existe M; ne dépendant pas de
f tel que |f(t)| < M|/ f||l». D’apres le théoreme de représentation de
Riesz, il existe donc un unique représentant &, dans H associé a d,, i.e.
tel que, pour tout f € ‘H on ait (&, ) = f(t).

Définition La fonction t ¢ T — & € 'H sappelle fonction de
reproduction en t, et la fonction de T *? a valeurs dans R définie par

K(Svt) — fs(t)a

est appelée le noyau auto-reproduisant de .
On remarquera que (K(s,-), K(t,-))n = K(s,t) et ||&]|5, = K(t,1).
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Propriétés
— SiH est un RKHS sur 7 son noyau est unique.

— Un noyau auto-reproduisant est semi-défini positif. Si H est séparant
alors le noyau est défini positif.

— Toute suite de fonctions {f,,} de H qui converge vers f € H au sens
de la norme de 'H converge aussi ponctuellement en tout point de 7.

— Supposons H un sous espace fermé d'un espace de Hilbert
(X, (-,-)x) de fonctions définies sur 7 et a valeurs réelles et que
le produit scalaire (-, -}, est la trace sur H du produit scalaire (-, -) x.
Alors pour toute fonction ¢ € X, la fonction ¢t — (g, K(-,t))x est la
projection de g sur H.
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Preuves

e Supposons gu’il existe un autre noyau auto-reproduisant K’. Alors,
pour tout s € 7, nous avons

0 < [[(K(,s) = K'(-, 8)[lne = K(s,8) — K'(s,s) — K(s,5) + K'(s,5) = 0.
e Un noyau auto-reproduisant est symétrique car, pour tout s,t € T

K(Svt) — <K(57 ')7 K(tv )>H — <K(t7 ')7 K(37 )>H — K(tv S)

Il est semi-défini positif car pour tout IV, tout 31,...,8y € R et tout
t1,...,tnE€T
N
> BB K (ti,t5) Z BB (K (ts,-), K (t5,))m = | Zﬂz [
Zajzl ’Lj 1
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Preuves (suite)
e La propriété d’auto-reproduction implique que, pour toutt € 7

fa®) = FO = [fo = HEG N < Ifa = Fll K@) n =
K (t, )| fo = flln,

et donc la convergence forte en norme || - || implique la convergence
ponctuelle en tout point.

e Pour la projection, on doit montrer que

1. La fonctiont — (g, K(-,t))x est dans ‘H

2. (9— (9, K(-t)x) LH

Le théoreme des projections montre que pour tout g € X, il existe un
unique élement f de H tel que g — f soit orthogonal a H. Comme pour
toutt € 7,t — K(-,t) est une fonction de H, on a :

(g— [ K(t)x=0
et le résultat découle de la propriété d’auto-reproduction.
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Le Théoreme de Moore-Aronszajn

Nous venons de voir que le noyau auto-reproduisant K d’'un RKHS
H est un noyau défini positif sur 7*2. Le théoréme suivant établit la
réciproque et permet de construire un RKHS a partir d’'un noyau défini
positif.

Théoreme d’Aronszajn. Soit 7 un ensemble quelconque. A tout
noyau K défini positif surT x T correspond un unique espace hilbertien
reproduisant H g de fonctions sur T dont le noyau autoreproduisant est
K. Pourtout f € Hi ettoutt € T ona (K(t,:), f)n, = [(t).
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Construction dans le cas ou 7 est fini

On suppose que 7 = {t1,...,ty} est fini. La donnée d'un noyau
défini positif sur 7 est alors équivalente a la donnée d’une matrice
carrée symeétrique d’ordre N, X, définie positive. Cette derniere est
donc diagonalisable dans une base orthonormée {uy,...,uy} avec des
valeurs propres 0 < A\; < --- < Ay ce qui s’écrit

0i; = S0 Aptirtie = Sor M@ ()P (), avec @y (i) = wgp.

On voit aisément que

N

B f,®1)n(g, Pr)N
f7 — fTZ 1 — < y ) ’
< g>E g ]; A

ou (-,-)n est le produit euclidien classique de R¥.
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Construction dans le cas ou 7 est compact et K est
continu

Considérons maintenant le cas de 7 un espace métrigue compact
(typiqguement un fermé borné dans R?) et soit K un noyau défini positif
continu sur 7 x 7.

Un tel noyau est appelé Noyau de Mercer.

La construction de I'espace auto-reproduisant associé tente de mimer
ce qui se passe dans le cas fini et repose sur une série de lemmes que
nous allons examiner.
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Noyau de Mercer

Soit 4+ une mesure Borélienne sur 7 et H = Lo(7, dpu).

Pour toute fonction K : 7*? — R on pose (lorsque c’est défini):

(Lic f)(x /th dut).

On a alors:

Lemme 1 Si K est un noyau de Mercer, alors Lx est un opérateur
linéaire borné compact de L,(7,du), auto-adjoint et positif.
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Rappels

Soit H un espace hilbertien.

e Un opérateur linéaire L sur ‘H est une application linéaire continue
de H dans lui-méme.

e On dit que L est compact si pour toute suite bornée {u,,}°2 , de H,
la suite Lu,, possede une sous-suite convergente.

e [ est auto-adjoint si pour tout f,g € Hon a (f,Lg) = (Lf,g)

e [ est positif ssi il est auto-adjoint et pourtout f € Hona (f, Lf) > 0.
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Preuve du lemme 1

e Ly est une application linéaire de Ly(7,du) dans Lo(7, du)
e Ly estborné

e L est compact (Ascoli)

e L est auto-adjoint

e L est positif
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Lk est linéaire de Ly(7,du) dans Lo(7,du)

Pour tout f € Lo(7,du) et tout (t1,t2) € 7*?ona:

Licf (1) — Licf(to) / (K (b1, %) — K (t2,%)) F(x)dp(x)

[ K (1, ) — K (b, )[]2]| fll2 (Cauchy-Schwartz)

< max|K(t1,x) — K(to, x)||| fll2n/p

x17

IA

K étant continu et 7 compact, K est uniformément continu et donc L f
est continue, donc de carré intégrable.

— Typeset by FoilTX — 23



Ly est borne

Pour tout f € Lo(7,dp) ettoutx € 7 ona:

Licf(x)| = ‘ / K(X,t)f(t)du(t)| < /AT Cral Il

ou Ck , = maxie7 | K (t,x)|. Donc

Lk fll2 = (/ LKf<X)2dM(X>)1/2 < Crp(T) fll2.
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Rappel: Theoreme d’Ascoli

Soit C'(7) 'ensemble des fonctions continues sur 7 , muni de la norme
sup. Un ensemble de fonctions G C C(7) est dit equicontinu ssi :

Ve > 0,40 > 0,Vxq1,x9 € T,

[x1 —x2|| <0 = Vg €G,|g(x1) —g(x2)| <e.

Théoreme 6 (Ascoli) Une partie H C C(7) est relativement compacte
(i.e. son adhérence est compacte) ssi elle est uniformément bornée et
équicontinue.
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L est compact

Soit { fn}n>0 Une suite bornée de Lo(7,dy). La suite {Lk f,},~, st
une suite de fonctions continues, uniformément bornée car a

ILk flloo < VI(T)Ck| fll2 < w(T)Cr M.

D’autre part elle est équicontinue, car

L fn(x1) = L fa(x2)| < v/p(T) max | K (xq, t) — K(x2, t)[ M.

Selon le théoreme d'Ascoli, on peut donc extraire une sous-suite
uniformément convergente dans C(7), et donc dans Lo(7, du).
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L est auto-adjoint et positif

K étant symétrique on a pour tout f, g € Lo(7,du) :

(f. Licg) = / F() Licg (x)dpu(x) =

/f K(x,t)du(x)du(t) Fubini = (L f, g)
(f, Licf) = / £ 00 F (0K (x, t)du(x)dp(t) =
kh_{go k2 Z;1K i) [ 66
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Theoreme spectral

Lemme 2 Soit L. un opérateur linéaire compact sur un espace de Hilbert
H. Alors il existe dans 'H un systeme orthonormal complet {11,o, ...}
de vecteurs propres de L. Les valeurs propres {1, \o, ... } sont reelles
Si L est auto-adjoint, et positives si L. est positif.

Dans le cas de Lk, les vecteurs propres i, associés aux valeurs
propres \i # 0 sont des fonctions continues car :

1

= —L :
(o " Kk
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Theoreme de Mercer

Lemme 3 Soit T un espace normé compact, ;. une mesure borélienne
sur T et K un noyau de Mercer. Soit {\1, \o, ...} les valeurs propres
de Ly (rangees par ordre decroissant) et {i1,v9,...} le systeme
orthonormal complet de vecteurs propres associes. Alors, pour tout
x,x dans7 ona:

K(x,x") = Z Akthi (%) (x),
K

la convergence étant absolue et uniforme sur T <>
De ce lemme on en déduit que ® : 7 — (? définie par ®(x) =
{VAi(x)} est bien définie, continue et telle que

K(x,x") = (®(x), P(x")) 2.
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Preuve

En effet, par le théoreme de Mercer on voit que pour tout x € 7T,

> Akt (x)? converge vers K (x,x) < oo, et donc ®(x) € /5.

La continuité de ® découle de :

1®(x) = @(x)le, = ZAk Yi(x) — i(x'))* =

zK(X,X)+K(X,X)—2K(X,X)
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Espace RKHS associé

Nous supposons que A\, > 0 pour tout & > 1 (sinon, le résultat et la
preuve restent valides dans le sous-espace engendré par les vecteurs
propres de valeur propres non nulles). Soit I'espace de Hilbert :

Hy = {fELg(T du); f = Zazwz,z<oo}

muni du produit scalaire (f, g)x = 352, %%,

Donc

Z Fy Vr) Lo(T,du) (95 k) Ly(T, )

(f,9) = "

k=1
et Hx est le rkhs associé au noyau K.
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Le cas général : Theoreme d’Aronszajn

Théoreme A chaque noyau semi-défini positif sur un ensemble
arbitraire 7, K : 7 x 7 — R, on peut associer un unique espace

hilbertien réel H de fonctions, H C R?, cet espace admettant k comme
noyau reproduisant.

Notons que I'ensemble 7 est supposé étre quelconque.

La preuve se fera en 2 étapes que nous allons détailler.
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Premiere étape
On considere d’abord I'espace vectoriel Hy formé des combinaisons
linéaires finies du type

f Zaz z aiER,xiET.

Pour x et y € 7, nous posons

K(X7 Y) — <K(7 X)? K(? Y>>7'(07

produit que nous étendons a toutes fonctions f =" | «,K(-,x;) € Ho
etg=> ", 0:K(-,y:) € Ho par multi-linéarité :

Zzazﬁ] XzaY]

=1 5=1
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Premiere etape (suite)
On a

fry9)Hy = S:ﬁj S:OéiK(Xia}’j) = S:ﬁj S:Oéz'K(YﬁXz') = Zﬁjf(}’j)
=1 =1 =1 =1 =1

expression qui ne dépend donc pas de la représentation de f dans
Ho, mais seulement de ses valeurs. ldem par symétrie pour g. Il est
immédiat de prouver que la forme (-, )4, est bilinéaire et positive. De
plus si (f, f)», =0, 0n a, pour tout x € 7 :

F0)] = (F K (%)) < KH23%,%) [ fll

et donc || f||%, = O implique que f(x) = 0. Donc H, est muni d’'une
structure d’espace préhilbertien.
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Deuxieme étape: Complétion de

Définition (Complétion fonctionnelle). Soit (Ho, (-, )x,) un espace
pre-hilbertien de fonctions définies sur T et a valeurs réelles. On dit
qu'’il existe une complétion fonctionnelle de H, si il existe

— un espace vectoriel de fonctions ‘H définies surT et a valeurs réelles,
tel le que Hy C 'H,

— un produit scalaire (-, )y sur’H

tels que (H, (-,-)») Soit un espace de Hilbert et , pour tout x € 7T, la
forme linéaire ix(f) = f(x) est continue.
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Complétion de , (suite)

Lemme. Soit (Ho, (-, ")n,) un espace pre-hilbertien de fonctions
définies surT et a valeurs réelles. |l existe une complétion fonctionnelle
de Hy si et seulement si

— pour toutx € T, la forme linéaire 6+(f) = f(x) est bornéee surH,.

— pour toute suite de Cauchy {f,}.>o0 d’élements de H,, la condition
lim, . fn(x) = 0 pour tout x € T implique que || f,||+, — O.

Si la complétion fonctionnelle existe, elle est unique.

La démonstration de I'étape 2 du théoréme consiste alors a vérifier les
hypothéses du lemme ci-dessus pour notre construction.
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Complétion de H, (suite)
Ona,pour f € Hyetx e T,

FGO] = (F K (%)) < KH2%,%) [ fll

et donc d est bornée sur H,.

Soit maintenant une suite de Cauchy {f,},>o d’éléments de H, telle
que lim,, . fn(x) =0 pourtoutx € 7. On a

| fmll? < N fr = Fnll? + 2[{frs Fin)],

et par définition (f., fm) = > i i anifm(Xni) C€ qui implique que
| fr||? < limy, oo || fro — fin]|?. Il €st alors aisé de voir que K est le noyau
reproduisant de H.
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Exemples de RKHS

Nous allons considérer ici quelgques exemples de RKHS le plus
fréquemment utilisés en statistique.

Commencons d’abord par un espace de Hilbert qui n’est pas un RKHS,
'espace L*([0, 1]). On considére donc I'espace des fonctions continues
sur [0, 1], C([0, 1]), sur lequel on définit la norme pré-hilbertienne || f||* =

Jiy £(t)2dt, que I'on compléte pour obtenir I'espace de Hilbert L2([0, 1]).

Maintenant, pour tout point = € [0, 1], il est facile de construire une suite
fn € C(]0,1)) telle que lim,, || .|| = 0 et lim,, f,,(z) = +o0.

Il est impossible de considérer donc les élements de L?(]0,1]) comme
des fonctions, en particulier, cet espace de Hilbert n'est pas un RKHS!
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RKHS et régularité fonctionnelle

Considérons I'espace
H={f€[0,1] — R, abs. cont., dérivable p.p. , f' € L*([0,1]), f(0) =0}.

C’est un espace de Hilbert lorsqu’on le munit du produit scalaire

(f g)n = / F()g (t)dt,

et la norme || ||, mesure la régularité de f. En fait, H est un RKHS sur
7 = [0, 1] avec pour noyau K la fonction définie positive

K (s,t) = min(s,t)
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Preuve

On a, pourtout x € [0,1] et f € H,

(@) = |f(2) — 0] = | f(x) — F(0)] = / PO < @l

et donc la fonctionnelle d’évaluation est bien définie et continue sur H.

Par définition, pour tout x € [0,1], K(-,x) = min(-, z) est continue avec
K(0,x) = 0, dérivable (sauf en x), avec un dérivée de carré intégrable
et donc K(-,x) € H. De plus

U Koy = /O PO K () dt = /O P = fa),

qui montre bien que K est le noyau associé a H.
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Décompositions de RKHS

Propriété Soit H un espace auto-reproduisant sur T dont le noyau K
peut se decomposer en K = Ky + K1, avec K et K, tous deux définis
semi-positifs et tels que Ky(x,-) € H et K1(x,-) € H pour tout z € T et
(Ko(+,2), K1(-,y))n = 0, Va,y € T. Alors

H="Hy D H;.

Reciproquement, si Hy N 'Hy1 = {0} alors H = Hy ® H1 a pour noyau
reproduisant K = Ky + K;.
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Preuve

Par définition de H et par orthogonalité de K, et K, on a
K()(Z',y) — <K0(',33),K(',y)>7-( — <KO('7x)7KO('7y)>H7

et donc | H, est un sous-espace fermé de H. Soit f € H et soit [ =
fo+ fi.Ona:

f($) — <KO('733)7 f>H — fO(x) + <K1(',£C), fOJ_>H

ce qui montre que K; est le noyau reproduisant de 'H © Hy. La
réciproque est triviale.
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Décomposition et FANOVA a un facteur

A titre d’exemple considérons un RKHS H sur [0,1] de noyau
K contenant les fonctions constantes et notons H, I'espace
vectoriel engendré par les fonctions constantes sur [0,1] et H; son
supplémentaire orthogonal dans H.

D’apres ce qui précede chacun de ces sous-espaces est un RKHS avec
pour noyaux respectifs Ko(z,y) = 1 et Ki(z,y) = K(x,y) — Ko(x,y),
noyau du projecteur sur I'espace orthogonal aux constantes.

Ceci permet donc de définir une décomposition de la variance de H,
avec H, I'espace des “moyennes” et ‘H; I'espace des “contrastes”.
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Les splines lineaires

Considérons I'espace de Sobolev W' ([0, 1]) défini par

w*([0,1]) = {f € [0,1] — R, cont., dérivable p.p. , f" € L*([0,1])},
et soient Ky(z,y) = 1 et K1(z,y) = min(x, y). |l est facile de voir que
Ho={feWhf =0 Hi={feW' f0)=0etf cL*} =H (exemple 1)

Ce noyau est utile pour le lissage par splines lingaires.
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Plus géneralement ...

Soit m € N, et soit
H = {f e RI%Y m — 1 cont. dérivable, f™ e L2, f)(0) =0,k = 0,m — 1} .

C’est un espace de Hilbert lorsqu'on le muni du produit scalaire
9V = [o £ ()g"™ (t)dt et la norme | f ||+ mesure encore une fois
la régularité de f. C’est un espace auto-reproduisant de noyau

1(x_u)m—1( _u)m—l
Kl(x’y):/() (m—1+)! y(m—f)! du.
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Splines polynomiales de lissage

Comme pour le cas des splines linéaires, soit m € N, et notons
Wm™([0,1]) 'espace de Sobolev sur [0, 1] d’ordre m de produit scalaire

m—1 1
(Fd9) = Y £P0)gP0) + [ Fm0g™ bt

k=0 0

On a encore
W™ =Ho®H
avec
k k

K(z, Z ﬁﬁ + Ki(z,y)

donnant pour H, I'espace des polynomes de degré au plus m — 1 et
m—1 ko k

admettant le noyau Ko(z,y) = > iy 2o
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Noyaux de Green et RKHS...

Soit 7 = R? et D un opérateur différentiel sur une classe de fonctions
H sur 7 telle que munie du produit scalaire

<fag>7‘( — <Df7 Dg>L2(’T)7

'H soit un espace de Hilbert. Alors

Proposition.’{ est un RKHS et son noyau reproduisant est la fonction
de Green de l'opérateur D*D ou D* est l'adjoint de D.
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Fonction de Green (rappels)
Considérons I'’équation différentielle sur H :

} =Dy,
avec g 'inconnue. Pour la résoudre on peut chercher g de la forme
g(x) = /Tk(xa y)f(y)dy.
pour une certaine fonction k : 7*2? — R qui doit vérifier, pour tout x € 7,
f(x) = Dg(x) = (Dka, f) 12(1)-
k est appelée fonction de Green de 'opérateur D.
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Preuve de la proposition

Soient H un espace de Hilbert muni de

(fs9)n = (Df,Dg) 21

et K la fonction de Green de l'opérateur D*D. Pour tout x € 7 on a

K(-,x) = Kx(-) € H car
<DKX, DKX>L2(T) = <D*DKX, KX>L2(T) = K(X, X) < 0O
D’autre part

f(x) =(D*"DEKx, f)r2(7y = (DEx, Df) 12(1y = (Kx, f)n-
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Autre exemple: un espace de fonction analytiques

Soit D =] — 1, 1] le disque unité ouvert de R? et soit H?(D) I'espace
de Hardy des fonctions analytiques sur D dont les coefficients du
développement en série entiére sont de carré sommabile, i.e.

H?(D) = {f c R”; f(x) = iakazk avec iai < oo}
k=0 k=0

On définit sur H*(ID) le produit scalaire (f,g) = > .-, arbx qui fait que
H?(D) peut étre identifié avec I'espace de Hilbert /5(N).
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H?(D) est un RKHS

Soit z € D et considérons g,.(z) := > .- ,x"z*. Clairement g, € H*(D)

et
fgas ZCB ap = f

Lévaluation est donc continue et H2(D) est un RKHS ayant pour noyau,
le noyau de Szego

Z 1—:1:2
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Autres espaces RKHS: domaines produits

Des sommes et des produits tensoriels d’espaces RKHS, ou des sous-
espaces fermés de RKHS sont encore des RKHS, permettant ainsi la
construction de RKHS dans des domaines assez généraux. Cela est
principalement diU au fait que sommes et produits tensoriels de noyaux
de type positif le sont encore.

Par exemple, en prenant s1,t; € 73, sq,ta € 75 €t en notant s = (sq, s2)
ett = (t1,t2), alors

K(s,t) = Kq(s1,t1)Ka(s2,12)

est un noyau défini demi-positif sur 7 = 7; x 75 tant que K; et K5 sont
des noyau sur leurs domaines respectifs.
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Produits tensoriels de RKHS

Si Hq, est un RKHS sur 7; de noyau K; et H, est un RKHS sur 75 de
noyau Ko, d’aprés ce qui précede K = K; ® K5 est un noyau défini
positif sur 7 = 7; x 75 auquel correspond donc un RKHS, disons H.
Ce dernier n’est rien d’autre que le produit tensoriel de H1 et de H, i.e.
H — Hl @ HQ.

Rappelons que si f1, fo € 'H;y et g1, 92 € Ho alors

<f1 ® g1, fo ® 92>H = <f1, f2>H1<91,g2>H2-
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Produits tensoriels de RKHS (suite)

Supposons que l'on dispose de RKHS H, sur des domaines 7., de
noyaux respectifs K, v = 1,...,I" et supposons de plus que chaque
espace H. admet une décomposition de type ANOVA, H, = Ho B H1 ~
ou Ho~, = {f € H;f x 1} et Ky, L K; .. Alors 'espace tensoriel
produit H = ®_,H, admet la décomposition

H = ®5:1(H0,ry Q¥ Hl,w) — @u{(@)nyqu,v) Y (WéuHOﬁ)}

sur 'ensemble des parties u de {1,...,T'}.
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Produits tensoriels de RKHS (suite)

On décompose ainsi une fonction de H définie sur 7 en “effets
principaux” et “intéractions” selon, pour tout x € 7 :

f(X) — Z fu(X)7

uC{1,2,....I'}
e f, ne dépend que des composantes de x dont I'indice est dans u
o (fusfo)n=0,u#v, fo=(f ®_ Ko,)n estlamoyenne globale.

Nous reviendrons sur cet exemple lorsque nous traiterons de TANOVA
par lissage spline.
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RKHS et processus gaussiens

Nous avons vu que tout noyau défini positif sur un ensemble 7 permet
de construire un espace RKHS. Or, tout processus gaussien centré
indexé par 7 admet un noyau de covariance qui est un noyau de type
positif ce qui permet d’établir la relation entre espace Gaussiens et
RKHS (Neveu, Parzen, ...).

On peut d’ailleurs pousser plus loin ces notions et ces constructions par
'’étude des mesures Gaussiennes sur des espaces abstraits (Gross,
Badrikian et Chevet, .. .).
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Le theoreme du repréesentant
Théoreme Soit 7 un ensemble muni d’'un noyau d.p. K, Hx le RKHS
associé, et S C 7 un sous-ensemble de cardinal fini n. Soit y € R™ et
soit Uy : R" — R une fonction de n 4+ 1 arguments, croissante par
rapport au dernier argument. Alors, toute solution au probleme :

min Wy (f(x1),.. ., f(Xn); [ fllrg) = min £(f,S)

feH i JEHK

admet une représentation de la forme :

Vx e T, f(x Zaz (x4, %

Souvent, la fonction ¥ est de la forme (v > 0, ¢ convexe) :

Uy o (f(x1), oo f&n) ) = ey, f(xa), s f(x0) + V[l
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Preuve

Comme Hyx est un espace de Hilbert auto-reproduisant il est
strictement convexe et les évaluations sont continues. Pour monter le
théoreme, on remarquera d’abord que pour toute fonction f € Hg, il
existe g dans un espace de dimension au plus n telle que

U(g) < U(f)

En effet, soit ¥ = N;ker(dy,). C’est un sous-espace fermé et si Pp
désigne la projection sur ' on a :

If = Pe()llrg < I fllne et (f = Pr(f))(x:) = f(x), i=1,...,n.

Donc ¥(f — Pr(f)) < ¥(f). Soit maintenant G l'e.v. engendré par
les K(-,x;). Comme G = F+, onadonc f — Pr(f) = Pg(f) et c'est
terminé.
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Splines polynomiales de lissage

Considérons le probleme de débruitage
}{L:n(ZCZ)—I-GZ, ?::1,...,71

avec n € W™(|0,1]) ou m € N, et W,, est 'espace de Sobolev d’ordre
m.

La spline de lissage polynomiale de degré m est la solution du probleme
variationnel

n

min =3 (¥~ f@)) v [ (1w

1
EWm N
FeEWm N c— 0
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Splines de lissage (suite)

Nous remarquerons que la pénalité J(f) est la norme de la projection
de f sur I'espace orthogonal aux polyndémes de degré au plus m — 1 et
est donc une semi-norme. Le théoreme du représentant permet donc
d’affirmer que la solution optimale est a rechercher parmi les fonctions
n € Ho + H, de la forme

m—1 L n
X
n(xz) = Z dk’H + ZCiKl(sz‘,l’)a
k=0 =1

avec c € R" et d € R™ des vecteurs réels.
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Splines de lissage (suite)

En notant S la matrice d’ordre n x m de (i, k)ieme terme géneral
k
“i et () la matrice de Gram associée au noyau K;, i.e. Q =

(k_l!(l(xi, j)); i—1...n» l€S vecteurs optimaux c et d sont obtenus en
minimisant

(Y —Sd — Qc)' (Y — Sd — Qc) + nve’ Qc.
Notant M = Q + nvI,,, |la solution est donnée par
d=(S"TM ' STM'Y, c=M1'I-8(S"TM 1S ISTMTYY.

Evidemment les calculs ne se font pas avec ces formules.
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Remarques

— On peut aussi dans le probleme de débruitage considérer, plutét que
des évaluations des expressions dutype Y, = L;f +¢;, i =1,...,n,
ou les L, sont des fonctionnelles bornées sur Hx et donc admettant
un représentant ¢; € Hx plutét que J.. On aborde ainsi des
problemes de régularisation de type Tikkhonov pour la résolution de
pbs inverses.

— Lorsque le bruit est gaussien, le débruitage est un probleme
d’'identification du max. de vrais. On peut donc remplacer la
fonctionnelle a minimiser par des fonctionnelles telles que celles du
théoreme du représentant, lorsque I'on se pose des problemes de
régularisation de vraisemblance pénalisée.
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Remarques (suite)

Dans l'expression de la fonctionnelle a minimiser dans le théoreme
du représentant, la fonctionnelle c(y, f(x1),..., f(x,)) est supposée
strictement convexe de sorte a ce que le minimum soit unique.

Lorsque l'on traite des problemes de vraisemblance pénalisée (par
exemple débruitage de données binaires par régression logistique)
cette fonction de perte est de la forme

c(y, (%)) = =y f(x) +log(l + exp(f(x))).

Dans le cas de la classification de données binaires utilisée dans les
SVM, la fonction de perte est

c(y, [(x)) = (1 = f(x)y)+
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Choix des parametres de régularisation pour splines

Soit £7(-) le minimiseur de

min = >0 (Vi @)+ v [ (0 w)du

1
EWm N
feWm i=1,i4k 0

Lestimateur (leaving-out-one) par validation croisée de v est le

minimiseur de
1 n
CV()==> (Y — f¥ 2,
) = 5 2 = f0a)
Pour v fixé, I'estimateur spline est une fonction linéaire des données,
.e. il existe une matrice de lissage A(v) telle que f,(x;) = (A(v)Y),.
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Lemme
On a

I (Vi = fu(xx))?
CV(v) =—
W) n,; (1 — agk(v))?
et pour des raisons d’invariance on estime plutdét » en minimisant le

critere de validation croisée géneralisée

w2 (Vi — fu(xk))?
GOV () = Bt

Dans le cas ou la variance du bruit est connue on minimise un
estimateur du risque sans biais

R(v) = ||(I — A(v))Y|]? + 20*trace(A(v)).
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Analyse de la variance fonctionnelle (SS-ANOVA)

Concept initial (Antoniadis (1983)) - ensuite SS-ANOVA (Wahba (1990))

Ces modeles utilisant des RKHS couvrent un aspect tres général pour
'analyse de données.

— ANOVA fonctionnelle
— Décompositions FANOVA
— RKHS pour décompositions FANOVA

— Exemples
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Analyse de la variance fonctionnelle
Le modele gaussien général s’écrit sous la forme

yi = f(ti(2),--- ,tq(?) + &, i=1,---,m,
ou
® c — (61,'°' ,En)T ~ N(O, 0-2[n><n)s

o t, € 7TW o0 T, o =1,.--.d sont des ensembles mesurables
donnés.

o 7 =T x ... x T gt

e o2 est éventuellement inconnu.
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Pour f satisfaisant a certaines conditions de mesurabilité une
décomposition unique de type ANOVA

Fltr, o sta) =p+ Y falta) + Y fapltap) + -
« a3

peut étre obtenue comme suit:

Soit du., une probabilité sur 7(*) et considérons I'opérateur de moyenne
E sur T définit par

(gaf)(t) — ) f(t17 T 7td)dﬂa(ta)‘

T (
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Lidentité est alors décomposée comme

= []Ea+ (U -&a) He +ZI &) [ s

« BF«
+> (T-E&)I-8&) [] &+ +]]T-¢€)
a<lf yEa, B3 «

Les composantes de cette décomposition génerent la décomposition
ANOVA de f avec

Hs , (I-&) ] &s)f,
BFa

fas = (I -E)I = &) |] €S
Y#,B
et ainsi de suite.
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Lidée est de construire un RKHS H de fonctions sur 7 de sorte
que les composantes de la décomposition ANOVA constituent une
décomposition orthogonale de f dans I'espace H. Plus précisément
soit H(® un RKHS de fonctions sur 7™ avec [ () fa(ta)dpa = 0 pour
fo(ta) € H(®), et soit [1(™] I'e.v. des fonctions constantes sur 7(*). Par
abus de notation, on identifiera par la suite H(® au sous-espace de H
suivant [1M] @ - @ [1@ "V @H® g [1eT)] ... @ [1(4]. On construit
H selon

H — H {1} @ {HY) = [1] & ZH(a) @ Z[H(oo QHA ...
a=1 o a<f

Les composantes de cette décomposition ANOVA sont dans des sous-
espaces de ‘H mutuellement orthogonaux. Bien évidement cela dépend
des mesures dyu,, qui sont choisies en fonction de I'application visée.
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SS-ANOVA (suite)

Ensuite, chaque H(® peut éventuellement étre décomposé en une
partie paramétrique et une partie lisse, selon H(® = H* o H\, ou
(a)

»~ est de dimension finie (la partie “paramétrique”) et H (la partie
“lisse”) est le sup. orthogonal de H\* dans H(®).

Cette écriture a I'aide de produits tensoriels de RKHS est alors tres utile
dans toute procédure de régularisation. On peut regrouper par exemple
en un sous espace H' les parties que I'on ne désire pas pénaliser et
décomposer H = H" ® 35 H”.
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SS-ANOVA (suite)

Supposons avoir choisi un modele de régularisation M, i.e. que l'on
a regroupé en H°, de dimension M, les sous-espaces que nous ne
pénaliserons pas et que nous avons renommé les autres espaces
H575: 1727“' y P~

Enposant’H = 1@} ; H”, le probléme d’estimation pénalisée devient
alors : Déterminer f dans H = H° @ Y ;H” qui minimise

(Y, ) = (i F(0)? + A 651 [P
i=1 B=1

ou PP est le projecteur orthogonal de H sur HP, et choisir les
parametres de régularisation \, 85 pour réaliser le meilleur compromis
biais-variance.
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SS-ANOVA (suite)

Si{¢1,...,¢n} estune base de H°, I'espace H; = >3 HP est un sous
espace fermé de H et est donc un RKHS dont le noyau K, sur 7 peut
s’écrire sous la forme

p
Ki(x,y) = Z Hﬁ_lKB(X, y).
3=1

Notons que Kj(x,y) ne dépendent que d'un sous-ensemble des
composantes de (x,y). Les pondérations 05_1 permettent une
régularisation différente pour chaque composante. D’apres le théoreme
du représentant la fonction f, minimisant W, (Y, f) s’écrit donc

M n p
() = de¢k(°) +> ey 05 Ka(ts, ).
=1 -1 B=1
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Un exemple d’analyse

Nous nous proposons d’analyser les données d’ozone d'Arosa
(Andrews et Hezberg (1985)). Il s’agit des moyennes mensuelles
d’enregistrements de I'épaisseur de la couche d’ozone (en unités
Dobson) au dessus d’ Arosa (Suisse) de 1926 a 1971. Nous nous
intéresserons aux effets de la période et de 'année sur I'épaissedr.

Nous sommes ici en présence de deux facteurs (d = 2), le mois et
'année, que nous allons traiter pour lillustration, comme continus, i.e.
71 = [1,12] et 7, = [1926, 1971]. Pour des raisons pratiques, nous allons
transformer les donnés de sorte que chaque facteur varie dans [0, 1].

Leffet du mois sera modélisé par des splines périodiques d’ordre 2 sur
0, 1] alors que celui des années par des splines cubiques sur [0, 1].
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Splines périodiques (Wahba(1990))

Pour les fonctions splines périodiques d’ordre m sur 7 = [0, 1] on a

1
H ={f: fY9 abs. cont., f9(0) = fY9)(1),j=0,... ,m—l,/ (f™(1))%dt < o0)
0

On note souvent H = W,,,(per). On a

Ho =span{l}, Ki(s,t)= Z — cos 2mk(s — 1),

kzl

1
|PufI2, = / (FOm (1)) 2de
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Ozone (suite)

Rappelons que I'espace des splines cubiques sur [0, 1] se décompose
en

H={l}o{te {g e W2([0,1]) : /g(t)dt _ /g’(t)dt _ 0} |

En considérant donc cette décomposition pour le facteur “année”
(disons t5) et la décomposition périodique H = Hy + H; pour le
facteur “mois” (disons t;), cela revient a adopter le modele suivant pour
I'’épaisseur moyenne f :

f(t1,t2) = p+ Bta+ fi(t1) + fa(t2) + g1(t1)t2 + f1.2(t1,t2).
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Commandes R
> data (Arosa)
ArosaScsmonth <—- (ArosaSmonth-0.5)/12
attach (Arosa)
csyear <- (year-—1)/45
ozone.fit <- ssr(thick™ I (csyear-0.5), spar="m",
rk=1l1st (periodic (csmonth), cubic(csyear),
rk.prod(periodic (csmonth), kron(csyear—-.5)),
rk.prod(periodic (csmonth), cubic(csyear))))
summary (ozone.fit)
Coefficients (d):
(Intercept) I(csyear — 0.D5)
336.82981 6.03153
GML estimate(s) of smoothing parameter (s)
1.531358e-06 2.779106e-07 6.174975e-01 2. 026814e 02
Estimate of sigma: 15.84154

vV + + + V V V V
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Main effect of month Main effect of year
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