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Introduction

A partir d’observations bruitées d'un fonction f
échantillonnée sur un plan {fq,...,t,} estimer la
fonction f. Modele additif gaussien :

Yi:f(ti)—l—ei, 1=1,...,n.

On suppose que f appartient a une classe suffisamment
flexible d"un espace fonctionnel infini-dimensionnel.
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A partir d’observations bruitées d'un fonction f
échantillonnée sur un plan {fq,...,t,} estimer la
fonction f. Modele additif gaussien :

Yi:f(ti)—l—ei, 1=1,...,n.

On suppose que f appartient a une classe suffisamment
flexible d"un espace fonctionnel infini-dimensionnel.

Une méthode populaire pour estimer la fonction de
regression a partir des observations est la régularisation :
minimiser une fonction objective qui établit un équilibre
entre le degré de régularité de la solution et sa cohérence
aux données.
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Formulation

Soit F un espace fonctionnel et considérons

min — Z{ )} +AJ(f)

feF n:

Comment imposer a ’estimation de f un
rétrecissement ?

Quel type de pénalité J(-) choisir ?
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Ondelettes et RKHS

Objectif : Utiliser une base d’ondelettes dans laquelle £
sera développée en utilisant de maniere explicite le plan
d’expérience et la réqularité de f. Schématiquement, la
méthode est constituée de étapes suivantes :

Choix de la sous-famille de la base d’ondelettes
fondée sur le plan d’expérience.

Estimation par pénalisation appropriée de la
décomposition de f sur cette sous-famille.



Ondelettes et RKHS (suite)

On désire estimer f sur un inervalle compact D. Sans
perdre de généralité, nous supposerons D = |0, 1].
Notons G_1 = {—1} x {0}, Gg = {0} x {0,1} et pour
tout entier L > 1 soit

Gr={L} x{ke{0,...,2t —1}; k/2 ¢ Z}.

On construit une base d’ondelettes orthonormée de
L>(]0,1)) en périodisant une base orthonormée de L,(RR)
générée par les dilatations et les translations d'une

fonction échelle a support compact, ¢(t), et de
’'ondelette mere correspondante, ¥(t), découlant d'une

AMR r-reguliére de L*(R).



(suite)

On obtient ainsi
L,([0,1)) =VoeWod W1 B ---,

ou V) est l'espace des constantes (engendré par
Po0 = P_1,0) et W; est I'espace 2/-dimensionnel engendré
par les ondelettes indexeées par G;.

Pour L > 1 définissons V; = V) & @].Lz_ol W;. Pour tout f e
L2[0,1] et tout entier jo > 0, on note ujyx = (f, pjx) (k =
0,1,...,20 =) etwj = (f, ) G > jo; k=0,1,...,2/ —
1);



(suite)

On a
210 —1 S|
Z wiok@iok () + Y Y wi(t), te0,1].
j=jo k=0

La totalité des indices (j, k) décrivant les ondelettes de
cette base sera noté G = U;>_1G;. Ainsion a

f=13 fets

geG

ou ¢, est 'ondelette indexée par ¢ € G et f, est le coeffi-

cient correspondant.



RKHS et ondelettes

Pour toute fonction
[:G— |0,00)

on définit I'espace de Hilbert
Hr = {f € Lo([0,1)) : }_ T(g)|fel* < o0},
geG

avecC

(f I =) feheI' ()

geG

et norme associé || - ||r.



Comme Gj est un sous-ensemble fini de G, on a
Vi C Hy

pour chaque L > 0.
De plus, pour tout f € Hr,

lim ||~ .(£) [y = 0,

ou 717, est le projecteur orthogonal de L([0,1)) sur V.

(1)



Soit maintenant ' : G — [0, c0) telle que
) 22T = By < o0
j=0

avec

rj= min [F(g)]

Alors

L’espace Hr est un espace auto-reproduisant.




Pour montrer que Hr est un RKHS choisissons M > 0 et
B, > Otelsque:Vx € [0,1)etVj>0

il y ait au plus M ondelettes de base indéxées par
des indices de G; 1 qui ne sont pas nulles en x, et

le module maximum des fonctions de base indéxées
par Gj 1 soit < By2//2,

Ceci est possible car les ondelettes considérées sont
compactes et périodiques.



Posons 7y := MBy+/B;. Soit f € Hr et notons

. — IMNaX .
f] g8€Gi ‘fg‘

L'inégalité de Schwartz implique que

f(x)] < MB; Z())f#”z <7l fllr.
12>

Donc ‘Hr est un RKHS and comme il admet un
sous-espace dense de fonctions continues et que 7y ne
dépend pas de x, toute fonction de Hr est continue.



Les noyaux autoreproduisants sont

v ) — Pg(x) N
K( / ) gEZG r(g) 17bg/ c [0,1)

On peut encore écrire

2=1 (s
5601 = T Gy



On a donc
Hr = Vo ® ®j>0Wr, (2)

ou chaque espace de détails est le RKHS associé au
noyau Kj, i.e. le RKHS engendré par un ensemble

d’ondelettes a 1’échelle j. Notons aussi que si I est
uniquement fonction de j dans G, alors K est une somme

pondérée, Fj_l, des noyaux

2/ —1

Z Pk (5) ikt



Théoreme de représentation

Il s’agit d’un lemme général d’optimisation dans des
RKHS (Kimeldorf & Wahba (1971)) pour résoudre le
probleme suivant :

Etant donnés {y;, t;; i=1,2,...,n},y; € Rett; € 7,Ket
(éventuellement) M fonctions particulieres { P, ... Py}
sur 7, déterminer f de la forme

f(s) =Y, a;®4(s) + h(s) avec h € Hy minimisant

I(f,y) = 21 i ) + AR, )

ou C est une fonction convexe de f.



Si I’on suppose que le minimiseur de C(y;, f(¢;)) dans
'espace engendré par les ®;’est unique, alors 1’argmin
de Z(f,y) est de la forme :

n

M
f(s) =) a,Py(s) + ) ciK(t;,s). (4)
d—1 —1

1=

Les vecteurs a = (ay,...,ap)’ etc = (cq,...,c,)! sont
déterminés numériquement en substituant (4) dans le

premier terme de (3).



D’apres le lemme précédent, la solution au probleme de
minimisation f) = argmin, ., Z(h,y) ou
- 2 1 2 2(p12
I(h,y) =) _(h(t;) = yi)™ + A%[| Rl
=1

s’ecrit en fonction des K(¢;,-), 1 .e.
falx) = - u;K(t;, x), avec

u = (K+A°L) " (y),

et K désigne, par abus de notation, la matrice de Gram
(K(t;, t]-) ).



Remarque

L'idée est simple. Au lieu d’utiliser la décomposition
infinie &;~,)V;r, nous allons tronquer les

développements a une résolution maximale J. Il s’agit
ainsi d’approcher f, par le choix de | et la restriction de
Z(h,y)a H;jr. Plus précisément, pour | assez grand, on
résout la minimisation dans H; r défini par le noyau
tronqué

Ki(x,y)= ) lpg(x)llﬂg(y), x,y €10,1).



Si K j est la matrice de Gram et u i la solution
correspondante, on a

u—u; = (Ky+A%L,) YKy — K)(K+ A%L,) " fx,
ce qui donne

max 14; — 1t] < [[(K+ A2L) oo | (K) + A2L) ™ol K — Ko

Or ,umax(K]) < ,umax(K]—H) S ,umax( ) et ,umin(K]) >
Vmin(KHl) +++ = YPmin(K) > 0. Donc ||(K]‘|‘)‘2 n)” 1Hoo

sont uniformément bornés en J.



De plus,
]hm |K — Kjlleo = 0.

Par conséquent

]Iim max |u; — u; ;| =0 ©
— 00 1

et

fix— fa

quand | — .



Pénalisation par ondelettes

Pour simplifier, on suppose que I' ne dépend que de j
dans Gj, et donc K est une Fj_l-pondération, des noyaux

2] —1
Z l/)] k\S l/J] k(f
Dans ce cas on a
Hr = {1} & @l 'W;. ©

Par orthogonalité des ondelettes les VV; sont des
sous-espaces orthogonaux de’Hr.



Par analogie avec le lissage par fonctions spline, une
facon d’estimer f serait de trouver f € Hr minimisant

1 n
— ) Avi— f(E)} + A7)0 IPSIIE, (7)
=1

j>0

ou 6 > 0. Si 6; = 0, il convient de prendre ||Pif||f = 0,

avec la convention 0/0 = 0.



Notons que pour | > log,(n) le minimum est atteint
dans H;r et le probleme de minimisation peut étre
enoncé comme : trouver f € H;r pour minimiser

E;{yi—f(ti)}%r/\z Y, 0 Pflfr (8

0<j<]
Une telle procédure d’estimation est controlée par une
pénalité quadratique et telle quelle elle produira des es-
timateurs linéaires dont les taux asymptotiques seront
optimaux pour des classes de fonctions suffisamment

régulieres.



Rétrecissement (shrinkage)

On propose de minimiser plutot

/
. Z{yz FG)Y 4 Ry (), aveck () = 1 Py
]:
)

Notons que Rj(f) n’est pas une norme sur H;r mais une
pseudo-norme: Vf,h € Hyr, R;(f) > 0,

Ry(cf) = [eRy(F), Ry(f +h) < Ry(f) + Ry (), et , pour
tout f € Hjr non constant, R;(f) > 0. De plus

J /
Y APy, < Ri(H><T Y IBfI3,. (10
=

j=0



Remarque

Sin = 2/, 1a procédure classique de rétrécissement par
ondelettes est obtenue par minimisation de

] 2-1
ly —WBIZ+2A2Y . Y 277%|Bjl.

i=0 k=0

Pour chaque (j, k) € Gj, le produit tensoriel ¢; i (s); i(t)
définit un noyau ondelette et si W;; est le RKHS corre-
spondant, on voit que la pelnalisation L, des coefficients
équivaut a (10) avec Rj(f) = Z] 0 22] L|IP kaWj,k’ inter-
prétant ainsi la pénalité comme la somme des normes des

composantes.



Solution et propriétés asymptotique:

Considérons la décomposition de H;r en
Hir =W & @]LOW]'I.

Alors il existe une solution de (9) dans H r.



Dans les problemes d’estimation non paramétrique par
ondelettes, on consideére souvent les espaces B}, ,([0,1)).
Pour des ondelettes suffisamment régulieres d"une
fonction f dans la boule unité de B}, (]0,1)) on a

-
Q=

<=

L i(esn)g-ne 3 '
Y 2 2 Y |dkl? <1. (11
j=0 k=0



Soits > 0,p,g > lavecp=2/(2s+1) < min{p,q} et
] < oo. Supposons aussi que dj = {d,, g € U 0Gi}

satisfait a (11). Prenant I'; = 2~ —j((2s+1)5-1) op afeHr,
On peut alors énoncer le théoreme suivant :
Sous les conditions ci-dessus

si fo n'est pas constante, et si

AL = Op(n(Z_P)/‘L)R;l_p)/Z(fO), on a

L|£ = folln = Op(An) R} *(fo);

si fo est constante alors
7 |f = folln = Op(max{(nA,)~2/%,n=1/2}).



En choisissant de maniere appropriée le parametre A le

taux asymptotique de l'estimateur est n~(270)/4 C’est le
taux minimax sans terme en log n. Le résultat précédent
repose sur un théoreme général de Sara van de Geer
(Théoréme 10.2) a condition de controler la J-entropie de
la boule unité des espaces B}, ,(]0,1)). Un résultat récent
de Picard et Kerkyacharian (Esaim, 2003) permet
d’affirmer que

675 <H(6,B5,) <C6 5, &>0. (12)

ce qui permet d’etablir le résultat.



Algorithme de calcul

Une formulation équivalente plus facile est calculer est
de considérer 6 = (0, ...,0;)! et f € H;r minimisant

—Z{yz flx)}?+20 Y 60 1HPfH]r+V29], (13)
O<]<] ]

sous la contrainte 9]- >0,7=0,...,],0ou Ay est une posi-

tive arbitraire et v = v, un parametre de lissage.



Soit v = A*/(4Ag). D’une part, si f minimise (9), en
posant 9j = A(l)/z)\_l/z\\P]fH],r, le couple (8, f) minimise
(13). D’autre part si (6, f) estun couple qui minimise
(13), alors f minimise (9).

La pénalité additionnelle sur les 6 dans (13) permet
d’avoir certaines composantes de 6 nulles, produisant
ainsi 'annulation de certains détails et conduisant a du

seuillage des coefficients.



La solution f est de la forme

n J

flx)=b+} c ) Kj(tix),

avec ¢ = (cq,..., cn)T cR", beRet K]- le noyau de W]-,r.
Notons encore K; la matrice {K;(¢;,t;)},i = 1,...,n,j =
1,...,n et Ky la matrice Z]-:O G]K]-, et soit 1, le vecteur

colonne a r composantes égales a 1.



Alorson a f = Kgc 4 b1y, et (13) s’exprime comme :

1 J J J
—lly = ) 0iKje —blulli + A0 ) ' Kie+v ) 6, (14)
j=0 j=0 j=0

avechZO,j:O,...,].
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Si les composantes de 0 sont fixées, alors (14) s’écrit

min |y — Kge — b1, |2 + nAge! Kgc, (15)
C,

qui peut étre résolu par des méthodes linéaires. D'un
autre coté, si c et b sont fixés, notons d]- = KjcetD la

matrice d’ordre n X | dont la jeme colonne est d;.



On montre alors que 6 minimisant (14) est solution de

/
mé'm||z—D6H%+m/29j, (16)
=0

ouz=y—(1/2)nAyc— bl,.
On peut alors itérer entre (15) et (16). A chaque itération

(14) décroit.



L’expression(16) équivaut a

]
: 2
min |z — DO||;; sous 6; > 0, ]X%) 0; < M, (17)
pour un certain M > 0. Si l'algorithme itérant entre (15)
et (16) converge, alors la solution est également un point

fixe de I’algorithme qui itere entre (15) et (17) pour M fixé.



Algorithme

. Initialisation: Fixer 9]- =1,7=0,...,].
. Résoudre en c et b avec (15).

|
2
3. Pour c et b obtenus au pas 2, résoudre en 0 avec (17).
4

. Avec le nouveau 0, résoudre en c et b avec (15).

Cette procédure a un pas global est aussi efficace que celle

procédant a toutes les itérations (voir Antoniadis et Fan

(2001)).



SK estimate Penalized estimate

Simulation.



Exemple

@D
=
i
E
=
7]
@
=
]
L
i)
C
o]
o

SK estimate

Simulation.
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