LICENCE NIVEAU 2 SUITES ET SERIES DE FONCTIONS
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Jeudi 14 décembre 2023 (1h)

Cours. 1.Enoncer le théréme de Dirichlet.

2. Soit f une fonction continue par morceaux et 2m-périodique. Donner I'une des versions
(exponentielle ou trigonométrique) de 'identité de Parseval.

3.Soit f une fonction de classe C' et 2m-périodique. Montrer que les coefficients de
Fourier exponentiels de f vérifient :

o0-,9., (5)

Exercice 1. On considére la fonction f paire et 2m-périodique telle que f(z) = z(m — )
pour z € [0, 7].

1. Dessiner l'allure du graphe de f entre —37 et 37.

2. Montrer que f est continue et C! par morceaux.

3. Calculer les coefficients trigonométriques de f et en déduire que la série de Fourier
de f est donnée par

2

m 5 dcos(nr) w2 G cos(2kx)
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n= —1
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4. Que peut-on dire de la convergence de cette série de Fourier ?

0
5. Calculer la somme de la série Z =k
k=1
0 4
1 T
6. Montrer que ,; 00

7. Aurait-on pu deviner avant calcul que la série de Fourier de f ne contenait que des
termes en cos(nz) pour n pair?

Exercice 2. Retrouver via les séries de Fourier I’ensemble des solutions 27-périodiques
et de classe C' a I’équation différentielle

VreR, f(z)=¢"f(x).



Corrigé

Cours. 6 points

Exercice 1. 14 points
1.

2. La restriction de f a l'intervalle [0, 7] est de classe C'. Par parité, c’est aussi le cas de
la restriction de f a [—m,0]. Puis, par 2m-périodicité, la restriction de f a [kn, (k+ 1)7]
est de classe C' pour tout k. Cela prouve que f est C!' par morceaux. Il reste & montrer
qu’elle est continue en k7 pour tout k € Z. Par 2mw-périodicité, il suffit de montrer qu’elle
est continue en 0 et en 7. Par parité on a f(—h) = f(h) pour tout h € [0,7], on en
déduit que f est nécessairement continue en 0. En utilisant la périodicité et la parité de
f on obtient

lim f(r+h) = lim f(—7+h)= lim f(m—h)= f(m).

h—0+ h—0+ h—0+

Cela prouve que f est continue en 7. On en déduit que f est continue sur R.

3. Comme la fonction f est paire, on a b,(f) = 0 pour tout n € N. Pour les a,(f) on a
d’une part

D’autre part, pour n € N* on obtient par une double intégration par parties

a,(f) = 2 Jw(mr — 2%) cos(nz) dx
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——3 sl n est pair,
0 si n est impair.



En faisant le changement d’indice n = 2k pour n pair, on obtient

S = “ 13 a5 costo)
w2 =4
=%~ ,;2 — cos(nx)

6 = 4k2
2 & cos(2kx)
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Cela donne bien les égalités demandées.
4. Comme f est continue et C' par morceaux, S(f) converge normalement vers f.
5. En évaluant 1'égalité S(f)(z) = f(z) en z = 0 on obtient
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6. Par 1’égalité de Parseval on a
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n=1 -7

On calcule d’une part
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Et d’autre part
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Ainsi on a bien



7.0n observe que f est en fait m-périodique. En effet, pour z € [0, 7] on a

flo—m) = (v —m)%® = f(2),

et on conclut par 2m-périodicité. Or le développement en série de Fourier d’une fonction
paire et T-périodique (avec T' > 0) est de la forme

aogf) +iaj(f) cos (27;75”>

Jj=1

D’ou la conclusion avec T = 7.

Exercice 2. 4 points
On suppose que f est solution. Pour n € Z on a

inealf) = () = enle”f) = 5 f et = o [ ) I dr = e (f)

—T 27T —T
Pour n = 0 on obtient ¢_;(f) = 0. Par récurrence sur k € N*, on obtient alors

ci(f) = 0.

On vient de le voir pour k£ = 1, et si on suppose le résultat acquis jusqu’au rang k — 1
(k>2)alorsona(avecn=—-k+1=—(k—1))

C_k<f) = ’L(—]f + 1)C_k+1 = —Z(]{Z - 1)0—(k—1) = 0.

utr r n veérl I récurren ur n u
D’autre part, on vérifie par récurrence s e N que

C’est clair pour n = 0, et si on suppose le résultat acquis au rang n — 1 (n > 1) au

obtient - . .
Cn(f) _ Cn—l(f) _ (_7’? CO(f) _ (_nll)

in i (n—1n

co(f)-

Ainsi, si on note o = ¢y(f), la série de Fourier de f est donnée par

(=2)"
!

n

e = a exp(—ie'™).

Sy =ay

Comme f est de classe C!, elle est égale a sa transformée de Fourier, on obtient

; AT

VeeR, f(z)=ae"".

Inversement, on vérifie que les fonctions de cette forme sont bien de classe C! et 27-
périodiques sur R, et on a

VreR, f'(x)=—ie” xix f(x)=e"f(x).



