Mathématiques pour les glomorphes a rayures

Algebre linéaire

(Chapitre en cours de construction)

Dans tous ce chapitre, K désignera un corps. On ne considérera que des situations ou
K est le corps R des réels ou le corps C des complexes, si bien qu’il n’est pas nécessaire
de savoir ce qu’est un corps général. Les éléments de K seront appelés scalaires.

On a vu que les structures des ensembles de solutions pour concernant certaines
équations de suites récurrentes ou pour certaines équations différentielles avaient la
mme structure, et que les démonstrations étaient analogues. Il semble intéressant de
comprendre quel est le point commun entre les deux problemes qui explique qu’ils se
ressemblent tant. Plutot que de traiter séparément chaque situation, si on est capable
d’identifier quelle cause entraine quelle conséquence dans un cadre abstrait commun, on
pourrait traiter d’un seul coup toutes les autres situations similaires qui se présenteront
ensuite.

C’est I'objectif des structures algébriques, identifier ce qui est commun dans des
contextes a priori trés variés, et voir tout ce qu’on peut déduire & partir de ces seuls
points communs, afin d’obtenir les mimes conclusions valables pour tous ces problemes
tres différents.

On étudie dans ce chapitre les espaces vectoriels, cadre adapté pour étudier ensuite
les applications linéaires. Ce n’est pas la structure algébrique la plus simple, mais c’est
peut-étre la plus simple a appréhender car le cas modele est un cadre avec lequel on est
déja familié : les vecteurs de R? ou R3.

1 Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

Le but de la notion d’espace vectoriel est donc de regrouper sous un méme nom tous
les ensembles munis d’opérations qui se comportent comme pour les vecteurs de ’espace
usuel. Le but est de généraliser a tous ces contextes toutes les propriétés déja connues
pour les vecteurs.

On considere par exemple le cas de R3. On peut additionner les vecteurs de R3 :

1 Y1 1+ Y1
To |+ y2|= |22+ Y2
3 Y3 T3 + Y3
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On note qu’on utilise 'addition connue sur R pour définir 'addition sur R3. 11 est alors
facile de vérifier que cette addition verifie toutes les bonnes propriétés de 'addition des
réels. Cette addition est associative. Cela signifie que pour tous @, 7,2 € R? on a

(T+Y)+Z =7+ (¥ + 7). (1.1)
Cette addition admet un élément neutre. Il existe un vecteur 0 tel que
VZeR), Z+0=0+7=0. (1.2)

Il suffit de prendre

ol 0 est I’élément neutre pour I'addition sur R. Enfin tout vecteur de R?® admet un
opposé :

VZ eRITeR?, T+ =7+2=0. (1.3)

On note alors (— ) 'opposé de 7. Dans le cas de R3, 'opposé de @ = (1, 22, x3) est
—x
-7 = —XI9

Les propriétés (1.1), (1.2) et (1.3) font de R3, muni de son addition, ce qu’on appelle un
groupe. C’est méme un groupe commutatif, puisque I’addition est commutative :

VZ,TeR T+7T=7+T.

On peut également multiplier les vecteurs par un réel. La définition est la suivante :

I )\:L‘l
A- o | = )\%2
T3 )\$3

Avec les propriétés de la multiplication sur R on peut vérifier les propriétés suivantes
pour cette multiplication externe sur R3. Par associativité de la multiplication sur R, on
obtient que

VO, m)eKEVTZ eE, \-(u-T)=0\p)- 7 (1.4)

Comme 1 est un élément neutre pour la multiplication de R, on a aussi
VZeE 1-7T=T7. (1.5)
Enfin, la propriété de distribution entre ’addition et la multiplication de R donne
VAeK.Y(Z,7)eE: XN (Z+7)=\A\Z+\-7 (1.6)

et
VO, u)eKEVTZ eE, A+p) - T=XN-Z+u 7. (1.7)



1.1

Définition et exemples de référence

Définition 1.1. On appelle K-espace vectoriel un ensemble non-vide E muni d’une loi de
composition interne (I’addition)

{ExE—» E
(T, ¥) » T+7

et d’une multiplication externe

KxE — E
A\T) — AT

vérifiant les propriétés suivantes :
(i) 'addition est commutative : V(7, 7)€ B2, T+ ¥ =¥ + 7 ;
(ii) I'addition est associative : V(@, 7, 2) e B3 (T + W)+ 2 =7+ (¥ +72);

(iii) I'addition admet un élément neutre : il existe 0 € E tel que pour tout @ € E on a

Z+0=0+7=0;

(iv) tout élément T de E admet un opposé (inverse pour l'addition) : il existe 7 € E

telque @ +7 =7 + @ = 0 (on note alors 7 = —7)
VT ek 1x- 7T =7
VAeKY(Z, P)eB2 N (Z+Y)=\A-T+\-7;
VO ) eKEVZ eE, VN +p) T =\N-7 +u-0;

YO\ p) e KZEVZ €eE, N (u-T) = () - 2.

Tous les exemples que 'on va donner sont basés sur le fait que R est un R-espace

vectoriel. En effet, il résulte de la construction de R que toutes les opérations de la
définition 1.1 sont valables si les vecteurs sont, comme les scalaires, des réels. Dans ce

cas

le vecteur nul est simplement 0 =0.De méme, C est un C-espace vectoriel.

A partir des opérations connues sur R, on peut donner d’autres exemples d’espaces

vectoriels, sur le modele de ce qu'on a discuté en introduction (et en commencgant
d’ailleurs par ce cas).

Proposition 1.2. L’ensemble R?, muni des opérations usuelles sur les vecteurs définies

par

est un R-espace vectoriel, dont I’élément neutre pour l’addition est 0 = (

Rd

e G)er ()-0)-(i2
T2 ’ Y2 ’ T2 Y2 T2 + Y2
VT = (”51) eRZVAeR, - (“31) - (A“) ,
T2 T2 Ay

8) . De méme,

muni des opérations analogues est un R-espace vectoriel, et C? est un C-espace

vectoriel pour tout d € N.

On a dit que C est un C-espace vectoriel. En ne prenant que des A réels dans la

définition 1.1, on peut aussi le voir comme un espace vectoriel réel.



Proposition 1.3. C, muni de ses opérations usuelles (en restreignant la multiplication au
produit d’un réel avec un complexe), est un R-espace vectoriel.

La facon dont on a muni R? = R x R d’une structure d’espace vectoriel a partir de
celle de R peut étre généralisée au produit de n’importe quelle paire d’espaces vectoriels.

Proposition 1.4 (Espace vectoriel produit). Soient E; et Ea deux K-espaces vectoriels.
Alors E1 x Eg est un K-espace vectoriel pour les opérations suivantes. Pour x1,y1 € Eq,
To9,ys € Eo et A € K on pose

(x1,22) + (y1,¥2) = (21 + Y1, 22 + Y2)

et
A- (1‘1,%’2) = (/\ . acl,)\ . .7}2).

Dans les deux cas, on utilise pour la premiére coordonnée les opérations sur E1 et pour
la seconde coordonnées les opérations sur Eo. L’ensemble E1 x Eo muni de ces opérations
est alors un K-espace vectoriel.

Proposition 1.5. K[ X ] est un K-espace vectoriel pour les opérations (somme et multipli-
cation par un scalaire) usuelles.

Proposition 1.6. L’ensemble KN des suites ¢ valeurs dans K est un K-espace vectoriel
pour les opérations (somme et multiplication par un scalaire) usuelles.

On peut voir un élément de K¢ comme une application de [1,d] dans K et un élé-
ment de KN comme une application de N dans K. Ainsi exemple suivant généralise
naturellement les précédents.

Proposition 1.7. Soit Q un ensemble quelconque. Alors 'ensemble F(2; K) des fonctions
de Q dans K est un K-espace vectoriel pour les opérations usuelles : pour f, g€ F(;R)
et e R on définit (f + g) et \f par

VeeQ, (f+g))=[f(x)+g(x) et (A f)z)=Af(2)

Tres vite (c’est-a-dire dés maintenant), on va arréter d’utiliser des fleches pour les
vecteurs ou un point pour marquer la multiplication externe. Il faudra par exemple étre
prudent avec la notation 0 qui pourra a la fois désigner le scalaire nul dans K et le vecteur
nul dans E. Si on est attentif a la nature des objets que I’on manipule, il ne doit pas y
avoir d’ambicuité, mais on peut utiliser des notations différentes quand cela facilite la
compréhension.

On peut de la méme fagon munir F(£2, E), o Q est un ensemble quelconque et E est
un K-espace vectoriel quelconque, d’une structure de K-espace vectoriel.

1.2 Sous-espaces vectoriels

Il apparait assez clairement que la définition 1.1 va étre pénible & vérifier en pratique.
On va donc s’empresser de le faire le moins possible. On ne le fait que pour quelques
espaces vectoriels de références (dont certains ont déja été discutés au paragraphe précé-
dent) et ensuite, bien souvent, on pourra montrer qu'un ensemble muni d’une addition et
d’une multiplication est un espace vectoriel en le voyant comme le sous-espace vectoriel
d’un espace vectoriel déja connu.



Définition 1.8. Soit E un K-espace vectoriel. Soit F une partie non vide de E. On dit
que F est un sous-espace vectoriel de E si c’est un espace vectoriel pour les opérations
définies par restriction des opérations sur E.

Proposition 1.9. Soient E un espace vectoriel et F une partie de E. Alors F est un sous-
espace vectoriel de E si et seulement si

0ekF;
Ve,ye F, x +y e F;
VreF,VYAeK, A\x e F.

Remarque 1.10. De fagon équivalente, F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement
si

0eF,
Vr,ye F,YAe K, Mx+yeF.

Example 1.11. — {0} et E sont des sous-espaces vectoriels de E.
— Soient «, # € R. La droite vectorielle d’équation axq + Bx2 = 0 est un sous-espace
vectoriel de R?.
— Soient a, 3,7 € R. Le plan vectoriel de R? d’équation oy + Bxg + yo3 = 0 est
un sous-espace vectoriel de R3.

1.3 Sommes de sous-espaces vectoriels, sous-espaces supplémentaires

Proposition 1.12. Soit E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels de
E. Alors la somme
F+G={zx+y,xeF,yeG}

est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Comme 0 e Fet 0 e G,ona0=0+0¢€ F+ G. Soient x,y € F+ G et
A€ K. Il existe g, yr € F et xg,yc € G tels que x = zg + z¢g et ¥y = yr + yg. On a alors

Ar +y = Mzr + 26) + (yF + yc) = (A\vr + yF) + (A +yg) € F + G.
€ €

Cela prouve que F + G est un sous-espace vectoriel de E. O

Remarque 1.13. Attention & ne pas confondre F + G et F U G. En général (sauf si I'un
est inclus dans I'autre), 'union de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace
vectoriel.

Définition 1.14. Soit F un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels
de E. On dit que F et G sont en somme directe si

FnG={0}.
Dans ce cas on note la somme F @ G plutot que F + G.

Définition 1.15. Soit £ un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels
de E. On dit que F et G sont supplémentaires dans E si Fn G = {0} et F+ G = E.

& Ex. 1-2



Exemple 1.16. Soit F et G deux droites vectorielles de R2. Si elles ne sont pas confondues,
alors elles sont supplémentaires dans R?.

Exemple 1.17. Les sous-espaces

I 0
F= Ty |, 21,0 € R? et G= t|,teR
0 2t

sont supplémentaires dans R3.

& Ex. 3-5

1.4 Exercices

(voir la feuille d’exercices plus compléte disponible sur Moodle)

FEzxercice 1. 1.S0it g € R. Montrer que ’ensemble des fonctions f de R dans R telles
que f(zp) = 0 est un R-espace vectoriel.

2. Montrer que ’ensemble des fonctions continues de R dans R est un R-espace vectoriel.
3. Montrer que ’ensemble des fonctions dérivables de R dans R est un R-espace vectoriel.

Ezxercice 2. Soit w un ensemble non vide et (F;);e, une famille de sous-espaces vecto-

riels de E. Montrer que l'intersection ) jew Fj €st un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 3. On note
F={(z,0),zeR} G={(z,z),zeR}.
Montrer que F et G sont des sous-espaces supplémentaires dans R2.

Exercice 4. On note
F={PeR[X],P(0) =0} G={PeR[X], P(0)=0}.

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R[X]. Sont-ils en somme directe ?
Identifier la somme F + G.

FEzxercice 5. On note E le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R. On note F
I’ensemble des fonctions de R dans R qui sont paires, et G ’ensemble de celles qui sont
impaires. Montrer que F et G sont des sous-espaces supplémentaires dans E.

Ezercice 6. Soient a,b € R. Montrer que I’ensemble des suites réelles (uy,),,cy telles que
VneN, upto = aups1 + buy,
est un sous-espace vectoriel de RN,

Ezxercice 7. Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
A quelle condition "union F U G est-elle un sous-espace vectoriel de E.



2 Bases, dimension d’un espace vectoriel, espaces de dimensions
finies.

2.1 Combinaisons linéaires, sous-espace engendré par une famille de vecteurs

Définition 2.1. Soit E un espace vectoriel et A une partie de E. On appelle combinaison
linéaire de vecteurs de A un vecteur de la forme

m
xr = Z AL UE
k=1

avec m € N, aq,...,apm, € Ket vy,...,v, € A. On note vect(A) l’ensemble des combi-
naisons linéaires de vecteurs de A.

Proposition 2.2. Soient E un espace vectoriel et A une partie de E. Alors vect(A) est un
sous-espace vectoriel de E. C’est le plus petit (pour l'inclusion) sous-espace vectoriel de
E contenant A (au sens ou vect(A) est l'intersection de tous les sous-espaces vectoriels
de E contenant A, voir l’exercice 2).

Démonstration. (A compléter) O
Définition 2.3. Soit F = (v;)jew une famille quelconque de vecteurs de E. On note
vect(F) = vect(vj, j € w).

Soit (Aj)jew une famille de scalaire. On dit qu’elle est presque nulle si tous les Aj,
sauf un nombre fini, sont nuls. Autrement dit, ’ensemble {j € w|A; # 0} est fini.
Etant donnée une famille F = (vj)jew de vecteurs de E, vect(F) est alors I’ensemble
des vecteurs de la forme
T = Z )\jUj

JEW
ol (Aj)jen est une famille presque nulle.
Si F = (vi,...,0m) est une famille finie, vect(F) est simplement l’ensemble des
vecteurs de la forme .
T = Z )\jvj,
j=1

avec A\i,...,A\m € K.

2.2 Familles libre, familles génératrices, bases

Soit E un K-espace vectoriel.

2.2.1 Familles génératrices
Définition 2.4. Soit F une famille de vecteurs de E. On dit que F est une famille
génératrice si vect(F) = E.

En particulier, une famille finie (v1,...,v,) de vecteurs de E est génératrice si pour
tout x € E il existe A1, ..., A\ € K tels que x = A\jvy + -+ + Ao,

Remarque 2.5. Toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.



Ezemple 2.6. — () zek est une famille génératrice de E (ce n’est pas tres intéressant,
mais c’est vrai).
— Deux vecteurs non-colinéaires de R? forment une famille génératrice de R2. Plus
généralement, toute famille contenant au moins deux vecteurs non-colinéaires de
R? est génératrice.
— Trois vecteurs non-coplanaires de R? forment une famille génératrice de R3. Plus
généralement, toute famille contenant au moins trois vecteurs non-coplanaires de
R3 est génératrice.

2.2.2 Familles libres

Définition 2.7. Soit F = (v;) e, une famille de vecteurs de E. On dit que F est libre (ou
que les v, j € w, sont linéairement indépendants) si pour toute famille (A;) e, presque
nulle d’éléments de K on a

2)\]'%':0 - Vjew,)\jzo.
JEW
Dans le cas contraire, on dit que la famille F est liée (les v;, j € w, sont linéairement
dépendants).
En particulier, une famille finie (v1,...,v,,) de vecteurs de E est libre si pour tous
A, Am € Ktels que Adjog + -+ Ao =0ona A\ =--- =X\, =0.
Remarque 2.8. La famille (J est libre, tandis que la famille {0} est liée.

Ezxemple 2.9. — Une famille de deux vecteurs de R? est libre si et seulement si ces
deux vecteurs ne sont pas colinéaires.
— Une famille de trois vecteurs de R? est nécessairement liée.

Proposition 2.10. (i) Toute sous-famille d’une famille libre est libre. De fagcon équiva-
lente, toute famille contenant une famille liée est liée.

(ii) Si une famille est liée, on peut écrire ['un des vecteurs comme combinaison linéaire
des autres vecteurs de la famille.

(iii) Une famille obtenue par concaténation d’une famille libre L et d’un vecteur v €
E\vect(L) est libre.

Proposition 2.11. Soit L = (vj)jen une famille libre de vecteurs de E et x € vect(L).
Alors il existe une unique famille (\)jew presque nulle de scalaires telle que

T = 2 )\jvj.
JEW
Démonstration. On suppose que (\j)jew €t (1)jen sont deux familles presque nulles de
scalaires telles que
T = Z )\j’Uj = Z HjiU5.
JEW JEW
Alors la famille (A\j — 15)jew est presque nulle et on a
2 (A = pj)v; = 0.
JEW

Comme la famille £ est libre, cela implique que A\; = u; pour tout j € w. O



2.2.3 Bases

Définition 2.12. Une famille de vecteurs de E est une base si elle est libre et génératrice.

Ezemples 2.13. — (J est une base de {0} ;
— (1) est une base de K (en fait, (x) est une base de K pour tout x € K\ {0});
— Deux vecteurs non-colinéaires de R? forment une base de R?;
— Trois vecteurs non-coplanaires de R? forment une base de R?:
— (1) est une base du C-espace vectoriel C, et (1,i) est une base du R-espace
vectoriel C;
— Soit d € N. Pour j € [1,d] on note

(ot I'unique coefficient 1 est en j-ieme position). Alors la famille (e;)1<j<a est
une base de K%. Elle est appelée base canonique de R,

— La famille (X7)jen est une base de K[X]. Elle est appelée base canonique de
K[X].

Définition 2.14. On suppose que B = (e;) e est une base de E. Soit x € E et (z;)jen
I’unique famille presque nulle de scalaires telles que
T = Z zje;j.
JEW
Alors les x5, j € w, sont appelés coordonnées de z dans la base B. On note alors e;‘
I'application qui a € E associe sa coordonnée z; selon le vecteur e;.

Remarque 2.15. On considere le cas E = K™. Si 8 est la base canonique de K" (et
seulement dans ce cas), tout vecteur coincide avec le vecteur de ses coordonnées dans la
base 3. En dehors de ce cas tres particulier, il faut bien distinguer un vecteur de E et
son vecteur de coordonnées dans une base (c’est particulierement perturbant si E = K"
mais 3 n’est pas la base canonique).

Exemple 2.16. On consideére dans R? les vecteurs

o= (0 () () mm ()

Les familles (e1, e2) et (81, B2) sont des bases de R2. Etant donné un vecteur
T = )
T2

x = w161 + Toes et = (x1 —x2)B1 + x20.

on a

On observe en particulier que méme si e; = 1, on a ef # (7. Ainsi les applications
coordonnées dépendent bien de tous les vecteurs de la base considérée.

& Ex. 11

& Ex. 12



2.3 Espaces vectoriels de dimensions finies, dimension d’un espace vectoriel

Définition 2.17. Soit E un K-espace vectoriel. On dit que E est de dimension finie s’il
admet une famille génératrice finie (contenant un nombre fini de vecteurs). Sinon on dit
que E est de dimension infinie.

Lemme 2.18. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient L une famille
libre de E et G une famille génératrice finie. Alors il existe une base B de E telle que
LcBcg.

Démonstration. On note A I'ensemble des familles libres de E contenant £ et contenues
dans G. Alors A n’est pas vide (il contient £) et a un nombre fini d’éléments (qui sont
toutes des familles finies) car G est finie. On choisit alors une famille B de A de cardinal
maximal. Elle est libre par définition. Soit g € G. Comme la concaténation de B avec g
contient £, est contenue dans G et a plus d’éléments que B, elle ne peut pas étre libre.
On a donc g € vect(B). Ainsi G < vect(B) et E = vect(G) < vect(B). Cela prouve que B
est génératrice, donc c’est une base de E. O

Lemme 2.19. Soit G une famille génératrice finie et L une famille libre. Alors on a

Card(L) < Card(G).

Démonstration. On montre par récurrence sur p € N que si E admet une famille géné-
ratrice a p éléments alors toute famille contenant au moins p + 1 éléments est liée. Si

= 0 alors E = {0} et (0) est la seule famille contenant au moins 1 élément. Elle est
liée. On considere p € N* et on suppose le résultat acquis jusqu’au rang p — 1. On sup-

pose donc que E admet une famille génératrice (eq,...,ep) et on considere une famille
F = (f1,--., fp+1) de vecteurs de E.
Pour tout j € [1,p + 1] il existe a1 j,...,qp j € K tels que

p
fi =), aigei.
i=1

On suppose que ;1 = 0 pour tout i € [1,p]. Alors fi = 0 et la famille F est
nécessairement liée. On suppose maintenant qu’il existe i € [1,p] tel que a;; # 0.
Quitte a échanger les roles de e; et e;, on peut supposer sans perte de généralité que
ajq # 0. On pose F = vect(ez,...,e,). F admet alors une famille génératrice a p — 1
éléments. Pour j € [2,p + 1] on pose

a5

gi=fi—-—LheF.
j 17
La famille (g2, ..., gp+1) contient p éléments, donc par hypothese de récurrence elle est
liée. Il existe A, ..., A\py1 non tous nuls tels que
p+1
Z /\jgj = 0.
j=2

Cela donne
p+l pt1 Aiauy ptl
OZZAJ‘QJ‘Z— 27; o fl"‘z)\jfj-
j=2 j=2 bl j=2
Il s’agit d’une relation non triviale entre les f;, 1 < j < p+ 1, donc la famille F est liée.
D’ou le résultat par récurrence. O

10



Corollaire 2.20. Si E admet une famille libre infinie, alors il est de dimension infinie.
Ce dernier résultat est en fait une équivalence (voir 'exercice 7 7).

Théoréme 2.21 (Théoreme de la base incomplete). Soit E un K-espace vectoriel de di-
mension finie.

(i) Existence de bases en dimension finie : E admet une base.

(ii) Théoréme de la base incompléte : Une famille libre de vecteurs de E peut étre
complétée en une base de E.

(iii) Théoréme d’extraction des bases : D’une famille génératrice finie de vecteurs de E
on peut extraire une base de E.

Démonstration. Soit G une famille génératrice finie. On obtient la troisieme assertion (et
donc la premiére) en appliquant le lemme 2.18 avec £ = ¢J. Pour la deuxiéme assertion,
on observe que L est nécessairement finie d’apres le lemme 2.19, puis on applique le
lemme 2.18 avec L et la famille génératrice (finie) obtenue en prenant les vecteurs de £
et de G. O

Théoréme 2.22 (Théoreme de la dimension). Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie. Alors toutes les bases de E sont finies et ont le méme nombre d’éléments.

Démonstration. Soient B et B’ deux bases de E. Comme ce sont des familles libres, elles
ont chacune un nombre fini d’éléments. Comme B est libre et B’ est génératrice, on a
Card(B) < Card(B'). Comme B’ est libre et B est génératrice, on a aussi Card(B’) <
Card(B). D’ou le résultat. O

Définition 2.23. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle dimension
de E et on note dim(E) le nombre d’éléments de n’importe quelle base de E.

Exemples 2.24. — R? est un R-espace vectoriel de dimension d.
— C est un R-espace vectoriel de dimension 2.

Proposition 2.25. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N. Soit F une
famille de vecteurs de E. Si deux des assertions suivantes sont vraies alors la troisiéme
l’est également :

(i) F an éléments;

(ii) F est libre;

(iii) F est génératrice.

En particulier, F est dans ce cas une base de E.

Démonstration. On suppose que F est libre et a n éléments. Alors par le théoreme de
la base incompléte, elle peut étre complétée en une base B de E. Comme Card(B) = n =
Card(F), on a en fait B = F, donc F est une base. De méme, une famille génératrice a
n élément est une base par le theoreme d’extraction des bases. ]

Définition 2.26. Soit F une famille de vecteurs de E. On suppose que vect(F) est de
dimension finie. Alors on appelle rang de la famille F et on note rg(F) la dimension de
vect(F).
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2.4 Sous-espaces d’une espace vectoriel de dimension finie

Proposition 2.27. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace
vectoriel de E. Alors F est de dimension finie et dim(F) < dim(E). En outre on a
dim(F) = dim(E) si et seulement si F = E.

Démonstration. On note n = dim(E).

e On suppose par I'absurde que F est de dimension infinie et on montre par récurrence
sur p € N* que F admet une famille libre & p éléments. Comme F # {0} on peut
considérer e; € F\ {0}. Cela définit une famille libre (e;) & 1 élément. Supposons avoir
construit une famille (eq,...,ep) libre dans F. Comme F # vect(eq,...,ep), on peut
considérer e,;1 € F\vect(eq,...,e,) et on obtient une famille (ey,...,e,+1) libre dans F.
Cela prouve que F admet une famille libre a p éléments pour n’importe quel p € N. Une
famille libre dans F étant aussi une famille libre dans E, elle admet au plus n éléments.
On obtient donc une contradiction deés que p > n. Ainsi F est de dimension finie. En
outre, dim(F') < n.

e SiE = F il est clair que dim(F) = dim(E). Inversement, on suppose que dim(F) =
dim(E). Soit B une base de F. C’est une famille libre de E ayant n éléments, donc c’est
aussi une base de E, ce qui implique que E = vect(B) = F. O

Proposition 2.28. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit F un sous-espace
de E. Alors F posséde au moins un sous-espace supplémentaire dans E, et si G est un
supplémentaire de F on a

dim(E) = dim(F) + dim(G).

Démonstration. On note n € N la dimension de E.

e Soit (eq,...,ep) une base de F' (avec p = dim(F) < n). Il s’agit d’une famille libre de
E, que 'on peut compléter en une base (e, ..., e,) de E. On note G = vect(epi1,...,€n).
Alors on peut vérifier que G est un supplémentaire de F (exercice), ce qui prouve que F
admet au moins un supplémentaire dans E.

e On suppose maintenant que G est un supplémentaire de F dans E. Soit (fi,..., fg)
une base de G (¢ = dim(G) < n). Alors (e, ..., ep, f1,..., fq) est une base de E (exercice)
doncn =p+q. ]

Proposition 2.29 (Formule de Grassman). Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie. Soient F et G deux sous-espace vectoriels de E. Alors on a

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G).

Démonstration. On note p = dim(F), ¢ = dim(G) et s = dim(F n G) (d’apres 'exercice
2, F n G est un sous-espace de E). Comme F n G est un sous-espace de F et de G
on a s < min(p,q). Soit (e1,...,es) une base de F n G. On peut la compléter en une
base (e1,...,€s, fs+1,...,fp) de F et en une base (e1,...,es, gs+1,...,9¢) de G. Alors
B=1(e1,...,es, fst1,f -’ fpsGs+1,-- -, gq) est une famille génératrice de F+G. Montrons
que 3 est également une famille libre. Soient A1, ..., As, flst1,- -, fbp, Vs1, - - -, Vg € K tels
que
Arer + -+ Ases + fsp1fsr1 + o+ ppfp + Vse1Gst1 + o+ Vg9 = 0.

On a alors

Arer + - Ases + a1 forr o ppfp = —Vsr1gse1 — - — g9 € F N G

12



Cela implique que pig41 = --- = pp = 0. Comme la famille (eq, ..., es,gs41,...,9q) €st
libre, cela implique que A\; = --- = Ay = V441 = --- = pp = 0. Cela prouve que 3 est une
famille libre. C’est donc une base de F + G. On en déduit que

dim(F+G) = s+ (p—s) + (¢ — s) = dim(F) + dim(G) — dim(F n G). O

Proposition 2.30. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N. Soient F et G
deux sous-espaces vectoriels de E. St deux des assertions suivantes sont vraies alors la
troisieme [’est également :

(i) dim(F) + dim(G) =n;

(i) Fn G ={0};

(ii) F+ G=E.
En particulier, F et G sont dans ce cas des sous-espaces supplémentaires dans E.
2.5 Exercices

Exercice 8. 1.Pour x € R on pose

h(@) =1, folz) =z, f3(z)=cos(x), fi(z)= sin(z).

La famille (f1, fa, f3, f4) de F(R;R) est-elle libre ?
2. Méme question avec

fi(x) = cos(z), fo(x) =sin(x), @3(x) =cos(2z), fi(x) = sin(2x).
3. Méme question avec

fix) =z, fa(z) =cos(x)?, @3(z) =sin(x)?, fi(z) = cos(2z).

Ezxercice 9. Pour a € R et € R on pose e,(x) = e*. Montrer que la famille (e4)qer
est libre dans F(R;R).

Ezxercice 10. Soit E un K-espace vectoriel.

1. Soit £ une famille libre de vecteurs de E. Soit F < L. Montrer que la famille F est
libre.

2. Montrer que si F & L, alors la famille F ne peut pas étre génératrice.

3.Soit G une famille génératrice de vecteurs de E. Soit x € E. Montrer que la famille
G U {z} est liée.

Ezercice 11. Les familles suivantes de vecteurs de R? sont-elles libres ? génératrices ?

T e A {0) A-00)
A=40)-6)- ) #-16G)-0))

Ezxercice 12. On note (e1,e2) la base canonique de R2.

1.On note
ae) e n(2).

13



a. Montrer que (531, f2) est une base de R2.

b. Exprimer 3; et Sy dans la base (eg, e2).

c. Exprimer e; et es dans la base (51, 52).
2.Soient a, b, ¢, d € R. On note maintenant

() e e

a. Montrer que (31, #2) est une base de R? si et seulement si ad — bc # 0.
b. Dans ce cas, exprimer e; et ey dans la base (31, 32).

Exercice 13. Soit E un espace vectoriel de dimension infinie.
1. Montrer que pour tout p € N il existe une famille libre de vecteurs de E & p éléments.
2. Montrer que E admet une famille libre infinie.

Ezxercice 14. Pour k € N on considere la suite e, = (exn)nen telle que

1 sik=n,
e =
PO sin £k

1. La famille (ej)ren est-elle une base de KN ?
2. Identifier vect((ex)ken)-

Exercice 15. Montrer que C°(R;R) est un R-espace vectoriel de dimension infinie.

Ezxercice 16. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Montrer que
E x F est de dimension finie et que

dim(E x F) = dim(E) + dim(F).

Ezercice 17. 1.0n consideére dans R[X] les polynémes Py(X) =4, Pi(X) = X —2 et
Py(X) — 3X? +4X — 7. Montrer que la famille (P, P;, P») est libre.

2. On considére une famille (P,),en dans R[X] telle que deg(P,) = n pour tout n € N.
Montrer que la famille (P,) est libre.

Ezxercice 18. Soient n € N* et aq,...,a, des réelles deux a deux distincts. Pour j €
[1,n] on pose
_ sz;ﬁj (X —ag)

a Hk:;éj(aj — ag)

Montrer que la famille (P,..., P,) est libre.

P;i(X) eR,_1(X).

Exercice 19. On considére les sous-espaces vectoriels de R* définis par
F= {(:L",y,z,t) 6R4|x+z=y+t}

et
G={(w,y,z,t)6R4|y—|—t=x—y—z:0}.

1. a. Déterminer une base de F et préciser sa dimension.

b. Vérifier que a = (3,1,2,4) appartient & F et donner ses coordonnées dans cette
base.
2. a. Déterminer une base de G et préciser sa dimension.

b. Vérifier que b = (4,1,3,—1) appartient a G et donner ses coordonnées dans cette
base.
3. Déterminer une base de F n G et préciser sa dimension.
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3 Applications linéaires

3.1 Définition et premieres propriétés
Définition 3.1. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On appelle application linéaire
de E dans F une application v de E dans F telle que
Ve,ye E, u(r +y) =u(x) + u(y)
et
VieK\Vz e E, u(Az)= lu(z).

On note L(E1, E2) 'ensemble des applications linéaires de E; dans Es. On appelle endo-
morphisme de E une application linéaire de E dans lui-méme. On note L(E) = L(E, E).

Remarque 3.2. Une application u : E — F est linéaire si et seulement si
Ve,ye E,VA e K, u(Az +y) = Au(x) + u(y).

Remarque 3.3. Soit u une application linéaire de E dans F. Alors on a u(0g) = Og. En
effet on a

u(0g) = u(0e + Og) = u(0) + u(0),
et on obtient le résultat en soustrayant u(0g) des deux cotés de 1’égalité.

Exemples 3.4. — L’application Idg : x — z est une application linéaire.
— L’application (1, 22) — 21 — 22 est une applications linéaire de R? dans R mais
(w1, 22) — 22 et (z1,72) — o1 + 2 ne le sont pas.

— L’application
AN 2r —y
Y —3x + b5y
est un endomorphisme de R2.

— L’application ¢ — ¢’ est une application linéaire de C'(R;R) dans C°(R;R).
— Soient a, b € R. L’application qui a une suite réelle (uy,)nen associe la suite (uy, 12—
AUp+1 — by )pen est un endomorphisme de RN,

Proposition 3.5. Soient E1, Ey et Es des K-espaces vectoriels.
(i) L(E1,E2) est un K-espace vectoriel.
(ii) Siwe L(E;,E2) et ve L(Ea, E3) alors vowue L(Ey,Es).
(iii) Siwue L(Ey, Ey) est bijective, alors u=' € L(Ea, Ey).
Démonstration. Montrons (iii). Soit w € L(E1, E2) bijective. Soient y1,y2 € Eo et p € K.

On note x1 = u=1(y1) et 22 = u~!(y2). On a

wy1 + yo = pu(zr) + u(z) = u(pxr + z2)

donc
ut(uyr + y2) = pry + o = pu ) + uH (yo).

Cela prouve que u~! est linéaire. ]
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Définition 3.6. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On appelle isomorphisme li-
néaire de E dans F une application linéaire bijective de E dans F. On note GL(E,F)
I’ensemble des isomorphismes linéaires de E dans F et GL(E) = GL(E, E) ’ensemble des
automorphismes de E.

Définition 3.7. On appelle forme linéaire sur E une application linéaire de E dans K. On
note E* 'ensemble des formes linéaires sur E.

Ezemple 3.8. Soient aq,...,aq € K. L’application

K — K
T
= a1x] + -+ agxyg

Ld

est une forme linéaire sur K¢,

Ezemple 3.9. Soit E un K-espace vectoriel. On suppose que 5 = (;)e, est une base de
E. On rappelle que pour i € w on a noté G I'application qui & = >, x;6; (écriture
unique, (5;)iew est une famille presque nulle) associe x;. Alors 37 est une forme linéaire
sur E.

Ezemple 3.10. Les applications P — P(0) et P — P’(1) sont des formes linéaires sur
R[X].
3.2 Images et images réciproques par une application linéaire - Noyau
Définition 3.11. Le noyau de u est par définition

ker(u) = {x € Ey |u(x) = 0}.

Son image est
Im(u) = {u(z),z € E1}.

Proposition 3.12. Soient E; et Ey deux K-espaces vectoriels et u une application linéaire
de E dans F.

(i) Si Fy est un sous-espace vectoriel de Eq, alors
u(F1) = {u(z),z € Fi}

est un sous-espace vectoriel de Ey. En particulier, Im(u) = u(E;1) est un sous-espace
vectoriel de Es.

(ii) Si Fo est un sous-espace vectoriel de Ea, alors
u N (Fy) = {x € E|u(z) € Fy}

est un sous-espace vectoriel de Ey. En particulier, ker(u) = u=({0}) est un sous-
espace vectoriel de Eq.

Démonstration. e Soient y1,y2 € u(F1) et A € K. Soient x1,x2 € F; tels que u(x1) = y;
et u(z2) = y2. On a alors

Y1+ y2 = u(z1) + u(z2) = ul(z1 + 72)
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Comme z1 + z2 € F; cela prouve que y; + y2 € u(F2). De méme, comme Az; € F; on a
Ay = Au(zy) = u(Ax1) € u(Fy).

Finallement on obtient que u(F;) est un sous-espace vectoriel de E,.
e Soient 1,22 € u"!(Fy) et A e K. On a

u(zy + x9) = u(xy) + u(xz) € Fy,
Y~ =
€F2 EF2

donc z1 + 22 € u=1(F3). De méme,

u()\ml) = )\ u(ml) € Fg,
~—

EF2
donc Az1 € u~!(Fz). Cela prouve que u~'(F3) est un sous-espace vectoriel de Fa. O

Proposition 3.13. Soient E et F deux espaces vectoriels et uw € L(E,F). Alors u est injec-
tive si et seulement si ker(u) = {0}.

Démonstration. D’aprés la remarque 3.3, on a toujours {0} < ker(u).
On suppose que u est injective et on considere x € ker(u). On a alors u(x) = u(0),
donc z = 0. Cela prouve que ker(u) < {0}, et donc ker(u) = {0}.
Inversement on suppose que ker(u) = {0}. Soient alors z1,z2 € E tels que u(x;) =
u(x2). On a alors
u(zy — x2) = u(xy) —u(ze) =0,

donc z1 — z9 € ker(u). Cela implique que z1 = z2, et donc que u est injective. O

Proposition 3.14. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soit uw e L(E,F) et ye F. On
s’intéresse aux solutions x € E de I’équation

u(z) = y.

Autrement dit, on s’intéresse a la pré-image u='({y}).

(i) SiyeIm(u) et zg € E est une solution particuliére, alors l’ensemble des solutions
est donné par

uw({y)) = {x € E,x — xp € ker(u)} = {xg + 2, z € ker(u)} .

3.3 Applications linéaires et bases
Proposition 3.15. (i) L’image d’une famille libre par une application linéaire injective
est libre.

(ii) L’mage d’une famille génératrice par une application linéaire surjective est géné-
ratrice.

(iii) L’image d’une base par un isomorphisme linéaire est une base.

17



Démonstration. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soit u € L(E, F).
e Soit (e;)ies une famille libre de vecteurs de E. Soit ()\;)ic; € K! presque nulle telle

Z )\zu(ez) =0

el

u <Z )\iei> = 0.
el

Comme u est injective, cela implique que

2 /\iei =0.

el

que

Alors on a

Comme la famille (e;);er est libre, cela implique que A; = 0 pour tout i € I. Cela prouve
que la famille (u(e;))ier est libre.

e Soit (e;)ier une famille génératrice de E. Montrons que (u(e;))er est une famille
génératrice de F. Soit y € F. Comme u est surjective, il existe x € E tel que u(z) = y.
Comme la famille (e;);er est génératrice, il existe n € N, iy,...,ip € [ et ag,...,a, €K

tels que
n
xTr = Z aijeij.
j=1

Par linéarité de u on a alors
n
y = Z a;;ules;).
J=1
e La troisieme assertion est conséquence des deux premieres. O

Proposition 3.16. Soient E et F deur K-espaces vectoriels. On suppose que (€;)ien une
base de E. Soit (f;)icw une famille de vecteurs de F. Alors il existe une unique application
linéaire u € L(E,F) telle que
View, ule)=f;.

En outre

(i) w est injective si et seulement si la famille (f;)1<i<n est libre,

(ii) w est surjective si et seulement si la famille (f;)1<i<n €st génératrice,

(iil) w est un isomorphisme si et seulement si la famille (f;)1<i<n €St une base,

Démonstration. ¢ On suppose que u € L(E, F) est telle que u(e;) = f; pour tout i € w.
Soient x € E et (&;)iew 'unique famille presque nulle dans K telle que z = >._ x;e;. On

a alors
u(z) =u (Z xiei> = Z ziu(e;) = Z i fi-

1EW 1EW 1EW

1EW

Ainsi u est uniquement déterminée par la famille (f;). Inversement, on vérifie que 'ap-
plication u ainsi définie est bien une application linéaire vérifiant u(e;) = f; pour tout
1€ w.

18



e On a vu a la proposition 3.15 que si u est injective alors la famille (f;);e, est libre.
Inversement, on suppose que la famille (f;);e, est libre. Soit x = >._  x;e; € ker(u) (avec
(2)iew presque nulle). On a alors

1EW

0=u(z) = szfz

1EW

Comme la famille (f;) est libre, on a nécessairement x; = 0 pour tout i € w. Ainsi x = 0.
Cela prouve que ker(u) = {0}, et donc que u est injective par la proposition 3.13.

e On a vu a la proposition 3.15 que si u est surjective alors la famille (f;)ie. est
génératrice. Inversement, on suppose que la famille (f;)ic. est génératrice. Soit y € F. Il
existe (Yi)iew € K* presque nulle telle que y = >, yifi. On pose x = >}, yie;. On a
alors x € E et u(z) = y. Cela prouve que u est surjective.

e L’assertion (iii) est conséquence de (i) et (ii). O

3.4 Applications linéaires en dimension finie

Proposition 3.17. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u € L(E,F). On suppose que
E est de dimension finie. Alors Im(u) est un sous-espace de F de dimension finie.

Démonstration. On note n = dim(E) et on consideére une base § = (f1,...,0,) de E.
Alors on a

Im(u) = vect(u(B1), ..., u(Bn))-
(A détailler) O
Définition 3.18. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u € L(E,F). On suppose que

E est de dimension finie. Alors on note rg(u) et on appelle rang de u la dimension de
Im(u)

Proposition 3.19. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u € L(E,F). On suppose que
E est de dimension finie. St deux des assertions suivantes sont vraies, alors la troisiéme
l’est également :

(i) w est injective,
(ii) w est surjective,
(iii) dim(E) = dim(F) (en particulier F est de dimension finie).

En particulier, u est dans ce cas un isomorphisme linéaire.

Démonstration. On note n = dim(E) € N. Soit 8 = (ey,...,e,) une base de E. Pour
i € [1,n] on note f; = u(e;).

On suppose que u est injective et dim(F) = n. Alors (f;)1<i<n est une famille libre de F
et contient dim(F’) éléments. C’est donc une base de F, et u est un isomorphisme. On
conclut de fagon analogue si u est surjective et dim(F) = n.

Si u est injective et surjective, alors on sait par la proposition 3.15 que dim(E) = dim(F).
O

Proposition 3.20. Soient E et F deux espaces vectoriels de méme dimension finie n et
u € L(E,F). On suppose qu’il existe v e L(F,E) tel que uov = Idg ou vou = Idg. Alors

u est inversible et v =u"1.
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Démonstration. On suppose que vou = Idg. Alors on a ker(u) < ker(vowu) < {0}, donc
u est injective. Cela implique que u est bijective. On a alors v = vouou~™! = u~1,

On suppose maintenant que v o v = Idg). Alors F = Im(u o v) < Im(u), ce qui
implique que u est sujective, et donc bijective. On obtient comme précédemment que
v=u"l O

Theorem 3.21 (Théoréme du rang). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F
un K-espace vectoriel et u € L(E,F). Alors on a

dim(E) = dim(ker(u)) + rg(u).
Démonstration. Soit S un supplémentaire de ker(u) dans E. On considere
ﬂ;{ S — Im(u)

e Montrons que @ est un isomorphisme de S dans Im(u). @ est bien linéaire car u est
linéaire. Soit = € ker(@). Alors z € S et u(z) = 0, donc x € S nker(u) = {0}. Cela prouve
que @ est injective. Soit y € Im(u). Il existe = € E tel que u(x) = y. Soit z1 € ker(u) et
x9 € S tels que © = x1 + x2. On a u(x2) = u(zra) = u(r) = y. Cela prouve que u est
surjective. D’ou @ est un isomorphisme.

On a alors
rg(u) = rg(a) = dim(S) = dim(E) — dim(ker(u)).

O]

Proposition 3.22. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors
L(E,F) est de dimension finie et

dim(L(E,F)) = dim(E) x dim(F).

Démonstration. Soient (e1,...,e,) une base de E (avec n = dim(E) € N) et (f1,..., fp)
une base de F (avec p = dim(F) € N. Pour i € [1,n] et j € [1,p] on considére I'unique
application ¢; ; € L(E,F) tel que ; j(e;) = fj et rj = 0 pour k # i. Autrement dit,

Pij =T > Ze;“(a:)fj.
/[:7‘].
On vérifie alors que (¢; j)1<i<n est une base de L(E,F) et contient np éléments. O
1<j<p

3.5 Projections, symmétries, homothéties
3.5.1 Projections

Soit E un K-espace vectoriel.

Définition 3.23. Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. On appelle
projection sur F' parallelement a G l'application qui & * = xp + xg avec xp € F et
x¢ € G (écriture unique) associe xp.

Proposition 3.24. Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E et p la projection
sur F' parallélement a G.
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v) ker(p ) G.

Remarque 3.25. Id —p est la projection sur GG parallelement a F. On dit que p et Idg —p
sont les projecteurs associés a la décomposition E = F @ G.

Définition 3.26. On appelle projection de E tout p € L(E) tel que p? = p (endomorphisme
idempotent de E).

Proposition 3.27. Soit p une projection de E. Alors ker(p) et Im(p) sont supplémentaires
dans E et p est la projection sur Im(p) parallélement a ker(p).

Démonstration. Soit x € ker(p) n Im(p). Il existe y € E tel que x = p(y). On a alors
0 = p(z) = p*(y) = p(y) = z. D’olt ker(p) N Im(p) = {0}.

Soit maintenant x € E. Onax = (z—p(z))+p(z). On a p(z) € Im(p) et p(x—p(x)) =
p(x) —p*(z) = 0, donc z—p(z) € ker(p). Cela prouve que z € ker(p) +Im(p). Finalement,
ker(p) et Im(p) sont bien supplémenataires dans E.

Soit z € Im(p) et ¢ € E tel que p(¢) = 2. On a alors p(z) = p>(¢) = p(¢) = z. Ainsi,
pour y € ker(p) et z € Im(z) on a p(y + z) = z, ce qui prouve que p est la projection sur
Im(p) parallelement a ker(p). O

3.5.2 Symétries

Soit E un K-espace vectoriel.

Définition 3.28. Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E. On appelle
symétrie par rapport a F' parallelement a G I'application qui a x = xp + g avec xp € F
et g € G (écriture unique) associe zp — xq.

Proposition 3.29. Soient F' et G deux sous-espaces supplémentaires de E et s la symétrie
par rapport F' parallélement a G.
(i) se L(E)
(i) s = Ide
(ili) ker(s —Idg) =
(iv) ker(s +1dg) = G.

Définition 3.30. On appelle symétrie de E tout s € L(E) tel que s? = Idg (endomorphisme
involutif de E).

Proposition 3.31. Soit s une projection de E. Alors ker(s — Idg) et ker(s + Idg) sont
supplémentaires dans E et s est la symétrie par rapport a ker(s — Idg) parallélement a
ker(s + Idg).

Démonstration. Soit x € ker(s — Idg) n ker(s + Idg). Alors on a = s(z) = —x donc
x = 0. Cela prouve que ker(s — Idg) n ker(s + Idg) = {0}.
Soit maintenant z € E. On a
x+s(xz) x—s(x)

T=—(p t—5 € ker(s — Idg) + ker(s + Idg).
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En effet

. (x + s(m)) _s(z) + s2(x)  s(z) +x

2 2 2 ’
donc
:EJF;(:U) € ker(s — Idg).
De méme,
55_28(33) € ker(s + Idg).

Cela prouve que
ker(s — Idg) @ ker(s + Idg) = E.

Soient maintenant y € ker(s — Idg) et z € ker(s 4+ Idg). Alors on a s(y + z)
s(y) + s(z) = y — z. Cela prouve que s est la symétrie par rapport a ker(s — Idg
parallelement & ker(s + Idg).

ol

Ezemple 3.32. L’endomorphisme de F(R;R) qui & f associe la fonction z — f(—x) est
une symétrie.

3.5.3 Homotéthies

Définition 3.33. Soit o € K\ {0}. On appelle homothétie de E de rapport « I'application
hq qui & x € E associe ax.

3.6 Exercices
(voir la feuille d’exercices plus compléte disponible sur Moodle)
Exercice 20. Déterminer I’ensemble des endomorphismes de R.
Exercice 21. Pour (z,y) € R? on pose
u(z,y) = (x +y, v —y,x +y) e RS

1. Montrer que u € L(R? R3).
2. u est-elle injective 7 surjective 7 bijective ?

Exercice 22. Pour (z,y,2) € R? on pose
u(z,y,2) = (=3 —y + 2,8z + 3y — 2z, —4x — y + 22) € R>.

1. Déterminer une base et la dimension de ker(u). u est-elle injective ?
2. Determiner le rang de u et une base de Im(u). u est-elle surjective ?

Ezxercice 23. Soient E un K-espace vectoriel et u,v € L(E). Montrer que uov = 0 si et
seulement si Im(v) < ker(u).

Exercice 24. On note (ey, 2, 3) la base canonique de R3. On note u ’endomorphisme
de E défini par

u(er) = —2e1 + 2e3, wu(ez) = 3ea, wulez) = —4dey + 4des.

1. Déterminer la dimension et une base de ker(u).

2. u est-elle injective ? surjective 7 bijective 7

3. Déterminer une base de Im(u).

4. Montrer que ker(u) et Im(u) sont en somme directe dans R3.
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Ezercice 25. On considére dans R? les vecteurs u = (1,1), v = (2, —1) et w = (1,4).
1. Montrer que (u,v) est une base de R2.
2. Pour quelle(s) valeur(s) de a existe-t-il une application linéaire f € L(R?) telle que

flu) =(2,1), f(v) = (1,=1) et f(w) = (5,a) 7

Ezercice 26. Soient u,v € L(E) tels que uov = vowu. Montrer que ker(v) et Im(v) sont
stable par u (c’est-a-dire u(ker(v)) < ker(v) et u(Im(v)) < Im(v)

Ezxercice 27. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n € N* et u € L(E).
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) ker(u) = Im(u),
(i) u? =0 et n = 2rg(u).

Ezxercice 28. Soit E un espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de
E de dimension finie. On considere 'application

FxG — E
S P R

1. Vérifier que ¢ € L(E).

2. Identifier Im(¥) et ker(¢)).

3. En utilisant le théoreme du rang, retrouver la formule de Grassman (on utilisera le
résultat de l'exercice 16).

Ezercice 29. Soient n € N et @ € R[X] un polynéme de degré n. Pour P € R[X]
on note u(P) le reste de la division euclidienne de P par (). Montrer que u est une
projection de R[X] dont on précisera I'image et le noyau.

Exercice 30. On considere sur ’espace E des fonctions de R dans R 'application ¥ qui
a une fonction f associe la fonction W(f) telle que

f@) = f(=z)

VreR,  (W())() = L

Montrer que ¥ est une projection de E dont on précisera le noyau et I'image.

Ezercice 31. Soit u € L(E). Montrer que u est une homothétie de E si et seulement si
la famille (z,u(x)) est liée pour tout z € E.

Ezercice 32. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit u € L(E).

1. Montrer que pour tout k € N on a ker(u*) c ker(u**1).

2. Montrer que pour tout k € N on a Im(u*) > Im(u*+1).

3. Soit (up)nen une suite croissante et majorée. On suppose que u,, € N pour tout n € N.
Montrer qu’il existe N € N tel que u,, = uy pour tout n > N.

4. Montrer qu’il existe k € N tel que ker(uk) = ker(uk+1). On note p le plus petit entier
vérifiant cette propriété.

5. Montrer que pour tout k > p on a ker(u*) = ker(
6. Montrer qu'’il existe k € N tel que Im(u”*) = Im(u**1). On note ¢ le plus petit entier
vérifiant cette propriété.

7. Montrer que pour tout k > ¢ on a Im(u*) = Im(u**1).

8. Montrer que p = q.

9. Montrer que ker(uP) et Im(uP) sont supplémentaires dans E.

uk+1)_
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4 Matrices

4.1 Définitions

Soient n, p € N*. On appelle matrice a n lignes et p colonnes un tableau de scalaires
a n lignes et p colonnes :

a1 a2 ... a1,p
a1 a2 ... Qa2p
A = (aij)i<i<n = : ) .
1<j<p a; 5
an,1 Aan2 ... Gn.p

On note M, ,(K) I'ensemble des matrices & n lignes et p colonnes. On note également
M,,(K) I'ensemble M,, ,,(K) des matrices carrées d’ordre n.

Formellement, on peut voir une matrice A = (a; j)1<i<n € My p(K) comme I'applica-
1<j<p
tion de [1,n] x [1,p] dans K qui a (i, j) associe a; ;.
Définition 4.1. Soit A = (a1<; j<n) € My, (K). On dit que A est
(i) diagonale si a;; = 0 pour i # j,
(i

) triangulaire supérieure si a;; = 0 pour ¢ > j,
(ili) triangulaire inférieure si a;; = 0 pour i < j,

i
(iv) triangulaire si elle est triangulaire supérieure ou triangulaire supérieure.

Ezemples 4.2. Les matrices suivantes sont respectivement diagionale, triangulaire supé-
rieure et triangulaire inférieure :

3 0 00 3 0 7 =3 3 0 0 0
0 -1 0 0 0 -1 2 0 4 -1 0 O
0 0 0 o0) o o0 o0 8\ 7 12 0 0
0 0 0 5 0 0 0 5 0 -4 -1 5

On note qu'une matrice diagonale est en particulier triangulaire supérieure et trian-
gulaire inférieure.

Pour n € N on note

1 (0)
I, = e M, (K).
(0) 1

C’est la matrice I,, = (d;,j)1<i,j<n OU 0;; est le symbole de Kronecker :

1 sii=y,
Oij = o
0 siz#].

C’est une matrice diagonale, appelée matrice identité (de taille n).
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4.2 Calcul matriciel
4.2.1 Structure d’espace vectoriel

Comme ensemble des applications de [1,n] x [1,p] dans K, 'ensemble M, ,(K) est
naturellement muni d’une addition et d’une multiplication par les scalaires, qui en font
un K-espace vectoriel. Ainsi, pour A € K, A = (a;j)1<i<n €t B = (b; j)1<i<n On &

<j<p 1<j<p

A = (Aaij)i<i<n
1<j<p
et
A+ B = (a;; + bij)i<i<n-

1<j<p

On note qu’on ne peut additionner que des matrices qui ont la méme taille.

Pour (4, j) € [1,n] x [1,p] on note E; ; la matrice dont tous les coefficients sont nuls
sauf celui d’indice (4, 7), qui vaut 1.

Proposition 4.3. La famille (E; j)1<i<n est une base de M, ,(K). En particulier,
1<j<p

dim(M,, ,(K)) = np.

4.2.2 Produit matriciel

Soient n,p,q € N*. Pour A = (a;;)1<i<n € Mpnp(K) et B = (ai;)1<i<p € Mpq(K) on
1<j<p 1<j<q

définit le produit
AB = (cij)1<isn € My 4(K)

1<j<q
par

P
Vie[1,n],Vje [Lq], cij= ), airbe; (4.1)
k=1
Cela définit une application

{ My p(K) x My g(K)  — My q(K),
(A, B) — AB.

Ce choix de définition est motivé par la proposition 4.38. Comme la définition n’est pas
intuitive Il faut étre vigilant avec les matrices qu’on peut multiplier entre elles et celles
pour lesquelles on ne peut pas. En faisant bien attention a l’ordre des facteurs, puisqu’il
se peut que AB ait un sens mais pas BA.

Dans le cas particulier n = p = ¢, on note tout de méme qu’on a défini un produit
interne sur M, (K).

Ezxemple 4.4. On calcule le produit AB avec

=N = O
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Le produit est une matrice & 4 lignes (comme A) et 2 colonnes (comme B). Pour calculer
par exemple le coefficient d’indice (1,2) on n’utilise que les coefficients de la premiere
ligne de A et ceux de la deuxiéme colonne de B, comme indiqué par (4.1) :

—1\ 1 x 24 (—1) x 340 x (1)

O = N
o O =
_ N = O

On procede de méme pour les autres coefficients et on obtient finalement :

2 -1
1 6
AB = 1 0
0 -1

Remarque 4.5. Méme quand les deux produits AB et BA ont un sens, ils ne sont pas
forcément égaux. Ainsi, méme sur M, (K), le produit matriciel n’est pas commutatif. Par

10 00

A_<0 0) et B_<1 0)

00 0 0
()« mas ()

On note que AB = 0 alors que A # 0 et B # 0. On a également B2 = 0.

Remarque 4.6. On note dans le cas précédent que le produit de deux matrices peut étre
nul sans qu’aucune des deux matrices ne le soit.

Dans le méme ordre d’idée, si trois matrices sont telles que AB = AC ou BA=CA
cela n’implique pas du tout que B est égale a C'. Par exemple, toujours avec les matrices
de I'exemple précédent on a AB = B? et pourtant A # B (on ne peut pas simplifier par
B).

Proposition 4.7. Soient m,n,p,q € N*. Soient A € M, ,(K), B.B e My, n(K), C,C e
M, ,(K) et A e K.
(i) I,A = AIL, = A (en particulier, I, est un élément neutre pour la multiplication
dans I,) ;
(ii) (B+ B)A= BA+ BA et A(C +C) = AC + AC;
(iii) (BA)C = B(AC) (on peut simplement écrire BAC') ;
(iv) AM(AC) = (MNA)C = A(NC).

Remarque 4.8. Soient A, B € M,(K). En général (A+ B)? n’est pas égal & A +2AB+ B2
On a simplement

exemple, pour

on a

(A+ B)? = A> + AB + BA + B*.

Bien sir on retrouve 'identité usuelle dans le cas particulier out AB = BA. Plus géné-
ralement, si A et B commutent on peut montrer comme pour les scalaires la formule du
binéme.

26



Le piege principal avec le calcul matriciel est d’appliquer les mémes regles qu’avec
les scalaires. Ce qui ne fonctionne pas. Outre les questions de tailles des matrices et la
non-commutativité, les probleémes sont également da au fait que méme dans M, (K) les
matrices n’admettent pas toute un inverse pour le produit.

4.2.3 Matrices carrées inversibles

Définition 4.9. Soit A € M,,(K). On dit que A est inversible s’il existe B € M, (K) telle
que AB = BA = I,,. On note GL,,(K) ’ensemble des matrices inversibles de M,,(K).

Proposition 4.10. Si A est inversible alors son inverse est unique (on la note A=').

Démonstration. On suppose que B et By sont telles que ABy = B1A = I, et ABy =
By A = 1,,. Alors on a

B, = B11I,, = B1ABy = I,Bs = By.
U

Remarque 4.11. On verra plus loin que s’il existe B € M, (K) telle que AB = I, ou
BA = I, alors A est inversible et A~ = B.

Proposition 4.12. Soient A, B € GL,(K).
(i) On a A~' e GL,(K) et (A71)71 = A,
(ii) On a AB € GL,(K) et (AB)"! = B71A~ L.

Démonstration. On a
(B7'A™YHY(AB) = B~ Y(A'A)B=B"'B =1,

et de méme, (AB)(B~'A~!) = I,,. Cela prouve que AB est inversible d’inverse B~1 A1,
O

Remarque 4.13. Soient A € M, (K) une matrice inversible. Alors pour X,Y € K" ~
M, 1(K) on a
AX =Y < X=A7'Y

Cela montre qu’on peut calculer I'inverse A~! de A en résolvant un systéme linéaire (par
exemple en utilisant le pivot de Gauss).

Exemple 4.14. On considere la matrice

1
A=11
0

— —= O

—1
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On admet pour le moment que A est inversible (on verra plus loin des criteres d’inver-

T Al
sibilité). Soient X = [ zo | et Y = [ y2 |. Alors on a
T3 Y3
s r3 = W
AX =Y << <x1 + x9 + 23 = Y2
T2 — X3 = Y3
r1 + r3 = Y1
= T2 + T3 = Ya2—n
T2 — X3 = Y3
ry + xr3 = 1
— ro + x3 = Y2 — Y1

— 223 = Ys—Y2+n
_ _3 1 1
T1=Y1—T3=35Y1 —3Y2 1393

=T =y -y~ T3 = 5y + gy T 53U

1 1 1
T3 = —5Y1+ 5Y2 — 5Y3
3 _1 1
2 2 2
— | -1 1 1
— X = 5 3 5 |Y-
1 1 _1
2 2 2
Cela prouve que
3 _1 1
1 527
A7 = -3 72
11 _1
2 2 2

On peut vérifier a posteriori, par un calcul direct, que cette matrice est effectivement
une inverse pour la matrice A, ce qui prouve qu’elle est donc inversible.

Pour une matrice A qui n’est pas inversible, ’algorithme du pivot de Gauss montre
qu’on ne peut pas trouver pour n’importe quel Y une unique solution X. Par exemple,
pour la matrice

1 2 3
A=14 5 6],
7 8 9
le calcul donne
r1 + 2z + 33 = Y1
AX =Y < {421 + bxy + 63 = 1o
Tr; + 8x2 + 923 = y3
1 + 212 + 3wz = (I
— —3.1?2 - 6$3 = Yo — 4y1
0 = y—2y2+wu

On n’a pas de solution si y3 — 2ys + y1 # 0, ce qui prouve que A n’est pas inversible
(en outre, si y3 — 2y2 + y; = 0, alors il y a une infinité de solution, et plus précisément
I'ensemble des solutions est un sous-espace vectoriel de R? de dimension 1).

Remarque 4.15. On résoud un systeme linéaire pour calculer I'inverse d’une matrice, mais
inversement ce n’est pas utile de calculer I'inverse d’une matrice si on veut simplement
résoudre un systeme linéaire.
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4.2.4 Transposée d’une matrice

Soit A = (ai j)1<i<n € My p. Alors la transposée de A est
1<j<p

AT = (aj:)1<j<p-

1<i<n
Ezxemple 4.16. Si
1 2
A=|-1 3 EM&Q(R),
0 1
alors
1 -1 0
T _
A = (2 3 1) € M273(R).

Proposition 4.17. (i) I = I,,.
(ii) L’application A +— AT est un isomorphisme linéaire de M, ,(K) dans M, (K).
(iii) Pour tout A € My ,(K) on a (AT)T = A (en particulier, si n = p on observe que
la transposition est une symétrie de My (K)).

(iv) Pour tous A € M, ,(K) et B € M, ,(K) on a (AB)T = BTAT (ce sont des matrices
dans My, (K).

Démonstration. On montre (iv). On note A = (a;;)1<i<n €t B = (bim) 1<i<p - Pour
1<j<p 1<m<q

i€[1,q] et k € [1,n] on vérifie que les coefficients d’indice (i, k) des matrices (AB)T et
BT AT sont tous deux égaux a

p
D kb O
J=1

Définition 4.18. Soit n € N*. Soit A = (ai,j)lsi,an € Mn(K)
(i) On dit que A est symétrique si AT = A (autrement dit, a;; = aj; pour tous
i,J € [1,n]).
(ii) On dit que A est anti-symétrique si AT = —A (autrement dit, a;j = —aj; pour
tous 4,7 € [1,n]).

Remarque 4.19. — Les matrices diagonales sont symétriques.
— Les éléments diagonaux d’une matrice anti-symétriques sont tous nuls.

Proposition 4.20. (i) L’ensemble S,,(K) des matrices symétriques est un sous-espace

vectoriel de M, (K) de dimension @

(ii) L’ensemble A, (K) des matrices anti-symétriques est un sous-espace vectoriel de

M, (K) de dimension n(”;l).

(iii) Sn(K) et An(K) sont supplémentaires dans M, (K).

(iv) La transposition est la symétrie de My (K) par rapport a Sp(K) parallélement a

A, (K).

Proposition 4.21. Soit A € M, (K). Alors A est inversible si et seulement si AT Uest, et
dans ce cas on a

ATy = (4T,
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4.2.5 Trace

Définition 4.22. Soient n € N* et A = (a;;)1<ij<n € Myn(K). On appelle trace de A la
somme des coefficients diagonaux de A :

TI'(A) = i ai,i.
i=1

Proposition 4.23. (i) La trace définit une forme linéaire sur My (K).
(ii) Soient A, B € M,(K). Alors on a Tr(AB) = Tr(BA).
Démonstration. On note AB = (¢; ;) et BA = (d; ;). On a alors

n

TI'(AB) = Z Ckk = Z Z ak,lbhk = Z 2 bl,kakl = 2 dl,l = TI‘(BA). ]
k=1 k=11=1 =1

I=1k=1

4.3 Matrices et applications linéaires
4.3.1 Matrice d’un vecteur dans une base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,

Définition 4.24. Soit 8 = (f31,...,8,) une base de E. Soit x € E. Soient z1,...,x, € K
uniques tels que x = Z?:1 x;Bj. On note

x1
Matg(z) =
Tn
Ezemple 4.25. Soit = (B1, ..., Bn) une base de E. Alors on a
1 0 0
0 1
Matg(81) = | . |, Matg(B2) = [ . [ ... Matg(Bn) =
0 0 1

Ezemple 4.26. On considere dans R? la base canonique e = (eg, e2) et la base 8 = (1, B2)

avec . (é) et B = G)
()

Mat,(z) = <§> et Matg(x) = <_53> :

Ezemple 4.27. On considere la base canonique e = (1, X, X2, X3, X*4) de Ry[X]. Alors
on a

On considere le vecteur

Alors on a
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4.3.2 Matrice d’une application linéaire.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. On note p = dim(E) et
n = dim(F). Soient e = (e;)1<j<p une base de E et f = (fi)1<i<n une base de F.

Définition 4.28. Soit u € L(E,F). Pour j € [1, p] il existe (a1,j,...,an,;) € K" unique tel
que

u(e;) = Z aijfi
i=1
(on a a;j = f*(u(ej))). On définit alors la matrice de u dans les bases e et f par

Mate r(u) = (aij)1<i<n € Mnp(K).

1<j<p
Pour tout j € [1,p], la j-ieme colonne de la matrice Mat, (u) est le vecteur Mat ¢ (u(e;)).

Définition 4.29. Soient u € L(E) et e une base de E. La matrice de u dans la base e est
Mat,(u) = Mate¢(u) (on prend la méme base au départ et a l'arrivée!).

Exemple 4.30. Soit 8 une base de E. Alors on a
Matg(Idg) = Ip,.

On note que si 8 et 3 sont deux bases différentes de E alors Mat 8 B(IdE) n’est pas I,.

Ezxemple 4.31. On considere I'application linéaire

RQ N RZ&
-1
u il
— xr1 + T2
2
€2

On note e = (e1, e2) la base canonique de R? et f = (f1, f2, f3) la base canonique de R3.

-1 0
uler)=| 1 |==fi+tfo et ulea)=1[1]= fo+ fs,
0 1
donc
-1 0
Mat&f(u) = 1 1
0 1

On considere maintenant la base 8 = (81, B2, 83) de R donnée par

1 1 1
Br=(0], Bo=1[1], B3=|1
0 0 1
On a alors
u(er) = =201+ P2 et u(ea) = —f1 + B3,
d’ou
-2 -1
Mateg(u) = 1 0
0 1
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Ezemple 4.32. On considére dans R4[X | 'application linéaire u : P — 3P — 2P’ + P”.
On note e = (1, X, X2, X3, X*) la base canonique de R4[X]. On a

uw(1) =3, u(X)=3X-2, u(X? =3X?—-4X +2,
w(X?) =3X% —6X%2+6X, u(X?) =3X*-8X%+12X2

La matrice de u dans la base e est donc

3 =2 2 0 0
0 3 -4 6 O
Mate(u)= [0 0 3 —6 12
0 0 0 3 =8
0 0 0 O 3

Ezxemple 4.33. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soient F' et G deux sous-
espaces supplémentaires de E. On note p = dim(F) et ¢ = dim(G) = n — p. Soient f =
(fi,..., fp) une base de F et g = (g1,...,94). On note alors e = (f1,..., fp,91,.--,9q)-
Ainsi e est une base de e. On note p la projection de E sur F parallelement & G et s la
symétrie de E par rapport a F parallelement a G. On a alors

. 0%1) et Mate(s)=<lp 017*(1).
axp  Ogxq Ogxp  —1Iy

Proposition 4.34. Soit x € E. Alors on a

Mate(p) = <0

Mat ¢(u(z)) = Mat, (u) Mat(z).

Démonstration. On note Mat ¢(u) = (a;;) et x = 2521 xje;. Soit i € [1,n]. La coor-
donnée de u(z) selon f; est

fif(u(2)) = fF (U (Z xﬁj)) = fF (Z ij(Gj)) = > zifi (uley) = D aijz;.
j=1 j=1

j=1 J=1
C’est bien la i-eme coordonnée du produit matriciel Mat, f(u) Mate(z). O

Proposition 4.35. Soient e = (e1,...,ep) une base de E et f = (f1,..., fn) une base de

F. Alors l’application
L(E,F) — M,,(K)
u —  Mate f(u)

est un isomorphisme linéaire. Sa réciproque est Uapplication qui a la matrice A =

(@i j)1<i<n associe l'unique endomorphisme u e L(E,F) tel que
1<j<p

p
Viellpl, ule;) =), ai;fi
i=1

Remarque 4.36. On retrouve en particulier que dim(L(E, F)) = dim(E) x dim(F).

Remarque 4.37. Dans le cas E = F et en prenant la méme base e au départ et a ’arrivée,
on obtient que I'application

{L(E> - Aj/[wn(?))
U — ate(u

est un isomorphisme linéaire.
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Proposition 4.38. Soit E, F et G trois espaces vectoriels de dimensions finies. Soient e,
f et g des bases de E, F et G, respectivement. Soient w € L(E,F) et v € L(F,G). Alors
on a

Mate g(v o u) = Maty4(v) Mate ¢(u).

Proposition 4.39. Soient § une base de E et uw € L(E). Alors u est inversible dans L(E)
si et seulement si Matg(u) est inversible dans M, (K), et dans ce cas on a

Matg(u ') = (Matg(u))_l.

Remarque 4.40. En particulier, la propriété que Mat.(u) est inversible ne dépend pas
du choix de la base e (méme si la matrice elle-méme dépend de e).

Démonstration. On note A = Matg(u).

On suppose que u € GL(E) et on note B = Matg(u™'). D’apres la proposition 4.38
on a AB = Matg(uou™') = Matg(Idg) = I,, et de méme BA = I,. Cela prouve que
A e GL,(K) (et A=t = B).

Inversement on suppose que A € GL,,(K). On note v 1'unique endomorphisme de E
tel que Matg(v) = A7L. On a alors Matg(u o v) = AA™' = I,, ce qui implique que
uwowv = Idg.

O

On observe que les matrices des vecteurs et des applications linéaires permettent de
faire des calculs en oubliant complétement le contexte (espace vectoriel et base) et en
ne gardant que des coefficients, rangés dans des matrices. Les regles de calcul matriciel
ont été choisies de sorte a ce que les calculs sur les matrices respectent bien les regles de
calculs entres vecteurs et applications linéaires.

4.3.3 Application linéaire associée a une matrice

Soient n,p € N*. Soit A € M, ,(K). On a vu que A peut étre la matrice d’une
application linéaire d’un espace de dimension p dans un espace de dimension n. En fait,
d’apres la proposition 4.35, A est la matrice de beaucoup d’endomorphismes, puisque
pour n’importe quel espaces E et F de dimension p et n, et pour n’importe quelles
bases e de E et f de F, il existe u € L(E,F) telle que Mat, s(u) = A. Parmis tous ces
endomorphismes possibles, on en ressort un qui est naturellement associé a la matrice

A.
Définition 4.41. Soit A € M,, ,(K). L’application linéaire canoniquement associée a A est

I’application
KP — K”
A { X - AX

On remarque que pour cette définition les vecteurs de KP et K™ doivent étre vus
comme des vecteurs colonnes (ou comme des matrices a 1 colonne).

Exemple 4.42. Soit
2 1 -1
A= (1 2 3 ) '
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Alors 'application linéaire canoniquement associée a A est

R} - R?
U4 : i 2x1 + 10 — x3
T2 >
T1 + 229 + 3x3

3
Proposition 4.43. La matrice de ua dans les bases canoniques de KP et K™ est A.

Définition 4.44. Soit A € M, ,(K) et ug € L(KP,K™) I’endomorphisme canoniquement
associé a A. Alors on définit ker(A) = ker(ua), Im(A) = Im(ua) et rg(A) = rg(ua).

Remarque 4.45. D’apres le théoreme du rang appliqué a u4 on a
p = dim(ker(A)) + rg(A).

Proposition 4.46. (i) Soit Ae M, ,(K). Alors rg(A) est le rang dans K" de la famille
des vecteurs colonnes de A (dimension du sous-espace vectoriel engendré par ces
vecteurs colonnes).

(ii) Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies p et n. Soient e une
base de E et f une base de F. Soit u € L(E,F) et A = Mat, (u). Alors on a

rg(A) = rg(u).
Proposition 4.47. Soit A € M, (K). Les assertions suivantes sont équivelentes :
(i) A est inversible;

(ii) ker(A) = {0};
( ) KTL,.

)
(iii) T
(iv) 1g(4) =

(v) Les vecteurs colonnes de A forment une base de K" ;

(vi) A est inversible a gauche (il existe B € M, (K) telle que BA = I,,) ;
(vii) A est inversible a droite (il existe B € M,(K) telle que AB = I,).

Remarque 4.48. On peut calculer ker(A) en utilisant I’algorithme du pivot de Gauss et
en déduire le rang de A par le théoréme du rang. Considérons par exemple la matrice

11 -1 1
A=11 0 1 2|e M3 4(R)
21 0 3
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I

Z2

Soit X = e R%. Alors on a

Iy

T1+x90—23+ 714 =0
AX =0« <z +23+224=0
201+ 290+ 324 =0

1 +Ty =3 — T4

<
—Xo = —2.%‘3 — T4
r1 = —I3 — 2%4
<

To = 223 + T4

Cela prouve que

-1 -2
2 1
1110
0 1

ker(A) = vect

Comme ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre dans R*
et forment donc une base de ker(A). En particulier ker(A) est de dimension 2, et d’apres
le théoreme du rang la matrice A est de rang 2.

4.4 Changement de base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N, muni d’une base e = (ey, ..., e,).

Pour un probleme posé dans E, il peut étre pertinant de travailler dans une base
B = (Bi1,...,Bn) différente de e. Il faut alors étre capable d’exprimer les coordonnées
d’un vecteur dans la base (3, connaissant ses coordonnées dans la base e, et inversement
si 'on veut revenir a une expression dans la base e de départ.

4.4.1 Matrice de changement de base

Soit = un vecteur de E, dont on connait les coordonnées (z1,...,x,) dans la base e :
n
T = Z Zj€j.
j=1
On cherche les coordonnées (1, . ..,&,) de z dans la base 3 :
n
T = 2 &iBi-
i=1
11 suffit de savoir faire ce calcul pour les vecteurs de la base e. En effet, si pour tout
j €[1,n] on a calculé les coefficients (a1, ...,an ;) de e; dans la base 3, alors on peut
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écrire

n n n n n
v =D wies = D w5 ) aighi = 3 ) wjaisfh
j=1 j=1 =1

i=1j=1

Ainsi, pour tout i € [1,n] on a
n
& = ) aigaj.
J=1

Ainsi on obtient le vecteur (&;)1<i<n & partir du vecteur (z;)1<i<n par multiplication par
la matrice (a; j)1<i j<n-

Inversement, si on sait exprimer les vecteurs de la base g dans la base e, alors on
pourra exprimer dans e n’importe quel vecteur dont on connait les coefficients dans (.
C’est ce sens la qui est le plus facile, car en général on a justement défini la nouvelle
base § en 'exprimant dans ’ancienne base e.

La matrice de passage de la base e a la base 8 est la matrice qui permet de faire le
chemin du retour :

Définition 4.49. On appelle matrice de passage de la base e a la base 8 la matrice P des
vecteurs de [ dans la base e :
P = Mat@e(IdE).

Ainsi, la matrice de passage de la base e a la base § est la matrice dont les colonnes
sont les coordonnées des vecteurs de la base 3 exprimés dans la base e.

Cette convention est assez contre-intuitive car la matrice de passage de la base e a
la base 3 est celle qui permet d’obtenir les coefficients dans ’ancienne base a partir de
ceux dans la nouvelle.

Proposition 4.50. Soit x € E. Soient e et 5 deux bases de E. Soit P la matrice de passage
de la base e a la base B. Soient X, = Mat.(x) et Xg = Matg(z). Alors on a

X. = PXg.
Démonstration. Cela résulte de la proposition 4.34 appliquée avec u = Idg. O
Proposition 4.51. La matrice P = Matg(Idg) est inversible et son inverse est
P~ = Mat, g(Idg).

Démonstration. D’apres la proposition 4.38 appliquée avec F = G = E, u = v = Idg et
les base f = 5, g=e,0na

Mate”g(ldE) Matﬁje(IdE) = I,.
Cela prouve que P = Matg .(Idg) est inversible d’inverse P! = Mat, g(Idg). d

Proposition 4.52. Soit uw € L(E). On note P = Matg.(Idg) la matrice de passage de la
base e a la base 8. Alors on a

Matg(u) = P~ Mat, (u)P. (4.2)

Démonstration. Cela résulte encore de la proposition 4.38, d’apres laquelle on a
Matﬁ (u) = Mate,g (IdE) Mat, (u) 1\/[84'65,8 (IdE). (43)
O

Remarque 4.53. Si on a peur de se mélanger avec la convention définissant P et P!,
on peut simplement écrire (4.3) plutot que (4.2). Cela permet d’éviter toute ambiguité.
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4.4.2 Matrices semblables

Définition 4.54. Soient M, M’ € M, (K). On dit que M et M’ sont semblables s’il existe
P e GL,(K) telle que
M =P 'MP.

Proposition 4.55. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N. Soient e et
deuz bases de E. Alors les matrices Mat.(u) et Matg(u) sont semblables.

Démonstration. Cela résulte directement de la proposition 4.52. O

Remarque 4.56. Inversement, soient M et M’ sont deux matrices semblables et P €
GL,(K) telle que M’ = P~'MP. On note e la base canonique de K" et on note 3 la
base de K™ formée par les colonnes de P. Ainsi P est la matrice de passage de la base e
a la base . On a alors M = Mat,(un) et M’ = Matg(upr), out ups est endomorphisme
canoniquement associé a la matrice M.

Proposition 4.57. Deux matrices semblables ont méme trace.

Démonstration. Soient M et M’ deux matrices semblables. Soit P € GL,(K) telle que
M’ = P~'MP. D’apres la proposition 4.23 appliquée avec A = P! et B= MP on a

Tr(M') = Te(P~*MP) = Te(MPP™ 1) = Tr(M). O

Définition 4.58. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N. Soit u € L(E).

Alors la trace Tr(u) de u est la trace de la matrice de v dans n’importe quelle base de
E.

Remarque 4.59. Soit = (B4, ..., [n) une base de E. Alors on a

n

Tr(u) = 3 87 (u(B)).

i=1

Il est assez remarquable que cette quantité ne dépende pas de la base choisie.

4.4.3 Exemple d’application d’un changement de base

On chercher a déterminer les suites réelles (u,)
propriété suivante :

neNs (Un)nen €6 (Wn) ey Vérifiant la

Upt1 = 2Up — Wy,

Vn e N, Unt1 = 3Up — 2Up, (4.4)
Wpa1 = —2Up + 20, + Wy
On suppose que les suites (un),cn> (Vn)pen €t (Wn),en sont solutions. Pour n € N on
pose
Un
Un = Un
Wn,
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On note que uy,, v, et w, sont alors les coordonnées de U, dans la base canonique
e = (e1,e2,e3) de R3. On considere la matrice

0o 2 -1
A=1|13 -2 0
-2 2 1

On note également u4 ’endomorphisme canoniquement associé a A. Alors pour tout
neNon a
Un+1 = AU, = UA(Un)

Par récurrence on obtient

VneN, U, = A"Uy. (4.5)
On considere la base 8 = (81, B2, f3) définie par

1 4 2
Bi=1[1], Ba=| 3|, Bz=|-3
1 -2 2

La raison pour laquelle on choisit cette base est qu’elle est constituée de vecteurs sur
lesquels I’action de A est trés simple. En effet on a

APy = P, AP2 =23, AfB3=—4f%s.

Ainsi la matrice de u4 dans la base § est donc diagonale. On note

D = Matg(uA) =

S O =
SN O
)

1 4 2
P = Matﬁ’e(IdRa) =11 3 -3
1 -2 2

et
D = Matg(us) = Mat, g(Idgs) Mat,(ua) Matg . (Idgs) = P~ AP.

Pour n € N on note
T

X, = | yn | = PIU,.
Zn

Pour tout n € N on a alors
Xp1 = P U, = P7YAU, = P7YAPX, = DX,,.

Contrairement aux puissances de A, il est facile de calculer par récurrence les puissances
de D :

1 0 0
VneN, D"=[0 2 o0
0 0 (—4)"



Ainsi on a

Zo
Vn e N, X, = DnX() = 2ny0 s
(=4)"z0
puis
Unp, xo+4-2"yo +2-(—4)"20
Vn e N, Up | =Up=PX, = [zo+3-2"y—3-(—4)"20 (4.6)
Wy, xo—2-2"yo +2- (—4)"20

Inversement, on peut vérifier que toutes les triplets de suites de cette forme sont solutions
de (4.4).

Supposons maintenant qu’on impose de plus une donnée initiale Uy. Par exemple,
on cherche les solutions de (4.4) telles que

uo 2
Uy=|v |=1| -1
wo 1

L’unique solution est donnée par (4.6) avec Xy tel que
PXy=Up. (4.7)

La résolution du systeme donne
1

_ (1
Xo = 5
30

On note qu’il n’est pas nécessaire de calculer P~!'. Néanmoins, dans le cas d’une petite
matrice de taille 3, on peut calculer

[ey (| V]
(St

Pl =

o= O
|~
=

Y=
w
=)

On retrouve alors la valeur de Xy = P~'Uj ci-dessus. On peut également calculer la
matrice A" qui apparait dans (4.5), par

VneN, A"=(PDP™hH"=pD"pPL

Bref, c’est possible, mais il est important de se rappeler que ce n’est en fait pas nécessaire
(pour des gros systémes, il est bien plus rapide de seulement résoudre le systéme (4.7)
que de calculer P~1). D’ailleurs, déja pour un systéme 3 x 3 on n’a pas envie d’expliciter
A" ci-dessus. . .

4.5 Exercices

(voir la feuille d’exercices plus compléte disponible sur Moodle)

11

Ezxercice 33. On note A = (0 1

telles que AB = BA.

). Déterminer 1’ensemble des matrices B € M(R)
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Ezxercice 34. On note

1 10 010
A=10 1 1 et B=10 0 1
0 0 1 0 00

1. Calculer B™ pour tout n € N*,
2. En déduire A™ pour tout n € N*.

Ezxercice 35. Soient n € N* et A € M,(K). Montrer qu’il existe P € K[X] tel que
P(A) =0.

Ezxercice 36. Soient n,p € N*. Soient A € M, ,(K) et B € M,,(K). Montrer que
Tr(AB) = Tr(BA).

Ezxercice 37. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soient e =
(e1,...,en) et B =(B1,...,0n) deux bases de E. On note u 'unique endomorphisme de
E tel que u(ej) = B; pour tout j € [1,n]. Que peut-on dire de la matrice Mate(u) ?

Exercice 38. On cherche I'ensemble des fonctions z,y, z € C'(R; R) vérifiant

2/ (t) = 4da(t) — 4y(t) + 42(t),
y(t) +42(1),

3
3y(t) + 4z(t).

1. Ecrire le probleme sous la forme

VteR, X'(t)=AX(t),

avec X (t) = | y(t) | et A e M3(R) a déterminer.

2. On note
1 0 1
Bi=1|1], Bo=(1], p3= 11
0 1 1

Montrer que la famille 3 = (31, B2, 33) est base de R3.

3.0n note e la base canonique de R3 et P = Matg ¢ (Idgs) la matrice de passage de la
base e a la base 8. Expliciter P.

4.Pour t € R on note U(t) = P~1X(t). On admet que U : R — R3 est dérivable et
U'(t) = P~1X'(t) pour t € R. Montrer que U est solution d'un probléme de la forme

vteR, U'(t)=DU(t),

avec une matrice D € M3(R) a expliciter.

5. Résoudre le probleme précédent.

6. Déterminer 1’ensemble des solutions (z,y, z) du probleme de départ.
7. Déterminer ’ensemble des solutions vérifiant de plus
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5 Déterminant

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N.

5.1 Définition du déterminant et premiéeres propriétés
5.1.1 Formes p-linéaires alternées

Définition 5.1. Soit p € N*. On appelle forme p-linéaire sur E une application ¢ de
EP dans K qui est linéaire par rapport a chacune de ses variables : pour j € [1,p],

T1,-.,Tj-1, %41, p EE, x,ye Eet Ae Kon a
(X1, T, AT+ Y, T, ., Tp)
= M)(21, ., 1, 0, T 1, T) FP(X1, T, Y T, - T

Ezxemple 5.2. Les formes 1-linéaires sur E sont les formes linéaires sur E.

Ezxemple 5.3. Le produit scalaire sur R", définie par

R™ x R” . R
1\ (1
A = 2 Ty

Tn Yn
est une forme bilinéaire (2-linéaire) sur R™.

Définition 5.4. Soit p € N*. On dit qu'une forme p-linéaire sur E est alternée si pour tous
x1,...,xp € E tels qu’il existe ¢,j € [1,n] avec i # j et x; = zj on a f(z1,...,2,) = 0.

On s’intéresse ici aux formes n-linéaires alternées sur E.

Cas n = 2. On suppose que E est de dimension 2 et on considere une base 8 = (1, 52)
de E.

On suppose qu’il existe une forme 2-linéaire alternée ¢ sur E. Comme 1 est alternée
on a nécessairement (81, f1) = ¥ (B2, f2) = 0. En outre

0= (B + B2, 1 + B2) = ¥ (B1, B2) + (B2, B1),

donc

V(B2 B1) = =¥ (B, B2)- (5.1)

On considere maintenant deux vecteurs x1,z2 € E. Il existe x1,1, 212,221,222 € K
tels que x1 = 21,1581 + 21,202 et x2 = 29151 + x2252. On a alors

Y(x1, x2) = x110(B1, 22) + x1,2¢(B2, x2)
= z1122.1%(B1, B1) + x1,12220(61, B2) + T1,2221¢(B2, B1) + x1,222.2¢(52, 2)

= (211222 — 71,2221)Y (51, Ba).

Ainsi ¢ est uniquement déterminée, et est donnée par

(1,101 + 21282, 22181 + x2262) = (11222 — 1,222,1)V(S1, P2).
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Inversement, on peut vérifier que 1 ainsi définie est bien une forme 2-linéaire alternée.
Ainsi les formes 2-linéaires sur E de dimension 2 sont les applications de la forme

(o (561,372) — (961,1962,2 - 331,2902,1)1/1(ﬁ1752)-

En particulier, 1 est uniquement déterminée par sa valeur en (51, 32) (et 'ensemble des
formes 2-linéaires alternées sur E est un K-espace vectoriel de dimension 1).

Cas n = 3. On suppose que E est de dimension 3 et on considére une base § =

(B1, B2, 83) de E.

On suppose qu’il existe une forme 3-linéaire alternée ¢ sur E. On considere x1, x9, 3 €
E. Pour i € {1,2, 3} on consideére z; 1,2; 2, ;3 € K tels que

x; = w181 + 72082 + 24,303

On a alors
Y@, me,23) = > 15,725,235 0 (B, Bias Bia)
1<51,j2,J3<3
= > w w0 (B By B,
(41,72.33)€P
avec

P =1{(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)}.

On note qu’on a nécessairement

Y(B1, B3, B2) = —(B1, B2, B3),
Y(B2, B, B3) = = (1, B2, B3),
VY(B2, B3, B1) = —¥(B1, B3, B2) = ¥ (b1, B2, B3),
V(B3, b1, B2) = —v(B1, B3, B2) = ¥ (51, B2, £3),
Y(Bs, B2, B1) = =¥ (B, B2, B3).

On a alors
Y(x1, x2,23) = (B, P2, ﬁ3)($1,1$2,2$3,3 + 1223731 + 13222731
— X1,1%23%32 — T1,222,1T3,3 — 561,3552,21‘3,1)-

Inversement, on peut vérifier que les applications de cette forme sont bien des formes
3-linéaires alternées sur E, et en particulier I’ensemble des formes 3-linéaires alternées
sur E est un K-espace vectoriel de dimension 1.

Définition 5.5. Soit n € N*. On appelle permutation de [1,n] une bijection de [1,n]
dans lui-méme. L’ensemble S,, des permutations de [1,n] est appelé groupe symétrique
de degré n.

Définition 5.6. Soit o € S,,. On note (o) la signature de o définie par

elo)= ] sien(o(j) —o(i) e{-1,+1}

1<i<j<n
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Proposition 5.7. Soit 8 = (B1,...,0,) une base de E. Alors les formes n-linéaire alter-
nées sur E sont les applications de la forme

(.%'1, ey a;n) eE" — A 2 8(0’).%170.(1){13270.(2) . xn,a(n)-

o€eS,,

Remarque 5.8. On a

D E(O)T1 o) T2,02) - Tnon) = D, E(O)To(1)1Ta@)2 - - - Tom)m

o€S, 0€Snh

5.1.2 Déterminant d’une famille de vecteur dans une base

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n € N*,

Définition 5.9. Soit 5 = (51, .., 3,) une base de E. On appelle déterminant dans la base
B et on note detg I'unique forme linéaire alternée sur E telle que

detg(ﬁ) =1.

Elle est donnée par

V(z1,...,2n) € E",  detg(zi,...,2n) = Z €(0)T1 o(n)T2,0(2) - - - Tn,o(n)s

o€eS,

ou pour tout j € [1,n] on a noté

n
2= > B
i-1

Dans R?, oll on a une notion d’aire, et en prenant pour 3 la base canonique, on peut
interpréter la valeur absolue du déterminant de deux vecteurs comme étant ’aire du
parallélogramme défini par ces deux vecteurs (voir https://www.youtube.com/watch?
v=zLYLGdpHx14). En particulier, on observe que detg(z,y) = 0 si et seulement si z et
y sont colinéaires. Le signe du déterminant est liée a 'orientation de ces deux vecteurs
(par exemple si x et y forment une base orthonormée de R?, alors elle est directe si leur
déterminant dans la base canonique est positif, et indirecte s’il est négatif.

Proposition 5.10. Soient 3 et 3 deuz bases de E. Alors pour toute famille f de n vecteurs
de E on a

det(f) = det(8)det(f).

Démonstration. Il existe A € K tel que det 5= Adetg. En évaluant en /3, on obtient que
A =det B(B). O

Proposition 5.11. Soit 5 une base de E et x une famille de n vecteurs de E. Alors x est
une base de E si et seulement si detg(z) # 0.

Démonstration. On note x = (x1,...,Ty).
e On suppose que la famille x est une base de E. Alors d’apres la proposition 5.10 on a

1 = detg(8) = detg(x)det,(B).
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Cela prouve que detg(x) # 0.
e On suppose que la famille x n’est pas une base. Comme elle est liée, il existe k € [1,n]

et Ai,..., A\, € K tels que
T = Z /\jl‘j.

1<j<n
-k
On a alors
detg(z) = Z )\jdet(azl, ey T 1, Ty Thog 1y - - - ,:Un) = 0.
1<5<n P
j#k

5.1.3 Déterminant d’un endomorphisme

Proposition-Définition 5.12. Soit u € L(E). Il existe un unique scalaire, appelé détermi-
nant de u et noté det(u), tel que pour toute base 8 = (f1,...,5,) de E et toute famille
(1,...,xy,) de vecteurs de E on a

detg(u(z1),...,u(zy,)) = det(u)detg(z1, ..., zy).
Remarque 5.13. En particulier on a

det(u) = detg(u(Br), .- ., u(Bn)).

Démonstration. Soit § une base de E. L’application
(@1,...,2n) — detg(u(z1), ..., u(z,))

est une forme n-linéaire alternée sur E, donc il existe un scalaire qu’on note detg(u) tel
que
V(z1,...,2p) € E",  detg(u(xr),...,u(z,)) = detg(u)detg(x1, ..., zn).

Il reste a montrer que ce scalaire detg(u) ne dépend pas du choix de la base 5. On
considere une autre base 8. On a

det/}(u(ﬁl)v oo >u(ﬁn)) = detg(u)detﬁ(ﬁ)

Comme dets(5) = detg(8)~1, cela donne

dets(u) = detg(B)detz(u(Br), ..., u(Bn)) = detg(u(Br), ..., u(Bn)) = detg(u).
Ainsi detg(u) ne dépend pas du choix de la base f3. O

Proposition 5.14. (i) Pour u,v € L(E) on a det(u o v) = det(u) det(v).
(ii) On a det(Idg) = 1.

(iii) Soit w € L(E). Alors u est inversible si et seulement si det(u) # 0, et dans ce cas

on a
1

det(u™!) = det(u)
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Démonstration. Soit 8 = (f1,...,By) une base de E.
e Soient u,v € L(E). On a

det(uowv) = detg(u(v(B1)), ..., u(v(Bn)))
= det(u)detg(v(51),...,v(Bn))
= det(u) det(v)detg(B1, ..., Bn)
= det(u) det(v).

e Ona

det(IdE) = detg(IdE(,Bl), - ,IdE(,Bn)) = detg(ﬁh .. ,,Bn) = 1.

e Ona

u € GL(E) <= (u(p1),...,u(Brn)) est une base de E

«— detg(u(f1),...,u(Bn)) #0
<= det(u) # 0,

et dans ce cas on a

det(u) det(u™t) = det(uou™t) = det(Idg) = 1.

O

Remarque 5.15. Pour u € L(E) et @ € K on a det(au) = a"det(u). En particulier

det(aldg) = a™.

5.1.4 Déterminant d’une matrice carrée

Définition 5.16. Soit A € M, (K). On appelle déterminant de A et on note det(A) le dé-
terminant de ’endomorphisme canoniquement associé a A. De fagon équivalente, det(A)
est le déterminant de la famille des n vecteurs colonnes de A dans la base canonique de

K™.

Démonstration. On vérifie que les deux définitions sont effectivement équivalentes. On

note e = (eq,...,e,) la base canonique de K™. Alors on a
det(uy) = dete(ualer),...,ui(ey)) = dete(Aeq, ..., Aey).
Pour A = (a; )1<i j<n On note également

arir .- a1n
det(A) =

ap1 ... QAnn

On note qu’on a

det(A) = Y €(0)a10(m)a2,0() - - Gnai) = O, E(0)Ao(1)100@)2 - - Ao(n)n-

oeS, oeS,,

Proposition 5.17. (i) Pour A, B € M, (K) on a det(AB) = det(A) det(B).
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(ii) On a det(l,) = 1.
(iii) Soit A € My (K). Alors A est inversible si et seulement si det(A) # 0, et dans ce

cas on a 1

det(4™) = 5

Démonstration. Cela résulte de la proposition 5.14 appliquée a ’endomorphisme u4 de
K™, O

Proposition 5.18. Soit A € M, (K). Alors on a det(AT) = det(A).
Démonstration. Cela résulte de (5.2). O

Proposition 5.19. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit u € L(E).
Soit B une base de E et A = Matg(u). Alors on a det(u) = det(A).

Démonstration. On note A = (a; j)1<i,j<n, de sorte que pour j € [1,n] on a
n
u(B;) = Z ai,jBi-
i=1

On a alors

det(u) = detg(u(B1),...,u(Bn)) = Z (0)a1,6(n)2,6(2) - - - An,o(n) = det(A).

oeSn

Proposition 5.20. Deux matrices carrées semblables ont méme déterminant.

Preuve matricielle. Soient A, B € M, (K) deux matrices semblables. Soit P € GL,(K)
telle que B = P~ AP. On a alors

det(B) = det(P 'AP) = det(P~ 1) det(A) det(P) = det(P) ™! det(A) det(P) = det(A).
O

Preuve géométrique. Soient A, B € M,(K). D’apres la remarque 4.56 il existe un K-
espace vectoriel E de dimension n, u € L(E) et deux bases (3,3 de E telles que A =
Matg(u) et B = Mat;(u). On a alors

det(A) = det(u) = det(B). O

5.2 Calcul du déterminant d’une matrice

On continue dans cette section a donner des propriétés du déterminant, en vue d’étre
capable de le calculer plus ou moins explicitement. On rappelle qu’il est équivalent de
parler du déterminant d’un endormorphisme ou d’une matrice.
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5.2.1 Cas des petites dimensions

On a déja discuté au paragraphe le déterminant en petites dimensions. On rappelle
ici les expressions obtenues dans le cadre matriciel.

Proposition 5.21. (i) Soit A = (a) € M;(K). Alors on a

det(A) = |a| = a.

(ii) Soit A = <CCL Z) € My(K). Alors on a
det(A) = | % —aa—1b
=, 4 =@ c.
a b c
(iii) Soient A= |d e f|e Ms(K). Alors on a
g h 1
a b c
d e f|l=aei+bfg+ cdh —gec— hfa—idb.
g h 1

On observe que les termes avec un signe « + » sont obtenus en suivant les « dia-
gonales »allant dans la direction « \, », tandis qu’on obtient les termes avec un signe
« - »en suivant les « diagonales »allant dans la direction « " »

a b ¢ a c
+ d e f — d e f
g h i g h 1

5.2.2 Cas des matrices diagonales et triangulaires

Proposition 5.22. Soient ay,...,a, € K et
a1 (0)
A=
(0) an
Alors on a

det(A) =ay...an.

Proposition 5.23. Soient aq,...,a, € K et A € M,(K) une matrice triangulaire supé-
rieure de la forme
a1 (%)
A= .
(0) an

Alors on a

det(A) =aq...ay.

On a un résultat analogue pour une matrice triangulaire inférieure.
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Démonstration. On note A = (o j)1<ij<n- Soit 0 € S,. S'il existe j € [1,n] tel que
o(j) > j alors on a

A1,5(n)¥2,6(2) - - - On,o(n) = 0
Or la seule permutation o de [1,n] vériant o(j) < j pour tout j € [1,n] est Idp , (et
sa signature est 1). On a alors

det(A) = a2 ... 00 = @102 . .. ay. O

Proposition 5.24. Soient n € N* et M € M, (K) une matrice de la forme

A B
M= <0n—r><r C>

avec A € M,(K), Be M, ,,—»(K) et C € M,,_,(K). Alors on a
det(M) = det(A) det(C).
Ezxemple 5.25. On a

2 -3 4 -1 6 -9
-1 3 5 -1 0 7
o o0 -1 &5 7 9
0 0 0 -2 -6 8
o o0 o0 3 8 =5
0o 0o 0 0 0 -2
2 -3 -2 -6
=‘_1 3’ =1 x| 4 8‘x‘—2‘=3x(—1)x2x(—2)=12.
Démonstration. (a compléter) O

5.2.3 Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

Proposition 5.26. Soit A € M, (K). Soit \ € K.
(i) det(A) est inchangé si on ajoute X fois une colonne de A a une autre.
(ii) det(A) est changé en —det(A) si on échange deux colonnes de A.

(iii) det(A) est changé en Adet(A) si on multiplie une (et une seule) colonne de A par
A

On a des propriétés analogues en remplacant partout « colonne » par « ligne ».
Démonstration. On note e = (eq,...,ey) la base canonique de K™. On rappelle que
det(A) = det.(Aey, ..., Aey),

ou Aeq, Aes, ..., Ae, sont les colonnes de A. La dernieres propriétés est due a la linéarité
par rapport a chacune des variables, tandis que la deuxiéme se montre comme en (5.1).
Enfin pour montrer la premiére propriété on suppose qu’on ajoute A fois la premiere
colonne a la deuxieme. On a alors

det(Aey, Aea + AAey, Aes, ..., Aey)
= det(Aeq, Aes, Aes, ..., Ae,) + Adet(Aeq, Aeq, Aes, ..., Aey,) = det(A).

Enfin on obtient les résultats sur les lignes en appliquant ces résultats aux colonnes de
AT et en appliquant la proposition 5.18. O
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Avec ces opérations, on peut calculer un déterminant par I'algorithme du pivot de
Gauss.

Ezemple 5.27. On considere

2 -1 3 5
3 1 -1 5
A=15 o 1 1
1 0 1 1
Alors on a
1 1 1 1 0 1 1 10 1 1
3 1 -1 5 0 1 —4 01 —-4 2
det(A)__5—2 1 1 |0 =2 —4 —4| 0 0 =12 0
2 -1 3 5 0 -1 1 3 00 -3 5
10 1 1
01 —-4 2
=10 o —12 o =%
00 0 5

5.2.4 Développement par rapport a une ligne ou une colonne

Proposition 5.28. Soit A = (a;;)1<ij<n € My (K). Pour (i,5) € [1,n] on note A;; €
M, —1(K) la matrice obtenue a partir de A en supprimant la i-éme ligne et la j-éme
colonne.

(i) Soit j € [1,n]. Alors on a
det(A4) = Zn:(—l)”jam det(4; ;).
i=1
(ii) Soit i€ [1,n]. Alors on a
det(A) = Zn:(—l)”jam det(A; ;).
j=1

Démonstration. On montre la formule de développement par rapport & une colonne.
La formule de développement par rapport a une ligne s’obtient de facon analogue ou
en utilisant l'invariance du déterminant par transposition. Soit j € [1,n]. On note e =
(e1,...,en) la base canonique de K™. On a alors

n
Aej = Z Aj,5€;5.
i=1

On a
det(A) = detc(Aeq, ..., Aej, ... Aey).

On échange la colonne Ae; avec Aej_1, puis avec Ae;j_o, et ainsi de suite jusqu’a échanger
avec Aej. On a alors fait (j — 1) changements, donc

det(A) = (—1)j*1dete(Aej, Aeq, ... ,Aej_l, A6j+1, .o Aep).

49



0 ai,l
n |0 a1
aij Qi1
i=1| 0  ajy11
0 an,1

Qi—1,—1
Qg j—1
Qi+1,5—1

Qp, j—1

a15+1
@i—1,5+1
Aj.5+1

@i+1,5+1

On,j+1

Par linéarité du déterminant par rapport a la premiere colonne on a alors

a1n

Qi—1,n
Ajn

Ai+1,.n

Qn.n

Pour chaque terme, on fait maintenant remonter la i-eéme ligne en premiere position
(cela fait (i — 1) échanges de lignes. Cela donne

G5 Q51 Qa5 51 Qj,5+1 e Qi n
0 a1 al1j—1 G141 ain
n
i—1 -1
det(4) = (—1) Z(—l)l 0 a1 @i 1j-1 Gi—15+41 Qi1
i=1 0 a1 Aig1j-1 Qig15+1 Qit1n
0 Gn,1 Gp, j—1 An j+1 Qnn
D’apres la proposition 5.24 on a alors
a1,1 a1,5—1 a1,5+1 a1n
= a a a a
o 11 I P -
det(A) _ Z(_l)H—]ai,j i—1, i—1,j i—1,5+ i—1,n
P} Ai+1,1 Qi41,5—1 QAi+15+1 Qi+1,n
an,1 an,j—1 Qn, j+1 ann

Ce dernier déterminant étant précisément celui de la matrice A; ;, cela conclut la dé-
monstration. ]

Ezemples 5.29. En guise de premiers exemples, on peut retrouver ’expression du déter-
minant pour une matrice de My(K), puis celui d’une matrice de M3(K).

Définition 5.30. Soit A = (a;;)1<ij<n € Mn(K). Pour 4, j € [1,n] on appelle cofacteur
d’indice (7,j) de A le scalaire

COfiJ‘(A) = (—1)i+j det(flm),

ol flm est comme a la proposition précédente. On appelle commatrice de A la matrice
des cofacteurs de A :
Com(4) = (Cofi;(A))1<ij<n-

Proposition 5.31 (Formule de la commatrice). Soit A € M, (K). Alors on a
A(Com(A))T = (Com(A))TA = det(A)I,.

En particulier, si A est inversible alors

A7 = (Com(A)T

det(A)
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Démonstration. On note A = (a;j)1<ij<n €t B = (bij)1<ij<n = A(Com(A))T. Soit
(7,7) € [1,n]. On a
b@j = Z aikaoijk(A).
k=1

En particulier pour ¢ € [1,n] on a par la formule du développement par rapport a la

i-eme ligne de A :
n

bi; = Z ai7kCOfi7k(A) = det(A).
k=1
On suppose maintenant que 7 # j. On note C' = (¢; j)1<i,j<n la matrice obtenue & partir
de A en remplagant la j-ieme ligne par la i-eme. En particulier C a deux lignes égales,

donc det(C') = 0. On a
bij = Y, aixCofjx(A) = > ¢;xCof;x(C) = det(C) = 0.
k=1 k=1
Ainsi dans tous les cas on a b;; = §; jdet(A), donc B = det(A)I,. On procede de la
méme fagcon pour montrer que (Com(A))TA = det(A)I,. O
5.3 Exercices

(voir la feuille d’exercices plus compléte disponible sur Moodle)

Ezercice 39. Soient n € N* et A € M,(R). On peut voir A comme une matrice a
coefficients complexes. Le déterminant de la matrice A est-il le méme si on la considere
comme une matrice réelle ou une matrice complexe 7

Ezxercice 40. Soit n > 2. Calculer le déterminant de la matrice

1 1 1
1 1 (0)

A= e M,(R)
1 (0) 1

1 1 (0)
1
A= e M,(R)
(0) 1
1 1
Ezercice 42 (Déterminant de Vandermonde). Soient n € N* et ay,...,a, € K. On
considere la matrice
1 1 1
ay a2 Qn
V(a17 7an) = (al_l)léz j<n = CL% CL% a’?l
ar~t aj! ant
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On cherche a calculer le déterminant de cette matrice (déterminant de Vandermonde).
1. Montrer que si les aj, 1 < j < n ne sont pas deux a deux distincts, alors ce déterminant
est nul. On suppose pour la suite que les aj, 1 < j < n sont bien deux a deux distincts.
2. Calculer le déterminant de Vandermonde pour n = 1 et n = 2.

3. On considere le polynéme

1 1 1
aq a9 X
P(X)=det(V(ay,...,an-1, X)) =| &3 @ .. X°|eK[X]
D (i

Donner le degré de P, une expression de son coefficient dominant, et n—1 de ses racines.
4. Montrer que

det(V(ar,...,an)) = [] (a;—an).

I<i<j<n
Ezxercice 43. On considére la matrice
-1 1 1
A= 1 -1 1
1 1 -1

1. Pour quelles valeurs de A (réelles / complexes) la matrice (A — AI3) est-elle inversible ?
2. Dans tous les cas, calculer ker(A — \I3).
3. Mémes questions avec les matrices

0 -2 0 010
B=|1 0 -1|, c=10 0 1
0 2 0 100

Ezxercice 44. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*. Soit 8 une base
de E. Soit u € L(E). Pour 1, ...,x, € E on pose

n
o1, ..., xpy) = Z detg(z1,...,Ti—1,w(x;), Tit1,. .., Tn).
i=1

Déterminer I’application ¢ (on pourra commencer par vérifier que ¢ est une forme n-
linéaire alternée sur E.

(A suivre...)
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