
Mathématiques pour les glomorphes à rayures

Algèbre linéaire

’

(Chapitre en cours de construction)

Dans tous ce chapitre, K désignera un corps. On ne considérera que des situations où
K est le corps R des réels ou le corps C des complexes, si bien qu’il n’est pas nécessaire
de savoir ce qu’est un corps général. Les éléments de K seront appelés scalaires.

On a vu que les structures des ensembles de solutions pour concernant certaines
équations de suites récurrentes ou pour certaines équations différentielles avaient la
mm̂e structure, et que les démonstrations étaient analogues. Il semble intéressant de
comprendre quel est le point commun entre les deux problèmes qui explique qu’ils se
ressemblent tant. Plutôt que de traiter séparément chaque situation, si on est capable
d’identifier quelle cause entraine quelle conséquence dans un cadre abstrait commun, on
pourrait traiter d’un seul coup toutes les autres situations similaires qui se présenteront
ensuite.

C’est l’objectif des structures algébriques, identifier ce qui est commun dans des
contextes a priori très variés, et voir tout ce qu’on peut déduire à partir de ces seuls
points communs, afin d’obtenir les mm̂es conclusions valables pour tous ces problèmes
très différents.

On étudie dans ce chapitre les espaces vectoriels, cadre adapté pour étudier ensuite
les applications linéaires. Ce n’est pas la structure algébrique la plus simple, mais c’est
peut-être la plus simple à appréhender car le cas modèle est un cadre avec lequel on est
déjà familié : les vecteurs de R2 ou R3.

1 Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels

Le but de la notion d’espace vectoriel est donc de regrouper sous un même nom tous
les ensembles munis d’opérations qui se comportent comme pour les vecteurs de l’espace
usuel. Le but est de généraliser à tous ces contextes toutes les propriétés déjà connues
pour les vecteurs.

On considère par exemple le cas de R3. On peut additionner les vecteurs de R3 :
¨

˝

x1
x2
x3

˛

‚`

¨

˝

y1
y2
y3

˛

‚“

¨

˝

x1 ` y1
x2 ` y2
x3 ` y3

˛

‚.
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On note qu’on utilise l’addition connue sur R pour définir l’addition sur R3. Il est alors
facile de vérifier que cette addition verifie toutes les bonnes propriétés de l’addition des
réels. Cette addition est associative. Cela signifie que pour tous ÝÑx ,ÝÑy ,ÝÑz P R3 on a

pÝÑx `ÝÑy q ` ÝÑz “ ÝÑx ` pÝÑy `ÝÑz q. (1.1)

Cette addition admet un élément neutre. Il existe un vecteur
ÝÑ
0 tel que

@ÝÑx P R3, ÝÑx `
ÝÑ
0 “

ÝÑ
0 `ÝÑx “

ÝÑ
0 . (1.2)

Il suffit de prendre

ÝÑ
0 “

¨

˝

0
0
0

˛

‚,

où 0 est l’élément neutre pour l’addition sur R. Enfin tout vecteur de R3 admet un
opposé :

@ÝÑx P R3, DÝÑy P R3, ÝÑx `ÝÑy “ ÝÑy `ÝÑx “
ÝÑ
0 . (1.3)

On note alors p´ÝÑx q l’opposé de ÝÑx . Dans le cas de R3, l’opposé de ÝÑx “ px1, x2, x3q est

´ÝÑx “

¨

˝

´x1
´x2
´x3

˛

‚.

Les propriétés (1.1), (1.2) et (1.3) font de R3, muni de son addition, ce qu’on appelle un
groupe. C’est même un groupe commutatif, puisque l’addition est commutative :

@ÝÑx ,ÝÑy P R3, ÝÑx `ÝÑy “ ÝÑy `ÝÑx .

On peut également multiplier les vecteurs par un réel. La définition est la suivante :

λ ¨

¨

˝

x1
x2
x3

˛

‚“

¨

˝

λx1
λx2
λx3

˛

‚.

Avec les propriétés de la multiplication sur R on peut vérifier les propriétés suivantes
pour cette multiplication externe sur R3. Par associativité de la multiplication sur R, on
obtient que

@pλ, µq P K2,@ÝÑx P E, λ ¨ pµ ¨ ÝÑx q “ pλµq ¨ ÝÑx (1.4)

Comme 1 est un élément neutre pour la multiplication de R, on a aussi

@ÝÑx P E, 1 ¨ ÝÑx “ ÝÑx . (1.5)

Enfin, la propriété de distribution entre l’addition et la multiplication de R donne

@λ P K,@pÝÑx ,ÝÑy q P E2, λ ¨ pÝÑx `ÝÑy q “ λ ¨ ÝÑx ` λ ¨ ÝÑy (1.6)

et
@pλ, µq P K2,@ÝÑx P E, pλ` µq ¨ ÝÑx “ λ ¨ ÝÑx ` µ ¨ ÝÑx . (1.7)
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1.1 Définition et exemples de référence

Définition 1.1. On appelle K-espace vectoriel un ensemble non-vide E muni d’une loi de
composition interne (l’addition)

"

Eˆ E Ñ E
pÝÑx ,ÝÑy q ÞÑ ÝÑx `ÝÑy

et d’une multiplication externe

"

Kˆ E Ñ E
pλ,ÝÑx q ÞÑ λ ¨ ÝÑx

vérifiant les propriétés suivantes :

(i) l’addition est commutative : @pÝÑx ,ÝÑy q P E2, ÝÑx `ÝÑy “ ÝÑy `ÝÑx ;

(ii) l’addition est associative : @pÝÑx ,ÝÑy ,ÝÑz q P E3, pÝÑx `ÝÑy q ` ÝÑz “ ÝÑx ` pÝÑy `ÝÑz q ;

(iii) l’addition admet un élément neutre : il existe
ÝÑ
0 P E tel que pour tout ÝÑx P E on a

ÝÑx `
ÝÑ
0 “

ÝÑ
0 `ÝÑx “

ÝÑ
0 ;

(iv) tout élément ÝÑx de E admet un opposé (inverse pour l’addition) : il existe ÝÑy P E
tel que ÝÑx `ÝÑy “ ÝÑy `ÝÑx “

ÝÑ
0 (on note alors ÝÑy “ ´ÝÑx )

(v) @ÝÑx P E, 1K ¨
ÝÑx “ ÝÑx ;

(vi) @λ P K,@pÝÑx ,ÝÑy q P E2, λ ¨ pÝÑx `ÝÑy q “ λ ¨ ÝÑx ` λ ¨ ÝÑy ;

(vii) @pλ, µq P K2,@ÝÑx P E, pλ` µq ¨ ÝÑx “ λ ¨ ÝÑx ` µ ¨ ÝÑx ;

(viii) @pλ, µq P K2,@ÝÑx P E, λ ¨ pµ ¨ ÝÑx q “ pλµq ¨ ÝÑx .

Tous les exemples que l’on va donner sont basés sur le fait que R est un R-espace
vectoriel. En effet, il résulte de la construction de R que toutes les opérations de la
définition 1.1 sont valables si les vecteurs sont, comme les scalaires, des réels. Dans ce
cas le vecteur nul est simplement

ÝÑ
0 “ 0. De même, C est un C-espace vectoriel.

À partir des opérations connues sur R, on peut donner d’autres exemples d’espaces
vectoriels, sur le modèle de ce qu’on a discuté en introduction (et en commençant
d’ailleurs par ce cas).

Proposition 1.2. L’ensemble R2, muni des opérations usuelles sur les vecteurs définies
par

@ÝÑx “

ˆ

x1
x2

˙

P R2,@ÝÑy “

ˆ

y1
y2

˙

P R2,

ˆ

x1
x2

˙

`

ˆ

y1
y2

˙

“

ˆ

x1 ` y1
x2 ` y2

˙

et

@ÝÑx “

ˆ

x1
x2

˙

P R2,@λ P R, λ ¨

ˆ

x1
x2

˙

“

ˆ

λx1
λy2

˙

,

est un R-espace vectoriel, dont l’élément neutre pour l’addition est
ÝÑ
0 “

ˆ

0
0

˙

. De même,

Rd muni des opérations analogues est un R-espace vectoriel, et Cd est un C-espace
vectoriel pour tout d P N.

On a dit que C est un C-espace vectoriel. En ne prenant que des λ réels dans la
définition 1.1, on peut aussi le voir comme un espace vectoriel réel.
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Proposition 1.3. C, muni de ses opérations usuelles (en restreignant la multiplication au
produit d’un réel avec un complexe), est un R-espace vectoriel.

La façon dont on a muni R2 “ Rˆ R d’une structure d’espace vectoriel à partir de
celle de R peut être généralisée au produit de n’importe quelle paire d’espaces vectoriels.

Proposition 1.4 (Espace vectoriel produit). Soient E1 et E2 deux K-espaces vectoriels.
Alors E1 ˆ E2 est un K-espace vectoriel pour les opérations suivantes. Pour x1, y1 P E1,
x2, y2 P E2 et λ P K on pose

px1, x2q ` py1, y2q “ px1 ` y1, x2 ` y2q

et
λ ¨ px1, x2q “ pλ ¨ x1, λ ¨ x2q.

Dans les deux cas, on utilise pour la première coordonnée les opérations sur E1 et pour
la seconde coordonnées les opérations sur E2. L’ensemble E1ˆE2 muni de ces opérations
est alors un K-espace vectoriel.

Proposition 1.5. KrXs est un K-espace vectoriel pour les opérations (somme et multipli-
cation par un scalaire) usuelles.

Proposition 1.6. L’ensemble KN des suites à valeurs dans K est un K-espace vectoriel
pour les opérations (somme et multiplication par un scalaire) usuelles.

On peut voir un élément de Kd comme une application de J1, dK dans K et un élé-
ment de KN comme une application de N dans K. Ainsi l’exemple suivant généralise
naturellement les précédents.

Proposition 1.7. Soit Ω un ensemble quelconque. Alors l’ensemble FpΩ;Kq des fonctions
de Ω dans K est un K-espace vectoriel pour les opérations usuelles : pour f, g P FpΩ;Rq
et λ P R on définit pf ` gq et λf par

@x P Ω, pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq et pλ ¨ fqpxq “ λfpxq.

Très vite (c’est-à-dire dès maintenant), on va arrêter d’utiliser des flèches pour les
vecteurs ou un point pour marquer la multiplication externe. Il faudra par exemple être
prudent avec la notation 0 qui pourra à la fois désigner le scalaire nul dans K et le vecteur
nul dans E. Si on est attentif à la nature des objets que l’on manipule, il ne doit pas y
avoir d’ambicüıté, mais on peut utiliser des notations différentes quand cela facilite la
compréhension.

On peut de la même façon munir FpΩ,Eq, où Ω est un ensemble quelconque et E est
un K-espace vectoriel quelconque, d’une structure de K-espace vectoriel.

1.2 Sous-espaces vectoriels

Il apparâıt assez clairement que la définition 1.1 va être pénible à vérifier en pratique.
On va donc s’empresser de le faire le moins possible. On ne le fait que pour quelques
espaces vectoriels de références (dont certains ont déjà été discutés au paragraphe précé-
dent) et ensuite, bien souvent, on pourra montrer qu’un ensemble muni d’une addition et
d’une multiplication est un espace vectoriel en le voyant comme le sous-espace vectoriel
d’un espace vectoriel déjà connu.
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Définition 1.8. Soit E un K-espace vectoriel. Soit F une partie non vide de E. On dit
que F est un sous-espace vectoriel de E si c’est un espace vectoriel pour les opérations
définies par restriction des opérations sur E.

Proposition 1.9. Soient E un espace vectoriel et F une partie de E. Alors F est un sous-
espace vectoriel de E si et seulement si

$

’

&

’

%

0 P F;

@x, y P F, x` y P F;

@x P F,@λ P K, λx P F.

Remarque 1.10. De façon équivalente, F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement
si

#

0 P F,

@x, y P F,@λ P K, λx` y P F.

Example 1.11. — t0u et E sont des sous-espaces vectoriels de E.
— Soient α, β P R. La droite vectorielle d’équation αx1`βx2 “ 0 est un sous-espace

vectoriel de R2.
— Soient α, β, γ P R. Le plan vectoriel de R3 d’équation αx1 ` βx2 ` γx3 “ 0 est

un sous-espace vectoriel de R3.

l Ex. 1-2

1.3 Sommes de sous-espaces vectoriels, sous-espaces supplémentaires

Proposition 1.12. Soit E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels de
E. Alors la somme

F` G “ tx` y, x P F, y P Gu

est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Comme 0 P F et 0 P G, on a 0 “ 0 ` 0 P F ` G. Soient x, y P F ` G et
λ P K. Il existe xF, yF P F et xG, yG P G tels que x “ xF ` xG et y “ yF ` yG. On a alors

λx` y “ λpxF ` xGq ` pyF ` yGq “ pλxF ` yF
looomooon

PF

q ` pλxG ` yG
loooomoooon

PG

q P F` G.

Cela prouve que F` G est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque 1.13. Attention à ne pas confondre F ` G et F Y G. En général (sauf si l’un
est inclus dans l’autre), l’union de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace
vectoriel.

Définition 1.14. Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels
de E. On dit que F et G sont en somme directe si

FX G “ t0u .

Dans ce cas on note la somme F‘ G plutôt que F` G.

Définition 1.15. Soit E un K-espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels
de E. On dit que F et G sont supplémentaires dans E si FX G “ t0u et F` G “ E.
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Exemple 1.16. Soit F et G deux droites vectorielles de R2. Si elles ne sont pas confondues,
alors elles sont supplémentaires dans R2.

Exemple 1.17. Les sous-espaces

F “

$

&

%

¨

˝

x1
x2
0

˛

‚, x1, x2 P R3

,

.

-

et G “

$

&

%

¨

˝

0
t
2t

˛

‚, t P R

,

.

-

sont supplémentaires dans R3.

l Ex. 3-5

1.4 Exercices

(voir la feuille d’exercices plus complète disponible sur Moodle)

Exercice 1. 1. Soit x0 P R. Montrer que l’ensemble des fonctions f de R dans R telles
que fpx0q “ 0 est un R-espace vectoriel.
2. Montrer que l’ensemble des fonctions continues de R dans R est un R-espace vectoriel.
3. Montrer que l’ensemble des fonctions dérivables de R dans R est un R-espace vectoriel.

Exercice 2. Soit ω un ensemble non vide et pFjqjPω une famille de sous-espaces vecto-
riels de E. Montrer que l’intersection

Ş

jPω Fj est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 3. On note

F “ tpx, 0q, x P Ru G “ tpx, xq, x P Ru .

Montrer que F et G sont des sous-espaces supplémentaires dans R2.

Exercice 4. On note

F “ tP P RrXs, P p0q “ 0u G “
 

P P RrXs, P 1p0q “ 0
(

.

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de RrXs. Sont-ils en somme directe ?
Identifier la somme F` G.

Exercice 5. On note E le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R. On note F
l’ensemble des fonctions de R dans R qui sont paires, et G l’ensemble de celles qui sont
impaires. Montrer que F et G sont des sous-espaces supplémentaires dans E.

Exercice 6. Soient a, b P R. Montrer que l’ensemble des suites réelles punqnPN telles que

@n P N, un`2 “ aun`1 ` bun

est un sous-espace vectoriel de RN.

Exercice 7. Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
À quelle condition l’union FY G est-elle un sous-espace vectoriel de E.
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2 Bases, dimension d’un espace vectoriel, espaces de dimensions
finies.

2.1 Combinaisons linéaires, sous-espace engendré par une famille de vecteurs

Définition 2.1. Soit E un espace vectoriel et A une partie de E. On appelle combinaison
linéaire de vecteurs de A un vecteur de la forme

x “
m
ÿ

k“1

αkvk

avec m P N, α1, . . . , αm P K et v1, . . . , vm P A. On note vectpAq l’ensemble des combi-
naisons linéaires de vecteurs de A.

Proposition 2.2. Soient E un espace vectoriel et A une partie de E. Alors vectpAq est un
sous-espace vectoriel de E. C’est le plus petit (pour l’inclusion) sous-espace vectoriel de
E contenant A (au sens où vectpAq est l’intersection de tous les sous-espaces vectoriels
de E contenant A, voir l’exercice 2).

Démonstration. (A compléter)

Définition 2.3. Soit F “ pvjqjPω une famille quelconque de vecteurs de E. On note
vectpFq “ vectpvj , j P ωq.

Soit pλjqjPω une famille de scalaire. On dit qu’elle est presque nulle si tous les λj ,
sauf un nombre fini, sont nuls. Autrement dit, l’ensemble tj P ω |λj ‰ 0u est fini.

Étant donnée une famille F “ pvjqjPω de vecteurs de E, vectpFq est alors l’ensemble
des vecteurs de la forme

x “
ÿ

jPω

λjvj

où pλjqjPN est une famille presque nulle.

Si F “ pv1, . . . , vmq est une famille finie, vectpFq est simplement l’ensemble des
vecteurs de la forme

x “
m
ÿ

j“1

λjvj ,

avec λ1, . . . , λm P K.

2.2 Familles libre, familles génératrices, bases

Soit E un K-espace vectoriel.

2.2.1 Familles génératrices

Définition 2.4. Soit F une famille de vecteurs de E. On dit que F est une famille
génératrice si vectpFq “ E.

En particulier, une famille finie pv1, . . . , vmq de vecteurs de E est génératrice si pour
tout x P E il existe λ1, . . . , λm P K tels que x “ λ1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` λmvm.

Remarque 2.5. Toute famille contenant une famille génératrice est génératrice.
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Exemple 2.6. — pxqxPE est une famille génératrice de E (ce n’est pas très intéressant,
mais c’est vrai).

— Deux vecteurs non-colinéaires de R2 forment une famille génératrice de R2. Plus
généralement, toute famille contenant au moins deux vecteurs non-colinéaires de
R2 est génératrice.

— Trois vecteurs non-coplanaires de R3 forment une famille génératrice de R3. Plus
généralement, toute famille contenant au moins trois vecteurs non-coplanaires de
R3 est génératrice.

2.2.2 Familles libres

Définition 2.7. Soit F “ pvjqjPω une famille de vecteurs de E. On dit que F est libre (ou
que les vj , j P ω, sont linéairement indépendants) si pour toute famille pλjqjPω presque
nulle d’éléments de K on a

ÿ

jPω

λjvj “ 0 ùñ @j P ω, λj “ 0.

Dans le cas contraire, on dit que la famille F est liée (les vj , j P ω, sont linéairement
dépendants).

En particulier, une famille finie pv1, . . . , vmq de vecteurs de E est libre si pour tous
λ1, . . . , λm P K tels que λ1v1 ` ¨ ¨ ¨ ` λmvm “ 0 on a λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ λm “ 0.

Remarque 2.8. La famille H est libre, tandis que la famille t0u est liée.

Exemple 2.9. — Une famille de deux vecteurs de R2 est libre si et seulement si ces
deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

— Une famille de trois vecteurs de R2 est nécessairement liée.

Proposition 2.10. (i) Toute sous-famille d’une famille libre est libre. De façon équiva-
lente, toute famille contenant une famille liée est liée.

(ii) Si une famille est liée, on peut écrire l’un des vecteurs comme combinaison linéaire
des autres vecteurs de la famille.

(iii) Une famille obtenue par concaténation d’une famille libre L et d’un vecteur v P
EzvectpLq est libre.

Proposition 2.11. Soit L “ pvjqjPω une famille libre de vecteurs de E et x P vectpLq.
Alors il existe une unique famille pλkqjPω presque nulle de scalaires telle que

x “
ÿ

jPω

λjvj .

Démonstration. On suppose que pλjqjPω et pµjqjPN sont deux familles presque nulles de
scalaires telles que

x “
ÿ

jPω

λjvj “
ÿ

jPω

µjvj .

Alors la famille pλj ´ µjqjPω est presque nulle et on a

ÿ

jPω

pλj ´ µjqvj “ 0.

Comme la famille L est libre, cela implique que λj “ µj pour tout j P ω.
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2.2.3 Bases

Définition 2.12. Une famille de vecteurs de E est une base si elle est libre et génératrice.

l Ex. 11

Exemples 2.13. — H est une base de t0u ;
— p1q est une base de K (en fait, pxq est une base de K pour tout x P Kz t0u) ;
— Deux vecteurs non-colinéaires de R2 forment une base de R2 ;
— Trois vecteurs non-coplanaires de R3 forment une base de R3 ;
— p1q est une base du C-espace vectoriel C, et p1, iq est une base du R-espace

vectoriel C ;
— Soit d P N. Pour j P J1, dK on note

ej “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0
...
1
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(où l’unique coefficient 1 est en j-ième position). Alors la famille pejq1ďjďd est
une base de Kd. Elle est appelée base canonique de Rd.

— La famille pXjqjPN est une base de KrXs. Elle est appelée base canonique de
KrXs.

Définition 2.14. On suppose que B “ pejqjPω est une base de E. Soit x P E et pxjqjPN
l’unique famille presque nulle de scalaires telles que

x “
ÿ

jPω

xjej .

Alors les xj , j P ω, sont appelés coordonnées de x dans la base B. On note alors e˚j
l’application qui à x P E associe sa coordonnée xj selon le vecteur ej .

Remarque 2.15. On considère le cas E “ Kn. Si β est la base canonique de Kn (et
seulement dans ce cas), tout vecteur cöıncide avec le vecteur de ses coordonnées dans la
base β. En dehors de ce cas très particulier, il faut bien distinguer un vecteur de E et
son vecteur de coordonnées dans une base (c’est particulièrement perturbant si E “ Kn

mais β n’est pas la base canonique). l Ex. 12

Exemple 2.16. On considère dans R2 les vecteurs

e1 “

ˆ

1
0

˙

, e2 “

ˆ

0
1

˙

, β1 “

ˆ

1
0

˙

, β2 “

ˆ

1
1

˙

.

Les familles pe1, e2q et pβ1, β2q sont des bases de R2. Étant donné un vecteur

x “

ˆ

x1
x2

˙

,

on a
x “ x1e1 ` x2e2 et x “ px1 ´ x2qβ1 ` x2β2.

On observe en particulier que même si e1 “ β1, on a e˚1 ‰ β˚1 . Ainsi les applications
coordonnées dépendent bien de tous les vecteurs de la base considérée.

9



2.3 Espaces vectoriels de dimensions finies, dimension d’un espace vectoriel

Définition 2.17. Soit E un K-espace vectoriel. On dit que E est de dimension finie s’il
admet une famille génératrice finie (contenant un nombre fini de vecteurs). Sinon on dit
que E est de dimension infinie.

Lemme 2.18. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient L une famille
libre de E et G une famille génératrice finie. Alors il existe une base B de E telle que
L Ă B Ă G.

Démonstration. On note A l’ensemble des familles libres de E contenant L et contenues
dans G. Alors A n’est pas vide (il contient L) et a un nombre fini d’éléments (qui sont
toutes des familles finies) car G est finie. On choisit alors une famille B de A de cardinal
maximal. Elle est libre par définition. Soit g P G. Comme la concaténation de B avec g
contient L, est contenue dans G et a plus d’éléments que B, elle ne peut pas être libre.
On a donc g P vectpBq. Ainsi G Ă vectpBq et E “ vectpGq Ă vectpBq. Cela prouve que B
est génératrice, donc c’est une base de E.

Lemme 2.19. Soit G une famille génératrice finie et L une famille libre. Alors on a
CardpLq ď CardpGq.

Démonstration. On montre par récurrence sur p P N que si E admet une famille géné-
ratrice à p éléments alors toute famille contenant au moins p ` 1 éléments est liée. Si
p “ 0 alors E “ t0u et p0q est la seule famille contenant au moins 1 élément. Elle est
liée. On considère p P N˚ et on suppose le résultat acquis jusqu’au rang p´ 1. On sup-
pose donc que E admet une famille génératrice pe1, . . . , epq et on considère une famille
F “ pf1, . . . , fp`1q de vecteurs de E.

Pour tout j P J1, p` 1K il existe α1,j , . . . , αp,j P K tels que

fj “

p
ÿ

i“1

αi,jei.

On suppose que αi,1 “ 0 pour tout i P J1, pK. Alors f1 “ 0 et la famille F est
nécessairement liée. On suppose maintenant qu’il existe i P J1, pK tel que αi,1 ‰ 0.
Quitte à échanger les rôles de e1 et ei, on peut supposer sans perte de généralité que
α1,1 ‰ 0. On pose F “ vectpe2, . . . , epq. F admet alors une famille génératrice à p ´ 1
éléments. Pour j P J2, p` 1K on pose

gj “ fj ´
α1,j

α1,1
f1 P F.

La famille pg2, . . . , gp`1q contient p éléments, donc par hypothèse de récurrence elle est
liée. Il existe λ2, . . . , λp`1 non tous nuls tels que

p`1
ÿ

j“2

λjgj “ 0.

Cela donne

0 “

p`1
ÿ

j“2

λjgj “ ´

˜

p`1
ÿ

j“2

λjα1,j

α1,1

¸

f1 `

p`1
ÿ

j“2

λjfj .

Il s’agit d’une relation non triviale entre les fj , 1 ď j ď p` 1, donc la famille F est liée.
D’où le résultat par récurrence.
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Corollaire 2.20. Si E admet une famille libre infinie, alors il est de dimension infinie.

Ce dernier résultat est en fait une équivalence (voir l’exercice ? ?).

Théorème 2.21 (Théorème de la base incomplète). Soit E un K-espace vectoriel de di-
mension finie.

(i) Existence de bases en dimension finie : E admet une base.

(ii) Théorème de la base incomplète : Une famille libre de vecteurs de E peut être
complétée en une base de E.

(iii) Théorème d’extraction des bases : D’une famille génératrice finie de vecteurs de E
on peut extraire une base de E.

Démonstration. Soit G une famille génératrice finie. On obtient la troisième assertion (et
donc la première) en appliquant le lemme 2.18 avec L “ H. Pour la deuxième assertion,
on observe que L est nécessairement finie d’après le lemme 2.19, puis on applique le
lemme 2.18 avec L et la famille génératrice (finie) obtenue en prenant les vecteurs de L
et de G.

Théorème 2.22 (Théorème de la dimension). Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie. Alors toutes les bases de E sont finies et ont le même nombre d’éléments.

Démonstration. Soient B et B1 deux bases de E. Comme ce sont des familles libres, elles
ont chacune un nombre fini d’éléments. Comme B est libre et B1 est génératrice, on a
CardpBq ď CardpB1q. Comme B1 est libre et B est génératrice, on a aussi CardpB1q ď
CardpBq. D’où le résultat.

Définition 2.23. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On appelle dimension
de E et on note dimpEq le nombre d’éléments de n’importe quelle base de E.

Exemples 2.24. — Rd est un R-espace vectoriel de dimension d.
— C est un R-espace vectoriel de dimension 2.

Proposition 2.25. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N. Soit F une
famille de vecteurs de E. Si deux des assertions suivantes sont vraies alors la troisième
l’est également :

(i) F a n éléments ;

(ii) F est libre ;

(iii) F est génératrice.

En particulier, F est dans ce cas une base de E.

Démonstration. On suppose que F est libre et a n éléments. Alors par le théorème de
la base incomplète, elle peut être complétée en une base B de E. Comme CardpBq “ n “
CardpFq, on a en fait B “ F , donc F est une base. De même, une famille génératrice à
n élément est une base par le thèorème d’extraction des bases.

l Ex. 16

Définition 2.26. Soit F une famille de vecteurs de E. On suppose que vectpFq est de
dimension finie. Alors on appelle rang de la famille F et on note rgpFq la dimension de
vectpFq.

11



2.4 Sous-espaces d’une espace vectoriel de dimension finie

Proposition 2.27. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace
vectoriel de E. Alors F est de dimension finie et dimpFq ď dimpEq. En outre on a
dimpFq “ dimpEq si et seulement si F “ E.

Démonstration. On note n “ dimpEq.
‚ On suppose par l’absurde que F est de dimension infinie et on montre par récurrence
sur p P N˚ que F admet une famille libre à p éléments. Comme F ‰ t0u on peut
considérer e1 P Fz t0u. Cela définit une famille libre pe1q à 1 élément. Supposons avoir
construit une famille pe1, . . . , epq libre dans F. Comme F ‰ vectpe1, . . . , epq, on peut
considérer ep`1 P Fzvectpe1, . . . , epq et on obtient une famille pe1, . . . , ep`1q libre dans F.
Cela prouve que F admet une famille libre à p éléments pour n’importe quel p P N. Une
famille libre dans F étant aussi une famille libre dans E, elle admet au plus n éléments.
On obtient donc une contradiction dès que p ą n. Ainsi F est de dimension finie. En
outre, dimpF q ď n.
‚ Si E “ F il est clair que dimpFq “ dimpEq. Inversement, on suppose que dimpFq “
dimpEq. Soit B une base de F. C’est une famille libre de E ayant n éléments, donc c’est
aussi une base de E, ce qui implique que E “ vectpBq “ F.

Proposition 2.28. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit F un sous-espace
de E. Alors F possède au moins un sous-espace supplémentaire dans E, et si G est un
supplémentaire de F on a

dimpEq “ dimpFq ` dimpGq.

Démonstration. On note n P N la dimension de E.
‚ Soit pe1, . . . , epq une base de F (avec p “ dimpFq ď n). Il s’agit d’une famille libre de
E, que l’on peut compléter en une base pe1, . . . , enq de E. On note G “ vectpep`1, . . . , enq.
Alors on peut vérifier que G est un supplémentaire de F (exercice), ce qui prouve que F
admet au moins un supplémentaire dans E.
‚ On suppose maintenant que G est un supplémentaire de F dans E. Soit pf1, . . . , fqq
une base de G (q “ dimpGq ď n). Alors pe1, . . . , ep, f1, . . . , fqq est une base de E (exercice)
donc n “ p` q.

Proposition 2.29 (Formule de Grassman). Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie. Soient F et G deux sous-espace vectoriels de E. Alors on a

dimpF` Gq “ dimpFq ` dimpGq ´ dimpF X Gq.

Démonstration. On note p “ dimpFq, q “ dimpGq et s “ dimpFX Gq (d’après l’exercice
2, F X G est un sous-espace de E). Comme F X G est un sous-espace de F et de G
on a s ď minpp, qq. Soit pe1, . . . , esq une base de F X G. On peut la compléter en une
base pe1, . . . , es, fs`1, . . . , fpq de F et en une base pe1, . . . , es, gs`1, . . . , gqq de G. Alors
β “ pe1, . . . , es, fs`1, f . . . , fp, gs`1, . . . , gqq est une famille génératrice de F`G. Montrons
que β est également une famille libre. Soient λ1, . . . , λs, µs`1, . . . , µp, νs`1, . . . , νq P K tels
que

λ1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` λses ` µs`1fs`1 ` ¨ ¨ ¨ ` µpfp ` νs`1gs`1 ` ¨ ¨ ¨ ` νqgq “ 0.

On a alors

λ1e1 ` ¨ ¨ ¨ ` λses ` µs`1fs`1 ` ¨ ¨ ¨ ` µpfp “ ´νs`1gs`1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ νqgq P FX G.
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Cela implique que µs`1 “ ¨ ¨ ¨ “ µp “ 0. Comme la famille pe1, . . . , es, gs`1, . . . , gqq est
libre, cela implique que λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ λs “ νs`1 “ ¨ ¨ ¨ “ µp “ 0. Cela prouve que β est une
famille libre. C’est donc une base de F` G. On en déduit que

dimpF` Gq “ s` pp´ sq ` pq ´ sq “ dimpFq ` dimpGq ´ dimpFX Gq.

Proposition 2.30. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N. Soient F et G
deux sous-espaces vectoriels de E. Si deux des assertions suivantes sont vraies alors la
troisième l’est également :

(i) dimpFq ` dimpGq “ n ;

(ii) FX G “ t0u ;

(iii) F` G “ E.

En particulier, F et G sont dans ce cas des sous-espaces supplémentaires dans E.

2.5 Exercices

Exercice 8. 1. Pour x P R on pose

f1pxq “ 1, f2pxq “ x, f3pxq “ cospxq, f4pxq “ sinpxq.

La famille pf1, f2, f3, f4q de FpR;Rq est-elle libre ?
2. Même question avec

f1pxq “ cospxq, f2pxq “ sinpxq, ϕ3pxq “ cosp2xq, f4pxq “ sinp2xq.

3. Même question avec

f1pxq “ x, f2pxq “ cospxq2, ϕ3pxq “ sinpxq2, f4pxq “ cosp2xq.

Exercice 9. Pour a P R et x P R on pose eapxq “ eax. Montrer que la famille peaqaPR
est libre dans FpR;Rq.

Exercice 10. Soit E un K-espace vectoriel.
1. Soit L une famille libre de vecteurs de E. Soit F Ă L. Montrer que la famille F est
libre.
2. Montrer que si F Ł L, alors la famille F ne peut pas être génératrice.
3. Soit G une famille génératrice de vecteurs de E. Soit x P E. Montrer que la famille
G Y txu est liée.

Exercice 11. Les familles suivantes de vecteurs de R2 sont-elles libres ? génératrices ?
des bases ?

F0 “ H, F1 “

"ˆ

0
0

˙*

; F2 “

"ˆ

1
2

˙

,

ˆ

2
4

˙*

,

F3 “

"ˆ

1
2

˙

,

ˆ

2
3

˙

,

ˆ

3
4

˙*

, F4 “

"ˆ

1
2

˙

,

ˆ

2
3

˙*

.

Exercice 12. On note pe1, e2q la base canonique de R2.
1. On note

β1 “

ˆ

2
3

˙

and β2 “

ˆ

´1
1

˙

.
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a. Montrer que pβ1, β2q est une base de R2.
b. Exprimer β1 et β2 dans la base pe1, e2q.
c. Exprimer e1 et e2 dans la base pβ1, β2q.

2. Soient a, b, c, d P R. On note maintenant

β1 “

ˆ

a
b

˙

and β2 “

ˆ

c
d

˙

.

a. Montrer que pβ1, β2q est une base de R2 si et seulement si ad´ bc ‰ 0.
b. Dans ce cas, exprimer e1 et e2 dans la base pβ1, β2q.

Exercice 13. Soit E un espace vectoriel de dimension infinie.
1. Montrer que pour tout p P N il existe une famille libre de vecteurs de E à p éléments.
2. Montrer que E admet une famille libre infinie.

Exercice 14. Pour k P N on considère la suite ek “ pek,nqnPN telle que

ek,n “

#

1 si k “ n,

0 si n ‰ k.

1. La famille pekqkPN est-elle une base de KN ?
2. Identifier vectppekqkPNq.

Exercice 15. Montrer que C0pR;Rq est un R-espace vectoriel de dimension infinie.

Exercice 16. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Montrer que
Eˆ F est de dimension finie et que

dimpEˆ Fq “ dimpEq ` dimpFq.

Exercice 17. 1. On considère dans RrXs les polynômes P0pXq “ 4, P1pXq “ X ´ 2 et
P2pXq ´ 3X2 ` 4X ´ 7. Montrer que la famille pP0, P1, P2q est libre.
2. On considère une famille pPnqnPN dans RrXs telle que degpPnq “ n pour tout n P N.
Montrer que la famille pPnq est libre.

Exercice 18. Soient n P N˚ et a1, . . . , an des réelles deux à deux distincts. Pour j P
J1, nK on pose

PjpXq “

ś

k‰jpX ´ akq
ś

k‰jpaj ´ akq
P Rn´1pXq.

Montrer que la famille pP1, . . . , Pnq est libre.

Exercice 19. On considère les sous-espaces vectoriels de R4 définis par

F “
 

px, y, z, tq P R4 |x` z “ y ` t
(

et
G “

 

px, y, z, tq P R4 | y ` t “ x´ y ´ z “ 0
(

.

1. a. Déterminer une base de F et préciser sa dimension.
b. Vérifier que a “ p3, 1, 2, 4q appartient à F et donner ses coordonnées dans cette

base.
2. a. Déterminer une base de G et préciser sa dimension.

b. Vérifier que b “ p4, 1, 3,´1q appartient à G et donner ses coordonnées dans cette
base.
3. Déterminer une base de FX G et préciser sa dimension.
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3 Applications linéaires

3.1 Définition et premières propriétés

Définition 3.1. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On appelle application linéaire
de E dans F une application u de E dans F telle que

@x, y P E, upx` yq “ upxq ` upyq

et
@λ P K,@x P E, upλxq “ λupxq.

On note LpE1,E2q l’ensemble des applications linéaires de E1 dans E2. On appelle endo-
morphisme de E une application linéaire de E dans lui-même. On note LpEq “ LpE,Eq.

Remarque 3.2. Une application u : EÑ F est linéaire si et seulement si

@x, y P E,@λ P K, upλx` yq “ λupxq ` upyq.

Remarque 3.3. Soit u une application linéaire de E dans F. Alors on a up0Eq “ 0F. En
effet on a

up0Eq “ up0E ` 0Eq “ up0Eq ` up0Eq,

et on obtient le résultat en soustrayant up0Eq des deux côtés de l’égalité.

Exemples 3.4. — L’application IdE : x ÞÑ x est une application linéaire.
— L’application px1, x2q ÞÑ 2x1´x2 est une applications linéaire de R2 dans R mais
px1, x2q ÞÑ x21 et px1, x2q ÞÑ x1 ` 2 ne le sont pas.

— L’application
ˆ

x
y

˙

ÞÑ

ˆ

2x´ y
´3x` 5y

˙

est un endomorphisme de R2.
— L’application ϕ ÞÑ ϕ1 est une application linéaire de C1pR;Rq dans C0pR;Rq.
— Soient a, b P R. L’application qui a une suite réelle punqnPN associe la suite pun`2´

aun`1 ´ bunqnPN est un endomorphisme de RN.

l Ex. 20

Proposition 3.5. Soient E1, E2 et E3 des K-espaces vectoriels.

(i) LpE1,E2q est un K-espace vectoriel.

(ii) Si u P LpE1,E2q et v P LpE2,E3q alors v ˝ u P LpE1,E3q.

(iii) Si u P LpE1,E2q est bijective, alors u´1 P LpE2,E1q.

Démonstration. Montrons (iii). Soit u P LpE1,E2q bijective. Soient y1, y2 P E2 et µ P K.
On note x1 “ u´1py1q et x2 “ u´1py2q. On a

µy1 ` y2 “ µupx1q ` upx2q “ upµx1 ` x2q

donc
u´1pµy1 ` y2q “ µx1 ` x2 “ µu´1py1q ` u

´1py2q.

Cela prouve que u´1 est linéaire.
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Définition 3.6. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On appelle isomorphisme li-
néaire de E dans F une application linéaire bijective de E dans F. On note GLpE,Fq
l’ensemble des isomorphismes linéaires de E dans F et GLpEq “ GLpE,Eq l’ensemble des
automorphismes de E.

Définition 3.7. On appelle forme linéaire sur E une application linéaire de E dans K. On
note E˚ l’ensemble des formes linéaires sur E.

Exemple 3.8. Soient a1, . . . , ad P K. L’application
$

’

’

’

&

’

’

’

%

Kd Ñ K
¨

˚

˝

x1
...
xd

˛

‹

‚

ÞÑ a1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` adxd

est une forme linéaire sur Kd.

Exemple 3.9. Soit E un K-espace vectoriel. On suppose que β “ pβiqiPω est une base de
E. On rappelle que pour i P ω on a noté β˚i l’application qui à x “

ř

iPω xiβi (écriture
unique, pβiqiPω est une famille presque nulle) associe xi. Alors β˚i est une forme linéaire
sur E.

Exemple 3.10. Les applications P ÞÑ P p0q et P ÞÑ P 1p1q sont des formes linéaires sur
RrXs.

3.2 Images et images réciproques par une application linéaire - Noyau

Définition 3.11. Le noyau de u est par définition

kerpuq “ tx P E1 |upxq “ 0u .

Son image est
Impuq “ tupxq, x P E1u .

Proposition 3.12. Soient E1 et E2 deux K-espaces vectoriels et u une application linéaire
de E dans F.

(i) Si F1 est un sous-espace vectoriel de E1, alors

upF1q “ tupxq, x P F1u

est un sous-espace vectoriel de E2. En particulier, Impuq “ upE1q est un sous-espace
vectoriel de E2.

(ii) Si F2 est un sous-espace vectoriel de E2, alors

u´1pF2q “ tx P E |upxq P F2u

est un sous-espace vectoriel de E1. En particulier, kerpuq “ u´1pt0uq est un sous-
espace vectoriel de E1.

Démonstration. ‚ Soient y1, y2 P upF1q et λ P K. Soient x1, x2 P F1 tels que upx1q “ y1
et upx2q “ y2. On a alors

y1 ` y2 “ upx1q ` upx2q “ upx1 ` x2q
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Comme x1 ` x2 P F1 cela prouve que y1 ` y2 P upF2q. De même, comme λx1 P F1 on a

λy1 “ λupx1q “ upλx1q P upF1q.

Finallement on obtient que upF1q est un sous-espace vectoriel de E2.
‚ Soient x1, x2 P u

´1pF2q et λ P K. On a

upx1 ` x2q “ upx1q
loomoon

PF2

` upx2q
loomoon

PF2

P F2,

donc x1 ` x2 P u
´1pF2q. De même,

upλx1q “ λ upx1q
loomoon

PF2

P F2,

donc λx1 P u
´1pF2q. Cela prouve que u´1pF2q est un sous-espace vectoriel de F2.

Proposition 3.13. Soient E et F deux espaces vectoriels et u P LpE,Fq. Alors u est injec-
tive si et seulement si kerpuq “ t0u.

Démonstration. D’après la remarque 3.3, on a toujours t0u Ă kerpuq.
On suppose que u est injective et on considère x P kerpuq. On a alors upxq “ up0q,

donc x “ 0. Cela prouve que kerpuq Ă t0u, et donc kerpuq “ t0u.
Inversement on suppose que kerpuq “ t0u. Soient alors x1, x2 P E tels que upx1q “

upx2q. On a alors
upx1 ´ x2q “ upx1q ´ upx2q “ 0,

donc x1 ´ x2 P kerpuq. Cela implique que x1 “ x2, et donc que u est injective.

Proposition 3.14. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soit u P LpE,Fq et y P F. On
s’intéresse aux solutions x P E de l’équation

upxq “ y.

Autrement dit, on s’intéresse à la pré-image u´1ptyuq.

(i) Si y P Impuq et x0 P E est une solution particulière, alors l’ensemble des solutions
est donné par

u´1ptyuq “ tx P E, x´ x0 P kerpuqu “ tx0 ` z, z P kerpuqu .

3.3 Applications linéaires et bases

Proposition 3.15. (i) L’image d’une famille libre par une application linéaire injective
est libre.

(ii) L’image d’une famille génératrice par une application linéaire surjective est géné-
ratrice.

(iii) L’image d’une base par un isomorphisme linéaire est une base.
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Démonstration. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Soit u P LpE,Fq.
‚ Soit peiqiPI une famille libre de vecteurs de E. Soit pλiqiPI P KI presque nulle telle
que

ÿ

iPI

λiupeiq “ 0.

Alors on a

u

˜

ÿ

iPI

λiei

¸

“ 0.

Comme u est injective, cela implique que

ÿ

iPI

λiei “ 0.

Comme la famille peiqiPI est libre, cela implique que λi “ 0 pour tout i P I. Cela prouve
que la famille pupeiqqiPI est libre.
‚ Soit peiqiPI une famille génératrice de E. Montrons que pupeiqqiPI est une famille
génératrice de F. Soit y P F. Comme u est surjective, il existe x P E tel que upxq “ y.
Comme la famille peiqiPI est génératrice, il existe n P N, i1, . . . , in P I et α1, . . . , αn P K
tels que

x “
n
ÿ

j“1

αijeij .

Par linéarité de u on a alors

y “
n
ÿ

j“1

αijupeij q.

‚ La troisième assertion est conséquence des deux premières.

Proposition 3.16. Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On suppose que peiqiPω une
base de E. Soit pfiqiPω une famille de vecteurs de F. Alors il existe une unique application
linéaire u P LpE,Fq telle que

@i P ω, upeiq “ fi.

En outre

(i) u est injective si et seulement si la famille pfiq1ďiďn est libre,

(ii) u est surjective si et seulement si la famille pfiq1ďiďn est génératrice,

(iii) u est un isomorphisme si et seulement si la famille pfiq1ďiďn est une base,

Démonstration. ‚ On suppose que u P LpE,Fq est telle que upeiq “ fi pour tout i P ω.
Soient x P E et pξiqiPω l’unique famille presque nulle dans K telle que x “

ř

iPω xiei. On
a alors

upxq “ u

˜

ÿ

iPω

xiei

¸

“
ÿ

iPω

xiupeiq “
ÿ

iPω

xifi.

Ainsi u est uniquement déterminée par la famille pfiq. Inversement, on vérifie que l’ap-
plication u ainsi définie est bien une application linéaire vérifiant upeiq “ fi pour tout
i P ω.
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‚ On a vu à la proposition 3.15 que si u est injective alors la famille pfiqiPω est libre.
Inversement, on suppose que la famille pfiqiPω est libre. Soit x “

ř

iPω xiei P kerpuq (avec
pxiqiPω presque nulle). On a alors

0 “ upxq “
ÿ

iPω

xifi.

Comme la famille pfiq est libre, on a nécessairement xi “ 0 pour tout i P ω. Ainsi x “ 0.
Cela prouve que kerpuq “ t0u, et donc que u est injective par la proposition 3.13.
‚ On a vu à la proposition 3.15 que si u est surjective alors la famille pfiqiPω est
génératrice. Inversement, on suppose que la famille pfiqiPω est génératrice. Soit y P F. Il
existe pyiqiPω P Kω presque nulle telle que y “

ř

iPω yifi. On pose x “
ř

iPω yiei. On a
alors x P E et upxq “ y. Cela prouve que u est surjective.
‚ L’assertion (iii) est conséquence de (i) et (ii).

3.4 Applications linéaires en dimension finie

Proposition 3.17. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u P LpE,Fq. On suppose que
E est de dimension finie. Alors Impuq est un sous-espace de F de dimension finie.

Démonstration. On note n “ dimpEq et on considère une base β “ pβ1, . . . , βnq de E.
Alors on a

Impuq “ vectpupβ1q, . . . , upβnqq.

(À détailler)

Définition 3.18. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u P LpE,Fq. On suppose que
E est de dimension finie. Alors on note rgpuq et on appelle rang de u la dimension de
Impuq

Proposition 3.19. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et u P LpE,Fq. On suppose que
E est de dimension finie. Si deux des assertions suivantes sont vraies, alors la troisième
l’est également :

(i) u est injective,

(ii) u est surjective,

(iii) dimpEq “ dimpFq (en particulier F est de dimension finie).

En particulier, u est dans ce cas un isomorphisme linéaire.

Démonstration. On note n “ dimpEq P N. Soit β “ pe1, . . . , enq une base de E. Pour
i P J1, nK on note fi “ upeiq.

On suppose que u est injective et dimpFq “ n. Alors pfiq1ďiďn est une famille libre de F
et contient dimpF q éléments. C’est donc une base de F, et u est un isomorphisme. On
conclut de façon analogue si u est surjective et dimpFq “ n.

Si u est injective et surjective, alors on sait par la proposition 3.15 que dimpEq “ dimpFq.

Proposition 3.20. Soient E et F deux espaces vectoriels de même dimension finie n et
u P LpE,Fq. On suppose qu’il existe v P LpF,Eq tel que u ˝ v “ IdF ou v ˝ u “ IdE. Alors
u est inversible et v “ u´1.
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Démonstration. On suppose que v ˝ u “ IdE. Alors on a kerpuq Ă kerpv ˝ uq Ă t0u, donc
u est injective. Cela implique que u est bijective. On a alors v “ v ˝ u ˝ u´1 “ u´1.

On suppose maintenant que u ˝ v “ IdFq. Alors F “ Impu ˝ vq Ă Impuq, ce qui
implique que u est sujective, et donc bijective. On obtient comme précédemment que
v “ u´1.

Theorem 3.21 (Théorème du rang). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, F
un K-espace vectoriel et u P LpE,Fq. Alors on a

dimpEq “ dimpkerpuqq ` rgpuq.

Démonstration. Soit S un supplémentaire de kerpuq dans E. On considère

ũ :

"

S Ñ Impuq
x ÞÑ upxq

‚ Montrons que ũ est un isomorphisme de S dans Impuq. ũ est bien linéaire car u est
linéaire. Soit x P kerpũq. Alors x P S et upxq “ 0, donc x P SXkerpuq “ t0u. Cela prouve
que ũ est injective. Soit y P Impuq. Il existe x P E tel que upxq “ y. Soit x1 P kerpuq et
x2 P S tels que x “ x1 ` x2. On a ũpx2q “ upx2q “ upxq “ y. Cela prouve que ũ est
surjective. D’où ũ est un isomorphisme.

On a alors
rgpuq “ rgpũq “ dimpSq “ dimpEq ´ dimpkerpuqq.

Proposition 3.22. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors
LpE,Fq est de dimension finie et

dimpLpE,Fqq “ dimpEq ˆ dimpFq.

Démonstration. Soient pe1, . . . , enq une base de E (avec n “ dimpEq P Nq et pf1, . . . , fpq
une base de F (avec p “ dimpFq P N. Pour i P J1, nK et j P J1, pK on considère l’unique
application ϕi,j P LpE,Fq tel que ϕi,jpeiq “ fj et ϕk,j “ 0 pour k ‰ i. Autrement dit,

ϕi,j “ x ÞÑ
ÿ

i,j

e˚i pxqfj .

On vérifie alors que pϕi,jq1ďiďn
1ďjďp

est une base de LpE,Fq et contient np éléments.

3.5 Projections, symmétries, homothéties

3.5.1 Projections

Soit E un K-espace vectoriel.

Définition 3.23. Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E. On appelle
projection sur F parallèlement à G l’application qui à x “ xF ` xG avec xF P F et
xG P G (écriture unique) associe xF .

Proposition 3.24. Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E et p la projection
sur F parallèlement à G.
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(i) p P LpEq

(ii) p2 “ p

(iii) Imppq “ kerpp´ IdEq “ F

(iv) kerppq “ G.

Remarque 3.25. Id´p est la projection sur G parallèlement à F . On dit que p et IdE´p
sont les projecteurs associés à la décomposition E “ F ‘G.

Définition 3.26. On appelle projection de E tout p P LpEq tel que p2 “ p (endomorphisme
idempotent de E).

Proposition 3.27. Soit p une projection de E. Alors kerppq et Imppq sont supplémentaires
dans E et p est la projection sur Imppq parallèlement à kerppq.

Démonstration. Soit x P kerppq X Imppq. Il existe y P E tel que x “ ppyq. On a alors
0 “ ppxq “ p2pyq “ ppyq “ x. D’où kerppq X Imppq “ t0u.

Soit maintenant x P E. On a x “ px´ppxqq`ppxq. On a ppxq P Imppq et ppx´ppxqq “
ppxq´p2pxq “ 0, donc x´ppxq P kerppq. Cela prouve que x P kerppq`Imppq. Finalement,
kerppq et Imppq sont bien supplémenataires dans E.

Soit z P Imppq et ζ P E tel que ppζq “ z. On a alors ppzq “ p2pζq “ ppζq “ z. Ainsi,
pour y P kerppq et z P Impzq on a ppy` zq “ z, ce qui prouve que p est la projection sur
Imppq parallèlement à kerppq.

3.5.2 Symétries

Soit E un K-espace vectoriel.

Définition 3.28. Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E. On appelle
symétrie par rapport à F parallèlement à G l’application qui à x “ xF `xG avec xF P F
et xG P G (écriture unique) associe xF ´ xG.

Proposition 3.29. Soient F et G deux sous-espaces supplémentaires de E et s la symétrie
par rapport F parallèlement à G.

(i) s P LpEq

(ii) s2 “ IdE

(iii) kerps´ IdEq “ F

(iv) kerps` IdEq “ G.

Définition 3.30. On appelle symétrie de E tout s P LpEq tel que s2 “ IdE (endomorphisme
involutif de E).

Proposition 3.31. Soit s une projection de E. Alors kerps ´ IdEq et kerps ` IdEq sont
supplémentaires dans E et s est la symétrie par rapport à kerps ´ IdEq parallèlement à
kerps` IdEq.

Démonstration. Soit x P kerps ´ IdEq X kerps ` IdEq. Alors on a x “ spxq “ ´x donc
x “ 0. Cela prouve que kerps´ IdEq X kerps` IdEq “ t0u.

Soit maintenant x P E. On a

x “
x` spxq

2
`
x´ spxq

2
P kerps´ IdEq ` kerps` IdEq.
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En effet

s

ˆ

x` spxq

2

˙

“
spxq ` s2pxq

2
“
spxq ` x

2
,

donc
x` spxq

2
P kerps´ IdEq.

De même,
x´ spxq

2
P kerps` IdEq.

Cela prouve que
kerps´ IdEq ‘ kerps` IdEq “ E.

Soient maintenant y P kerps ´ IdEq et z P kerps ` IdEq. Alors on a spy ` zq “
spyq ` spzq “ y ´ z. Cela prouve que s est la symétrie par rapport à kerps ´ IdEq

parallèlement à kerps` IdEq.

Exemple 3.32. L’endomorphisme de FpR;Rq qui à f associe la fonction x ÞÑ fp´xq est
une symétrie.

3.5.3 Homotéthies

Définition 3.33. Soit α P Kz t0u. On appelle homothétie de E de rapport α l’application
hα qui à x P E associe αx.

3.6 Exercices

(voir la feuille d’exercices plus complète disponible sur Moodle)

Exercice 20. Déterminer l’ensemble des endomorphismes de R.

Exercice 21. Pour px, yq P R2 on pose

upx, yq “ px` y, x´ y, x` yq P R3.

1. Montrer que u P LpR2,R3q.
2.u est-elle injective ? surjective ? bijective ?

Exercice 22. Pour px, y, zq P R3 on pose

upx, y, zq “ p´3x´ y ` z, 8x` 3y ´ 2z,´4x´ y ` 2zq P R3.

1. Déterminer une base et la dimension de kerpuq. u est-elle injective ?
2. Determiner le rang de u et une base de Impuq. u est-elle surjective ?

Exercice 23. Soient E un K-espace vectoriel et u, v P LpEq. Montrer que u ˝ v “ 0 si et
seulement si Impvq Ă kerpuq.

Exercice 24. On note pe1, e2, e3q la base canonique de R3. On note u l’endomorphisme
de E défini par

upe1q “ ´2e1 ` 2e3, upe2q “ 3e2, upe3q “ ´4e1 ` 4e3.

1. Déterminer la dimension et une base de kerpuq.
2.u est-elle injective ? surjective ? bijective ?
3. Déterminer une base de Impuq.
4. Montrer que kerpuq et Impuq sont en somme directe dans R3.
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Exercice 25. On considère dans R2 les vecteurs u “ p1, 1q, v “ p2,´1q et w “ p1, 4q.
1. Montrer que pu, vq est une base de R2.
2. Pour quelle(s) valeur(s) de a existe-t-il une application linéaire f P LpR2q telle que
fpuq “ p2, 1q, fpvq “ p1,´1q et fpwq “ p5, aq ?

Exercice 26. Soient u, v P LpEq tels que u˝ v “ v ˝u. Montrer que kerpvq et Impvq sont
stable par u (c’est-à-dire upkerpvqq Ă kerpvq et upImpvqq Ă Impvq

Exercice 27. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n P N˚ et u P LpEq.
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) kerpuq “ Impuq,

(ii) u2 “ 0 et n “ 2rgpuq.

Exercice 28. Soit E un espace vectoriel. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de
E de dimension finie. On considère l’application

ψ :

"

Fˆ G Ñ E
px, yq ÞÑ x` y

1. Vérifier que ψ P LpEq.
2. Identifier ImpΨq et kerpψq.
3. En utilisant le théorème du rang, retrouver la formule de Grassman (on utilisera le
résultat de l’exercice 16).

Exercice 29. Soient n P N et Q P RrXs un polynôme de degré n. Pour P P RrXs
on note upP q le reste de la division euclidienne de P par Q. Montrer que u est une
projection de RrXs dont on précisera l’image et le noyau.

Exercice 30. On considère sur l’espace E des fonctions de R dans R l’application Ψ qui
à une fonction f associe la fonction Ψpfq telle que

@x P R, pΨpfqqpxq “
fpxq ´ fp´xq

2
.

Montrer que Ψ est une projection de E dont on précisera le noyau et l’image.

Exercice 31. Soit u P LpEq. Montrer que u est une homothétie de E si et seulement si
la famille px, upxqq est liée pour tout x P E.

Exercice 32. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N˚. Soit u P LpEq.
1. Montrer que pour tout k P N on a kerpukq Ă kerpuk`1q.
2. Montrer que pour tout k P N on a Impukq Ą Impuk`1q.
3. Soit punqnPN une suite croissante et majorée. On suppose que un P N pour tout n P N.
Montrer qu’il existe N P N tel que un “ uN pour tout n ě N .
4. Montrer qu’il existe k P N tel que kerpukq “ kerpuk`1q. On note p le plus petit entier
vérifiant cette propriété.
5. Montrer que pour tout k ě p on a kerpukq “ kerpuk`1q.
6. Montrer qu’il existe k P N tel que Impukq “ Impuk`1q. On note q le plus petit entier
vérifiant cette propriété.
7. Montrer que pour tout k ě q on a Impukq “ Impuk`1q.
8. Montrer que p “ q.
9. Montrer que kerpupq et Impupq sont supplémentaires dans E.
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4 Matrices

4.1 Définitions

Soient n, p P N˚. On appelle matrice à n lignes et p colonnes un tableau de scalaires
à n lignes et p colonnes :

A “ pai,jq1ďiďn
1ďjďp

“

¨

˚

˚

˚

˝

a1,1 a1,2 . . . a1,p
a2,1 a2,2 . . . a2,p

...
... ai,j

...
an,1 an,2 . . . an,p

˛

‹

‹

‹

‚

.

On note Mn,ppKq l’ensemble des matrices à n lignes et p colonnes. On note également
MnpKq l’ensemble Mn,npKq des matrices carrées d’ordre n.

Formellement, on peut voir une matrice A “ pai,jq1ďiďn
1ďjďp

PMn,ppKq comme l’applica-

tion de J1, nKˆ J1, pK dans K qui à pi, jq associe ai,j .

Définition 4.1. Soit A “ pa1ďi,jďnq PMnpKq. On dit que A est

(i) diagonale si ai,j “ 0 pour i ‰ j,

(ii) triangulaire supérieure si ai,j “ 0 pour i ą j,

(iii) triangulaire inférieure si ai,j “ 0 pour i ă j,

(iv) triangulaire si elle est triangulaire supérieure ou triangulaire supérieure.

Exemples 4.2. Les matrices suivantes sont respectivement diagionale, triangulaire supé-
rieure et triangulaire inférieure :

¨

˚

˚

˝

3 0 0 0
0 ´1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 5

˛

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˝

3 0 7 ´3
0 ´1 2 0
0 0 0 8
0 0 0 5

˛

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˝

3 0 0 0
4 ´1 0 0
7 12 0 0
0 ´4 ´1 5

˛

‹

‹

‚

.

On note qu’une matrice diagonale est en particulier triangulaire supérieure et trian-
gulaire inférieure.

Pour n P N on note

In “

¨

˚

˝

1 p0q
. . .

p0q 1

˛

‹

‚

PMnpKq.

C’est la matrice In “ pδi,jq1ďi,jďn où δi,j est le symbole de Kronecker :

δi,j “

#

1 si i “ j,

0 si i ‰ j.

C’est une matrice diagonale, appelée matrice identité (de taille n).
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4.2 Calcul matriciel

4.2.1 Structure d’espace vectoriel

Comme ensemble des applications de J1, nK ˆ J1, pK dans K, l’ensemble Mn,ppKq est
naturellement muni d’une addition et d’une multiplication par les scalaires, qui en font
un K-espace vectoriel. Ainsi, pour λ P K, A “ pai,jq1ďiďn

1ďjďp
et B “ pbi,jq1ďiďn

1ďjďp
on a

λA “ pλai,jq1ďiďn
1ďjďp

et
A`B “ pai,j ` bi,jq1ďiďn

1ďjďp
.

On note qu’on ne peut additionner que des matrices qui ont la même taille.

Pour pi, jq P J1, nKˆ J1, pK on note Ei,j la matrice dont tous les coefficients sont nuls
sauf celui d’indice pi, jq, qui vaut 1.

Proposition 4.3. La famille pEi,jq1ďiďn
1ďjďp

est une base de Mn,ppKq. En particulier,

dimpMn,ppKqq “ np.

4.2.2 Produit matriciel

Soient n, p, q P N˚. Pour A “ pai,jq1ďiďn
1ďjďp

P Mn,ppKq et B “ pai,jq1ďiďp
1ďjďq

P Mp,qpKq on

définit le produit
AB “ pci,jq1ďiďn

1ďjďq
PMn,qpKq

par

@i P J1, nK,@j P J1, qK, ci,j “

p
ÿ

k“1

ai,kbk,j . (4.1)

Cela définit une application

"

Mn,ppKq ˆMp,qpKq Ñ Mn,qpKq,
pA,Bq ÞÑ AB.

Ce choix de définition est motivé par la proposition 4.38. Comme la définition n’est pas
intuitive Il faut être vigilant avec les matrices qu’on peut multiplier entre elles et celles
pour lesquelles on ne peut pas. En faisant bien attention à l’ordre des facteurs, puisqu’il
se peut que AB ait un sens mais pas BA.

Dans le cas particulier n “ p “ q, on note tout de même qu’on a défini un produit
interne sur MnpKq.

Exemple 4.4. On calcule le produit AB avec

A “

¨

˚

˚

˝

1 ´1 0
2 1 1
1 0 2
0 0 1

˛

‹

‹

‚

et B “

¨

˝

1 2
´1 3
0 ´1

˛

‚
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Le produit est une matrice à 4 lignes (comme A) et 2 colonnes (comme B). Pour calculer
par exemple le coefficient d’indice p1, 2q on n’utilise que les coefficients de la première
ligne de A et ceux de la deuxième colonne de B, comme indiqué par (4.1) :

¨

˝

1 2
´1 3
0 ´1

˛

‚

¨

˚

˚

˝

1 ´1 0
2 1 1
1 0 2
0 0 1

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

´1
˛

‹

‹

‚

Ð 1ˆ 2` p´1q ˆ 3` 0ˆ p´1q

On procède de même pour les autres coefficients et on obtient finalement :

AB “

¨

˚

˚

˝

2 ´1
1 6
1 0
0 ´1

˛

‹

‹

‚

.

Remarque 4.5. Même quand les deux produits AB et BA ont un sens, ils ne sont pas
forcément égaux. Ainsi, même sur MnpKq, le produit matriciel n’est pas commutatif. Par
exemple, pour

A “

ˆ

1 0
0 0

˙

et B “

ˆ

0 0
1 0

˙

on a

AB “

ˆ

0 0
0 0

˙

et BA “

ˆ

0 0
1 0

˙

.

On note que AB “ 0 alors que A ‰ 0 et B ‰ 0. On a également B2 “ 0.

Remarque 4.6. On note dans le cas précédent que le produit de deux matrices peut être
nul sans qu’aucune des deux matrices ne le soit.

Dans le même ordre d’idée, si trois matrices sont telles que AB “ AC ou BA “ CA
cela n’implique pas du tout que B est égale à C. Par exemple, toujours avec les matrices
de l’exemple précédent on a AB “ B2 et pourtant A ‰ B (on ne peut pas simplifier par
B).

Proposition 4.7. Soient m,n, p, q P N˚. Soient A P Mn,ppKq, B, B̃ P Mm,npKq, C, C̃ P

Mp,qpKq et λ P K.

(i) InA “ AIp “ A (en particulier, In est un élément neutre pour la multiplication
dans In) ;

(ii) pB ` B̃qA “ BA` B̃A et ApC ` C̃q “ AC `AC̃ ;

(iii) pBAqC “ BpACq (on peut simplement écrire BAC) ;

(iv) λpACq “ pλAqC “ ApλCq.

Remarque 4.8. Soient A,B PMnpKq. En général pA`Bq2 n’est pas égal à A2`2AB`B2.
On a simplement

pA`Bq2 “ A2 `AB `BA`B2.

Bien sûr on retrouve l’identité usuelle dans le cas particulier où AB “ BA. Plus géné-
ralement, si A et B commutent on peut montrer comme pour les scalaires la formule du
binôme.
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Le piège principal avec le calcul matriciel est d’appliquer les mêmes règles qu’avec
les scalaires. Ce qui ne fonctionne pas. Outre les questions de tailles des matrices et la
non-commutativité, les problèmes sont également dû au fait que même dans MnpKq les
matrices n’admettent pas toute un inverse pour le produit.

4.2.3 Matrices carrées inversibles

Définition 4.9. Soit A P MnpKq. On dit que A est inversible s’il existe B P MnpKq telle
que AB “ BA “ In. On note GLnpKq l’ensemble des matrices inversibles de MnpKq.

Proposition 4.10. Si A est inversible alors son inverse est unique (on la note A´1).

Démonstration. On suppose que B1 et B2 sont telles que AB1 “ B1A “ In et AB2 “

B2A “ In. Alors on a

B1 “ B1In “ B1AB2 “ InB2 “ B2.

Remarque 4.11. On verra plus loin que s’il existe B P MnpKq telle que AB “ In ou
BA “ In alors A est inversible et A´1 “ B.

Proposition 4.12. Soient A,B P GLnpKq.

(i) On a A´1 P GLnpKq et pA´1q´1 “ A.

(ii) On a AB P GLnpKq et pABq´1 “ B´1A´1.

Démonstration. On a

pB´1A´1qpABq “ B´1pA´1AqB “ B´1B “ In,

et de même, pABqpB´1A´1q “ In. Cela prouve que AB est inversible d’inverse B´1A´1.

Remarque 4.13. Soient A P MnpKq une matrice inversible. Alors pour X,Y P Kn »
Mn,1pKq on a

AX “ Y ðñ X “ A´1Y.

Cela montre qu’on peut calculer l’inverse A´1 de A en résolvant un système linéaire (par
exemple en utilisant le pivot de Gauss).

Exemple 4.14. On considère la matrice

A “

¨

˝

1 0 1
1 1 2
0 1 ´1

˛

‚.
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On admet pour le moment que A est inversible (on verra plus loin des critères d’inver-

sibilité). Soient X “

¨

˝

x1
x2
x3

˛

‚et Y “

¨

˝

y1
y2
y3

˛

‚. Alors on a

AX “ Y ðñ

$

&

%

x1 ` x3 “ y1
x1 ` x2 ` 2x3 “ y2

x2 ´ x3 “ y3

ðñ

$

&

%

x1 ` x3 “ y1
x2 ` x3 “ y2 ´ y1
x2 ´ x3 “ y3

ðñ

$

&

%

x1 ` x3 “ y1
x2 ` x3 “ y2 ´ y1

´ 2x3 “ y3 ´ y2 ` y1

ðñ

$

’

&

’

%

x1 “ y1 ´ x3 “
3
2y1 ´

1
2y2 `

1
2y3

x2 “ y2 ´ y1 ´ x3 “ ´
1
2y1 `

1
2y2 `

1
2y3

x3 “ ´
1
2y1 `

1
2y2 ´

1
2y3

ðñ X “

¨

˝

3
2 ´1

2
1
2

´1
2

1
2

1
2

´1
2

1
2 ´1

2

˛

‚Y.

Cela prouve que

A´1 “

¨

˝

3
2 ´1

2
1
2

´1
2

1
2

1
2

´1
2

1
2 ´1

2

˛

‚

On peut vérifier a posteriori, par un calcul direct, que cette matrice est effectivement
une inverse pour la matrice A, ce qui prouve qu’elle est donc inversible.

Pour une matrice A qui n’est pas inversible, l’algorithme du pivot de Gauss montre
qu’on ne peut pas trouver pour n’importe quel Y une unique solution X. Par exemple,
pour la matrice

A “

¨

˝

1 2 3
4 5 6
7 8 9

˛

‚,

le calcul donne

AX “ Y ðñ

$

&

%

x1 ` 2x2 ` 3x3 “ y1
4x1 ` 5x2 ` 6x3 “ y2
7x1 ` 8x2 ` 9x3 “ y3

ðñ

$

&

%

x1 ` 2x2 ` 3x3 “ y1
´3x2 ´ 6x3 “ y2 ´ 4y1

0 “ y3 ´ 2y2 ` y1

On n’a pas de solution si y3 ´ 2y2 ` y1 ‰ 0, ce qui prouve que A n’est pas inversible
(en outre, si y3 ´ 2y2 ` y1 “ 0, alors il y a une infinité de solution, et plus précisément
l’ensemble des solutions est un sous-espace vectoriel de R3 de dimension 1).

Remarque 4.15. On résoud un système linéaire pour calculer l’inverse d’une matrice, mais
inversement ce n’est pas utile de calculer l’inverse d’une matrice si on veut simplement
résoudre un système linéaire.
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4.2.4 Transposée d’une matrice

Soit A “ pai,jq1ďiďn
1ďjďp

PMn,p. Alors la transposée de A est

AT “ paj,iq1ďjďp
1ďiďn

.

Exemple 4.16. Si

A “

¨

˝

1 2
´1 3
0 1

˛

‚PM3,2pRq,

alors

AT “

ˆ

1 ´1 0
2 3 1

˙

PM2,3pRq.

Proposition 4.17. (i) ITn “ In.

(ii) L’application A ÞÑ AT est un isomorphisme linéaire de Mn,ppKq dans Mp,npKq.

(iii) Pour tout A P Mn,ppKq on a pATqT “ A (en particulier, si n “ p on observe que
la transposition est une symétrie de MnpKq).

(iv) Pour tous A PMn,ppKq et B PMp,qpKq on a pABqT “ BTAT (ce sont des matrices
dans Mq,npKq.

Démonstration. On montre (iv). On note A “ pai,jq1ďiďn
1ďjďp

et B “ pbl,mq 1ďlďp
1ďmďq

. Pour

i P J1, qK et k P J1, nK on vérifie que les coefficients d’indice pi, kq des matrices pABqT et
BTAT sont tous deux égaux à

p
ÿ

j“1

ak,jbj,i.

Définition 4.18. Soit n P N˚. Soit A “ pai,jq1ďi,jďn PMnpKq.

(i) On dit que A est symétrique si AT “ A (autrement dit, ai,j “ aj,i pour tous
i, j P J1, nK).

(ii) On dit que A est anti-symétrique si AT “ ´A (autrement dit, ai,j “ ´aj,i pour
tous i, j P J1, nK).

Remarque 4.19. — Les matrices diagonales sont symétriques.
— Les éléments diagonaux d’une matrice anti-symétriques sont tous nuls.

Proposition 4.20. (i) L’ensemble SnpKq des matrices symétriques est un sous-espace

vectoriel de MnpKq de dimension npn`1q
2 .

(ii) L’ensemble AnpKq des matrices anti-symétriques est un sous-espace vectoriel de

MnpKq de dimension npn´1q
2 .

(iii) SnpKq et AnpKq sont supplémentaires dans MnpKq.

(iv) La transposition est la symétrie de MnpKq par rapport à SnpKq parallèlement à
AnpKq.

Proposition 4.21. Soit A PMnpKq. Alors A est inversible si et seulement si AT l’est, et
dans ce cas on a

pATq´1 “ pA´1qT.
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4.2.5 Trace

Définition 4.22. Soient n P N˚ et A “ pai,jq1ďi,jďn P MnpKq. On appelle trace de A la
somme des coefficients diagonaux de A :

TrpAq “
n
ÿ

i“1

ai,i.

Proposition 4.23. (i) La trace définit une forme linéaire sur MnpKq.

(ii) Soient A,B PMnpKq. Alors on a TrpABq “ TrpBAq.

Démonstration. On note AB “ pci,jq et BA “ pdi,jq. On a alors

TrpABq “
n
ÿ

k“1

ck,k “
n
ÿ

k“1

n
ÿ

l“1

ak,lbl,k “
n
ÿ

l“1

n
ÿ

k“1

bl,kak,l “
n
ÿ

l“1

dl,l “ TrpBAq.

4.3 Matrices et applications linéaires

4.3.1 Matrice d’un vecteur dans une base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N˚.

Définition 4.24. Soit β “ pβ1, . . . , βnq une base de E. Soit x P E. Soient x1, . . . , xn P K
uniques tels que x “

řn
j“1 xjβj . On note

Matβpxq “

¨

˚

˝

x1
...
xn

˛

‹

‚

.

Exemple 4.25. Soit β “ pβ1, . . . , βnq une base de E. Alors on a

Matβpβ1q “

¨

˚

˚

˚

˝

1
0
...
0

˛

‹

‹

‹

‚

, Matβpβ2q “

¨

˚

˚

˚

˝

0
1
...
0

˛

‹

‹

‹

‚

. . . Matβpβnq “

¨

˚

˚

˚

˝

0
0
...
1

˛

‹

‹

‹

‚

.

Exemple 4.26. On considère dans R2 la base canonique e “ pe1, e2q et la base β “ pβ1, β2q
avec

β1 “

ˆ

1
0

˙

et β2 “

ˆ

1
1

˙

.

On considère le vecteur

x “

ˆ

2
5

˙

Alors on a

Matepxq “

ˆ

2
5

˙

et Matβpxq “

ˆ

´3
5

˙

.

Exemple 4.27. On considère la base canonique e “ p1, X,X2, X3, X4q de R4rXs. Alors
on a

MatepX
3 ´ 2Xq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0
´2
0
1
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.
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4.3.2 Matrice d’une application linéaire.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. On note p “ dimpEq et
n “ dimpFq. Soient e “ pejq1ďjďp une base de E et f “ pfiq1ďiďn une base de F.

Définition 4.28. Soit u P LpE,Fq. Pour j P J1, pK il existe pa1,j , . . . , an,jq P K
n unique tel

que

upejq “
n
ÿ

i“1

ai,jfi

(on a ai,j “ f˚i pupejqq). On définit alors la matrice de u dans les bases e et f par

Mate,f puq “ pai,jq1ďiďn
1ďjďp

PMn,ppKq.

Pour tout j P J1, pK, la j-ième colonne de la matrice Mate,f puq est le vecteur Matf pupejqq.

Définition 4.29. Soient u P LpEq et e une base de E. La matrice de u dans la base e est
Matepuq “ Mate,epuq (on prend la même base au départ et à l’arrivée !).

Exemple 4.30. Soit β une base de E. Alors on a

MatβpIdEq “ In.

On note que si β et β̃ sont deux bases différentes de E alors Matβ,β̃pIdEq n’est pas In.

Exemple 4.31. On considère l’application linéaire

u :

$

’

’

&

’

’

%

R2 Ñ R3

ˆ

x1
x2

˙

ÞÑ

¨

˝

´x1
x1 ` x2
x2

˛

‚

On note e “ pe1, e2q la base canonique de R2 et f “ pf1, f2, f3q la base canonique de R3.
On a

upe1q “

¨

˝

´1
1
0

˛

‚“ ´f1 ` f2 et upe2q “

¨

˝

0
1
1

˛

‚“ f2 ` f3,

donc

Mate,f puq “

¨

˝

´1 0
1 1
0 1

˛

‚

On considère maintenant la base β “ pβ1, β2, β3q de R3 donnée par

β1 “

¨

˝

1
0
0

˛

‚, β2 “

¨

˝

1
1
0

˛

‚, β3 “

¨

˝

1
1
1

˛

‚.

On a alors
upe1q “ ´2β1 ` β2 et upe2q “ ´β1 ` β3,

d’où

Mate,βpuq “

¨

˝

´2 ´1
1 0
0 1

˛

‚
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Exemple 4.32. On considère dans R4rXs l’application linéaire u : P ÞÑ 3P ´ 2P 1 ` P 2.
On note e “ p1, X,X2, X3, X4q la base canonique de R4rXs. On a

up1q “ 3, upXq “ 3X ´ 2, upX2q “ 3X2 ´ 4X ` 2,

upX3q “ 3X3 ´ 6X2 ` 6X, upX4q “ 3X4 ´ 8X3 ` 12X2.

La matrice de u dans la base e est donc

Matepuq “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

3 ´2 2 0 0
0 3 ´4 6 0
0 0 3 ´6 12
0 0 0 3 ´8
0 0 0 0 3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

Exemple 4.33. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Soient F et G deux sous-
espaces supplémentaires de E. On note p “ dimpFq et q “ dimpGq “ n ´ p. Soient f “
pf1, . . . , fpq une base de F et g “ pg1, . . . , gqq. On note alors e “ pf1, . . . , fp, g1, . . . , gqq.
Ainsi e est une base de e. On note p la projection de E sur F parallèlement à G et s la
symétrie de E par rapport à F parallèlement à G. On a alors

Mateppq “

ˆ

Ip 0pˆq
0qˆp 0qˆq

˙

et Matepsq “

ˆ

Ip 0pˆq
0qˆp ´Iq

˙

.

Proposition 4.34. Soit x P E. Alors on a

Matf pupxqq “ Mate,f puq Matepxq.

Démonstration. On note Mate,f puq “ pai,jq et x “
řp
j“1 xjej . Soit i P J1, nK. La coor-

donnée de upxq selon fi est

f˚i pupxqq “ f˚i

˜

u

˜

p
ÿ

j“1

xjej

¸¸

“ f˚i

˜

p
ÿ

j“1

xjupejq

¸

“

p
ÿ

j“1

xjf
˚
i

`

upejq
˘

“

p
ÿ

j“1

ai,jxj .

C’est bien la i-ème coordonnée du produit matriciel Mate,f puq Matepxq.

Proposition 4.35. Soient e “ pe1, . . . , epq une base de E et f “ pf1, . . . , fnq une base de
F. Alors l’application

"

LpE,Fq Ñ Mn,ppKq
u ÞÑ Mate,f puq

est un isomorphisme linéaire. Sa réciproque est l’application qui à la matrice A “

pai,jq1ďiďn
1ďjďp

associe l’unique endomorphisme u P LpE,Fq tel que

@j P J1, pK, upejq “

p
ÿ

i“1

ai,jfi.

Remarque 4.36. On retrouve en particulier que dimpLpE,Fqq “ dimpEq ˆ dimpFq.

Remarque 4.37. Dans le cas E “ F et en prenant la même base e au départ et à l’arrivée,
on obtient que l’application

"

LpEq Ñ MnpKq
u ÞÑ Matepuq

est un isomorphisme linéaire.
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Proposition 4.38. Soit E, F et G trois espaces vectoriels de dimensions finies. Soient e,
f et g des bases de E, F et G, respectivement. Soient u P LpE,Fq et v P LpF,Gq. Alors
on a

Mate,gpv ˝ uq “ Matf,gpvq Mate,f puq.

Proposition 4.39. Soient β une base de E et u P LpEq. Alors u est inversible dans LpEq
si et seulement si Matβpuq est inversible dans MnpKq, et dans ce cas on a

Matβpu
´1q “

`

Matβpuq
˘´1

.

Remarque 4.40. En particulier, la propriété que Matepuq est inversible ne dépend pas
du choix de la base e (même si la matrice elle-même dépend de e).

Démonstration. On note A “ Matβpuq.
On suppose que u P GLpEq et on note B “ Matβpu

´1q. D’après la proposition 4.38
on a AB “ Matβpu ˝ u

´1q “ MatβpIdEq “ In et de même BA “ In. Cela prouve que
A P GLnpKq (et A´1 “ B).

Inversement on suppose que A P GLnpKq. On note v l’unique endomorphisme de E
tel que Matβpvq “ A´1. On a alors Matβpu ˝ vq “ AA´1 “ In, ce qui implique que
u ˝ v “ IdE.

On observe que les matrices des vecteurs et des applications linéaires permettent de
faire des calculs en oubliant complètement le contexte (espace vectoriel et base) et en
ne gardant que des coefficients, rangés dans des matrices. Les règles de calcul matriciel
ont été choisies de sorte à ce que les calculs sur les matrices respectent bien les règles de
calculs entres vecteurs et applications linéaires.

4.3.3 Application linéaire associée à une matrice

Soient n, p P N˚. Soit A P Mn,ppKq. On a vu que A peut être la matrice d’une
application linéaire d’un espace de dimension p dans un espace de dimension n. En fait,
d’après la proposition 4.35, A est la matrice de beaucoup d’endomorphismes, puisque
pour n’importe quel espaces E et F de dimension p et n, et pour n’importe quelles
bases e de E et f de F, il existe u P LpE,Fq telle que Mate,f puq “ A. Parmis tous ces
endomorphismes possibles, on en ressort un qui est naturellement associé à la matrice
A.

Définition 4.41. Soit A PMn,ppKq. L’application linéaire canoniquement associée à A est
l’application

uA :

"

Kp Ñ Kn

X ÞÑ AX

On remarque que pour cette définition les vecteurs de Kp et Kn doivent être vus
comme des vecteurs colonnes (ou comme des matrices à 1 colonne).

Exemple 4.42. Soit

A “

ˆ

2 1 ´1
1 2 3

˙

.
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Alors l’application linéaire canoniquement associée à A est

uA :

$

’

’

&

’

’

%

R3 Ñ R2
¨

˝

x1
x2
x3

˛

‚ ÞÑ

ˆ

2x1 ` x2 ´ x3
x1 ` 2x2 ` 3x3

˙

Proposition 4.43. La matrice de uA dans les bases canoniques de Kp et Kn est A.

Définition 4.44. Soit A P Mn,ppKq et uA P LpK
p,Knq l’endomorphisme canoniquement

associé à A. Alors on définit kerpAq “ kerpuAq, ImpAq “ ImpuAq et rgpAq “ rgpuAq.

Remarque 4.45. D’après le théorème du rang appliqué à uA on a

p “ dimpkerpAqq ` rgpAq.

Proposition 4.46. (i) Soit A PMn,ppKq. Alors rgpAq est le rang dans Kn de la famille
des vecteurs colonnes de A (dimension du sous-espace vectoriel engendré par ces
vecteurs colonnes).

(ii) Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies p et n. Soient e une
base de E et f une base de F. Soit u P LpE,Fq et A “ Mate,f puq. Alors on a
rgpAq “ rgpuq.

Proposition 4.47. Soit A PMnpKq. Les assertions suivantes sont équivelentes :

(i) A est inversible ;

(ii) kerpAq “ t0u ;

(iii) ImpAq “ Kn ;

(iv) rgpAq “ n ;

(v) Les vecteurs colonnes de A forment une base de Kn ;

(vi) A est inversible à gauche (il existe B PMnpKq telle que BA “ In) ;

(vii) A est inversible à droite (il existe B PMnpKq telle que AB “ In).

Remarque 4.48. On peut calculer kerpAq en utilisant l’algorithme du pivot de Gauss et
en déduire le rang de A par le théorème du rang. Considérons par exemple la matrice

A “

¨

˝

1 1 ´1 1
1 0 1 2
2 1 0 3

˛

‚PM3,4pRq.
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Soit X “

¨

˚

˚

˝

x1
x2
x3
x4

˛

‹

‹

‚

P R4. Alors on a

AX “ 0 ðñ

$

’

&

’

%

x1 ` x2 ´ x3 ` x4 “ 0

x1 ` x3 ` 2x4 “ 0

2x1 ` x2 ` 3x4 “ 0

ðñ ...

ðñ

#

x1 ` x2 “ x3 ´ x4

´x2 “ ´2x3 ´ x4

ðñ

#

x1 “ ´x3 ´ 2x4

x2 “ 2x3 ` x4

Cela prouve que

kerpAq “ vect

¨

˚

˚

˝

¨

˚

˚

˝

´1
2
1
0

˛

‹

‹

‚

,

¨

˚

˚

˝

´2
1
0
1

˛

‹

‹

‚

˛

‹

‹

‚

.

Comme ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre dans R4

et forment donc une base de kerpAq. En particulier kerpAq est de dimension 2, et d’après
le théorème du rang la matrice A est de rang 2.

4.4 Changement de base

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N, muni d’une base e “ pe1, . . . , enq.
Pour un problème posé dans E, il peut être pertinant de travailler dans une base

β “ pβ1, . . . , βnq différente de e. Il faut alors être capable d’exprimer les coordonnées
d’un vecteur dans la base β, connaissant ses coordonnées dans la base e, et inversement
si l’on veut revenir à une expression dans la base e de départ.

4.4.1 Matrice de changement de base

Soit x un vecteur de E, dont on connait les coordonnées px1, . . . , xnq dans la base e :

x “
n
ÿ

j“1

xjej .

On cherche les coordonnées pξ1, . . . , ξnq de x dans la base β :

x “
n
ÿ

i“1

ξiβi.

Il suffit de savoir faire ce calcul pour les vecteurs de la base e. En effet, si pour tout
j P J1, nK on a calculé les coefficients pa1,j , . . . , an,jq de ej dans la base β, alors on peut
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écrire

x “
n
ÿ

j“1

xjej “
n
ÿ

j“1

xj

n
ÿ

i“1

ai,jβi “
n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

xjai,jβi.

Ainsi, pour tout i P J1, nK on a

ξi “
n
ÿ

j“1

ai,jxj .

Ainsi on obtient le vecteur pξiq1ďiďn à partir du vecteur pxiq1ďiďn par multiplication par
la matrice pai,jq1ďi,jďn.

Inversement, si on sait exprimer les vecteurs de la base β dans la base e, alors on
pourra exprimer dans e n’importe quel vecteur dont on connait les coefficients dans β.
C’est ce sens là qui est le plus facile, car en général on a justement défini la nouvelle
base β en l’exprimant dans l’ancienne base e.

La matrice de passage de la base e à la base β est la matrice qui permet de faire le
chemin du retour :

Définition 4.49. On appelle matrice de passage de la base e à la base β la matrice P des
vecteurs de β dans la base e :

P “ Matβ,epIdEq.

Ainsi, la matrice de passage de la base e à la base β est la matrice dont les colonnes
sont les coordonnées des vecteurs de la base β exprimés dans la base e.

Cette convention est assez contre-intuitive car la matrice de passage de la base e à
la base β est celle qui permet d’obtenir les coefficients dans l’ancienne base à partir de
ceux dans la nouvelle.

Proposition 4.50. Soit x P E. Soient e et β deux bases de E. Soit P la matrice de passage
de la base e à la base β. Soient Xe “ Matepxq et Xβ “ Matβpxq. Alors on a

Xe “ PXβ.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 4.34 appliquée avec u “ IdE.

Proposition 4.51. La matrice P “ Matβ,epIdEq est inversible et son inverse est

P´1 “ Mate,βpIdEq.

Démonstration. D’après la proposition 4.38 appliquée avec F “ G “ E, u “ v “ IdE et
les base f “ β, g “ e, on a

Mate,βpIdEqMatβ,epIdEq “ In.

Cela prouve que P “ Matβ,epIdEq est inversible d’inverse P´1 “ Mate,βpIdEq.

Proposition 4.52. Soit u P LpEq. On note P “ Matβ,epIdEq la matrice de passage de la
base e à la base β. Alors on a

Matβpuq “ P´1 MatepuqP. (4.2)

Démonstration. Cela résulte encore de la proposition 4.38, d’après laquelle on a

Matβpuq “ Mate,βpIdEqMatepuqMatβ,epIdEq. (4.3)

Remarque 4.53. Si on a peur de se mélanger avec la convention définissant P et P´1,
on peut simplement écrire (4.3) plutôt que (4.2). Cela permet d’éviter toute ambigüıté.
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4.4.2 Matrices semblables

Définition 4.54. Soient M,M 1 PMnpKq. On dit que M et M 1 sont semblables s’il existe
P P GLnpKq telle que

M 1 “ P´1MP.

Proposition 4.55. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N. Soient e et β
deux bases de E. Alors les matrices Matepuq et Matβpuq sont semblables.

Démonstration. Cela résulte directement de la proposition 4.52.

Remarque 4.56. Inversement, soient M et M 1 sont deux matrices semblables et P P

GLnpKq telle que M 1 “ P´1MP . On note e la base canonique de Kn et on note β la
base de Kn formée par les colonnes de P . Ainsi P est la matrice de passage de la base e
à la base β. On a alors M “ MatepuM q et M 1 “ MatβpuM q, où uM est l’endomorphisme
canoniquement associé à la matrice M .

Proposition 4.57. Deux matrices semblables ont même trace.

Démonstration. Soient M et M 1 deux matrices semblables. Soit P P GLnpKq telle que
M 1 “ P´1MP . D’après la proposition 4.23 appliquée avec A “ P´1 et B “MP on a

TrpM 1q “ TrpP´1MP q “ TrpMPP´1q “ TrpMq.

Définition 4.58. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N. Soit u P LpEq.
Alors la trace Trpuq de u est la trace de la matrice de u dans n’importe quelle base de
E.

Remarque 4.59. Soit β “ pβ1, . . . , βnq une base de E. Alors on a

Trpuq “
n
ÿ

i“1

β˚i pupβiqq.

Il est assez remarquable que cette quantité ne dépende pas de la base choisie.

4.4.3 Exemple d’application d’un changement de base

On chercher à déterminer les suites réelles punqnPN, pvnqnPN et pwnqnPN vérifiant la
propriété suivante :

@n P N,

$

’

&

’

%

un`1 “ 2vn ´ wn,

vn`1 “ 3un ´ 2vn,

wn`1 “ ´2un ` 2vn ` wn.

(4.4)

On suppose que les suites punqnPN, pvnqnPN et pwnqnPN sont solutions. Pour n P N on
pose

Un “

¨

˝

un
vn
wn

˛

‚.
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On note que un, vn et wn sont alors les coordonnées de Un dans la base canonique
e “ pe1, e2, e3q de R3. On considère la matrice

A “

¨

˝

0 2 ´1
3 ´2 0
´2 2 1

˛

‚.

On note également uA l’endomorphisme canoniquement associé à A. Alors pour tout
n P N on a

Un`1 “ AUn “ uApUnq.

Par récurrence on obtient
@n P N, Un “ AnU0. (4.5)

On considère la base β “ pβ1, β2, β3q définie par

β1 “

¨

˝

1
1
1

˛

‚, β2 “

¨

˝

4
3
´2

˛

‚, β3 “

¨

˝

2
´3
2

˛

‚.

La raison pour laquelle on choisit cette base est qu’elle est constituée de vecteurs sur
lesquels l’action de A est très simple. En effet on a

Aβ1 “ β1, Aβ2 “ 2β2, Aβ3 “ ´4β3.

Ainsi la matrice de uA dans la base β est donc diagonale. On note

D “ MatβpuAq “

¨

˝

1 0 0
0 2 0
0 0 ´4

˛

‚.

On note P la matrice de passage de la base e à la base β. On a alors

P “ Matβ,epIdR3q “

¨

˝

1 4 2
1 3 ´3
1 ´2 2

˛

‚

et
D “ MatβpuAq “ Mate,βpIdR3qMatepuAqMatβ,epIdR3q “ P´1AP.

Pour n P N on note

Xn “

¨

˝

xn
yn
zn

˛

‚“ P´1Un.

Pour tout n P N on a alors

Xn`1 “ P´1Un`1 “ P´1AUn “ P´1APXn “ DXn.

Contrairement aux puissances de A, il est facile de calculer par récurrence les puissances
de D :

@n P N, Dn “

¨

˝

1 0 0
0 2n 0
0 0 p´4qn

˛

‚.
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Ainsi on a

@n P N, Xn “ DnX0 “

¨

˝

x0
2ny0
p´4qnz0

˛

‚,

puis

@n P N,

¨

˝

un
vn
wn

˛

‚“ Un “ PXn “

¨

˝

x0 ` 4 ¨ 2ny0 ` 2 ¨ p´4qnz0
x0 ` 3 ¨ 2ny0 ´ 3 ¨ p´4qnz0
x0 ´ 2 ¨ 2ny0 ` 2 ¨ p´4qnz0

˛

‚ (4.6)

Inversement, on peut vérifier que toutes les triplets de suites de cette forme sont solutions
de (4.4).

Supposons maintenant qu’on impose de plus une donnée initiale U0. Par exemple,
on cherche les solutions de (4.4) telles que

U0 “

¨

˝

u0
v0
w0

˛

‚“

¨

˝

2
´1
1

˛

‚.

L’unique solution est donnée par (4.6) avec X0 tel que

PX0 “ U0. (4.7)

La résolution du système donne

X0 “

¨

˝

1
5
1
6
17
30

˛

‚.

On note qu’il n’est pas nécessaire de calculer P´1. Néanmoins, dans le cas d’une petite
matrice de taille 3, on peut calculer

P´1 “

¨

˝

0 2
5

3
5

1
6 0 ´1

6
1
6 ´1

5
1
30

˛

‚.

On retrouve alors la valeur de X0 “ P´1U0 ci-dessus. On peut également calculer la
matrice An qui apparâıt dans (4.5), par

@n P N, An “ pPDP´1qn “ PDnP´1.

Bref, c’est possible, mais il est important de se rappeler que ce n’est en fait pas nécessaire
(pour des gros systèmes, il est bien plus rapide de seulement résoudre le système (4.7)
que de calculer P´1). D’ailleurs, déjà pour un système 3ˆ3 on n’a pas envie d’expliciter
An ci-dessus. . .

4.5 Exercices

(voir la feuille d’exercices plus complète disponible sur Moodle)

Exercice 33. On note A “

ˆ

1 1
0 1

˙

. Déterminer l’ensemble des matrices B P M2pRq

telles que AB “ BA.
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Exercice 34. On note

A “

¨

˝

1 1 0
0 1 1
0 0 1

˛

‚ et B “

¨

˝

0 1 0
0 0 1
0 0 0

˛

‚.

1. Calculer Bn pour tout n P N˚.
2. En déduire An pour tout n P N˚.

Exercice 35. Soient n P N˚ et A P MnpKq. Montrer qu’il existe P P KrXs tel que
P pAq “ 0.

Exercice 36. Soient n, p P N˚. Soient A P Mn,ppKq et B P Mp,npKq. Montrer que
TrpABq “ TrpBAq.

Exercice 37. Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N˚. Soient e “
pe1, . . . , enq et β “ pβ1, . . . , βnq deux bases de E. On note u l’unique endomorphisme de
E tel que upejq “ βj pour tout j P J1, nK. Que peut-on dire de la matrice Matepuq ?

Exercice 38. On cherche l’ensemble des fonctions x, y, z P C1pR;Rq vérifiant

@t P R,

$

’

&

’

%

x1ptq “ 4xptq ´ 4yptq ` 4zptq,

y1ptq “ 3xptq ´ 3yptq ` 4zptq,

z1ptq “ 3xptq ´ 3yptq ` 4zptq.

1. Écrire le problème sous la forme

@t P R, X 1ptq “ AXptq,

avec Xptq “

¨

˝

xptq
yptq
zptq

˛

‚et A PM3pRq à déterminer.

2. On note

β1 “

¨

˝

1
1
0

˛

‚, β2 “

¨

˝

0
1
1

˛

‚, β3 “

¨

˝

1
1
1

˛

‚.

Montrer que la famille β “ pβ1, β2, β3q est base de R3.
3. On note e la base canonique de R3 et P “ Matβ,epIdR3q la matrice de passage de la
base e à la base β. Expliciter P .
4. Pour t P R on note Uptq “ P´1Xptq. On admet que U : R Ñ R3 est dérivable et
U 1ptq “ P´1X 1ptq pour t P R. Montrer que U est solution d’un problème de la forme

@t P R, U 1ptq “ DUptq,

avec une matrice D PM3pRq à expliciter.
5. Résoudre le problème précédent.
6. Déterminer l’ensemble des solutions px, y, zq du problème de départ.
7. Déterminer l’ensemble des solutions vérifiant de plus

xp0q “ 2, yp0q “ 4, zp0q “ ´1.
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5 Déterminant

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N.

5.1 Définition du déterminant et premières propriétés

5.1.1 Formes p-linéaires alternées

Définition 5.1. Soit p P N˚. On appelle forme p-linéaire sur E une application ψ de
Ep dans K qui est linéaire par rapport à chacune de ses variables : pour j P J1, pK,
x1, . . . , xj´1, xj`1, xp P E, x, y P E et λ P K on a

ψpx1, . . . , xj´1, λx` y, xj`1, . . . , xnq

“ λψpx1, . . . , xj´1, x, xj`1, . . . , xnq ` ψpx1, . . . , xj´1, y, xj`1, . . . , xnq.

Exemple 5.2. Les formes 1-linéaires sur E sont les formes linéaires sur E.

Exemple 5.3. Le produit scalaire sur Rn, définie par

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Rn ˆ Rn Ñ R
¨

˚

˝

¨

˚

˝

x1
...
xn

˛

‹

‚

,

¨

˚

˝

y1
...
yn

˛

‹

‚

˛

‹

‚

ÞÑ
řn
j“1 xjyj

est une forme bilinéaire (2-linéaire) sur Rn.

Définition 5.4. Soit p P N˚. On dit qu’une forme p-linéaire sur E est alternée si pour tous
x1, . . . , xp P E tels qu’il existe i, j P J1, nK avec i ‰ j et xi “ xj on a fpx1, . . . , xnq “ 0.

On s’intéresse ici aux formes n-linéaires alternées sur E.

Cas n “ 2. On suppose que E est de dimension 2 et on considère une base β “ pβ1, β2q
de E.

On suppose qu’il existe une forme 2-linéaire alternée ψ sur E. Comme ψ est alternée
on a nécessairement ψpβ1, β1q “ ψpβ2, β2q “ 0. En outre

0 “ ψpβ1 ` β2, β1 ` β2q “ ψpβ1, β2q ` ψpβ2, β1q,

donc
ψpβ2, β1q “ ´ψpβ1, β2q. (5.1)

On considère maintenant deux vecteurs x1, x2 P E. Il existe x1,1, x1,2, x2,1, x2,2 P K
tels que x1 “ x1,1β1 ` x1,2β2 et x2 “ x2,1β1 ` x2,2β2. On a alors

ψpx1, x2q “ x1,1ψpβ1, x2q ` x1,2ψpβ2, x2q

“ x1,1x2,1ψpβ1, β1q ` x1,1x2,2ψpβ1, β2q ` x1,2x2,1ψpβ2, β1q ` x1,2x2,2ψpβ2, β2q

“ px1,1x2,2 ´ x1,2x2,1qψpβ1, β2q.

Ainsi ψ est uniquement déterminée, et est donnée par

ψpx1,1β1 ` x1,2β2, x2,1β1 ` x2,2β2q “ px1,1x2,2 ´ x1,2x2,1qψpβ1, β2q.
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Inversement, on peut vérifier que ψ ainsi définie est bien une forme 2-linéaire alternée.
Ainsi les formes 2-linéaires sur E de dimension 2 sont les applications de la forme

ψ : px1, x2q ÞÑ px1,1x2,2 ´ x1,2x2,1qψpβ1, β2q.

En particulier, ψ est uniquement déterminée par sa valeur en pβ1, β2q (et l’ensemble des
formes 2-linéaires alternées sur E est un K-espace vectoriel de dimension 1).

Cas n “ 3. On suppose que E est de dimension 3 et on considère une base β “

pβ1, β2, β3q de E.
On suppose qu’il existe une forme 3-linéaire alternée ψ sur E. On considère x1, x2, x3 P

E. Pour i P t1, 2, 3u on considère xi,1, xi,2, xi,3 P K tels que

xi “ xi,1β1 ` xi,2β2 ` xi,3β3.

On a alors

ψpx1, x2, x3q “
ÿ

1ďj1,j2,j3ď3

x1,j1x2,j2x3,j3ψpβj1 , βj2 , βj3q

“
ÿ

pj1,j2,j3qPP

x1,j1x2,j2x3,j3ψpβj1 , βj2 , βj3q,

avec
P “ tp1, 2, 3q, p1, 3, 2q, p2, 1, 3q, p2, 3, 1q, p3, 1, 2q, p3, 2, 1qu.

On note qu’on a nécessairement

ψpβ1, β3, β2q “ ´ψpβ1, β2, β3q,

ψpβ2, β1, β3q “ ´ψpβ1, β2, β3q,

ψpβ2, β3, β1q “ ´ψpβ1, β3, β2q “ ψpβ1, β2, β3q,

ψpβ3, β1, β2q “ ´ψpβ1, β3, β2q “ ψpβ1, β2, β3q,

ψpβ3, β2, β1q “ ´ψpβ1, β2, β3q.

On a alors

ψpx1, x2, x3q “ ψpβ1, β2, β3q
`

x1,1x2,2x3,3 ` x1,2x2,3x3,1 ` x1,3x2,2x3,1

´ x1,1x2,3x3,2 ´ x1,2x2,1x3,3 ´ x1,3x2,2x3,1
˘

.

Inversement, on peut vérifier que les applications de cette forme sont bien des formes
3-linéaires alternées sur E, et en particulier l’ensemble des formes 3-linéaires alternées
sur E est un K-espace vectoriel de dimension 1.

Définition 5.5. Soit n P N˚. On appelle permutation de J1, nK une bijection de J1, nK
dans lui-même. L’ensemble Sn des permutations de J1, nK est appelé groupe symétrique
de degré n.

Définition 5.6. Soit σ P Sn. On note εpσq la signature de σ définie par

εpσq “
ź

1ďiăjďn

signpσpjq ´ σpiqq P t´1,`1u.
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Proposition 5.7. Soit β “ pβ1, . . . , βnq une base de E. Alors les formes n-linéaire alter-
nées sur E sont les applications de la forme

px1, . . . , xnq P E
n ÞÑ λ

ÿ

σPSn

εpσqx1,σp1qx2,σp2q . . . xn,σpnq.

Remarque 5.8. On a

ÿ

σPSn

εpσqx1,σpnqx2,σp2q . . . xn,σpnq “
ÿ

σPSn

εpσqxσp1q,1xσp2q,2 . . . xσpnq,n

5.1.2 Déterminant d’une famille de vecteur dans une base

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n P N˚.

Définition 5.9. Soit β “ pβ1, . . . , βnq une base de E. On appelle déterminant dans la base
β et on note detβ l’unique forme linéaire alternée sur E telle que

detβpβq “ 1.

Elle est donnée par

@px1, . . . , xnq P E
n, detβpx1, . . . , xnq “

ÿ

σPSn

εpσqx1,σpnqx2,σp2q . . . xn,σpnq,

où pour tout j P J1, nK on a noté

xj “
n
ÿ

i“1

xi,jβi.

Dans R2, où on a une notion d’aire, et en prenant pour β la base canonique, on peut
interpréter la valeur absolue du déterminant de deux vecteurs comme étant l’aire du
parallélogramme défini par ces deux vecteurs (voir https://www.youtube.com/watch?
v=zLYLGdpHxl4). En particulier, on observe que detβpx, yq “ 0 si et seulement si x et
y sont colinéaires. Le signe du déterminant est liée à l’orientation de ces deux vecteurs
(par exemple si x et y forment une base orthonormée de R2, alors elle est directe si leur
déterminant dans la base canonique est positif, et indirecte s’il est négatif.

Proposition 5.10. Soient β et β̃ deux bases de E. Alors pour toute famille f de n vecteurs
de E on a

detβ̃pfq “ detβ̃pβqdetβpfq.

Démonstration. Il existe λ P K tel que detβ̃ “ λ detβ. En évaluant en β, on obtient que
λ “ detβ̃pβq.

Proposition 5.11. Soit β une base de E et x une famille de n vecteurs de E. Alors x est
une base de E si et seulement si detβpxq ‰ 0.

Démonstration. On note x “ px1, . . . , xnq.
‚ On suppose que la famille x est une base de E. Alors d’après la proposition 5.10 on a

1 “ detβpβq “ detβpxqdetxpβq.
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Cela prouve que detβpxq ‰ 0.
‚ On suppose que la famille x n’est pas une base. Comme elle est liée, il existe k P J1, nK
et λ1, . . . , λn P K tels que

xk “
ÿ

1ďjďn
j‰k

λjxj .

On a alors
detβpxq “

ÿ

1ďjďn
j‰k

λjdet
β
px1, . . . , xk´1, xj , xk`1, . . . , xnq “ 0.

5.1.3 Déterminant d’un endomorphisme

Proposition-Définition 5.12. Soit u P LpEq. Il existe un unique scalaire, appelé détermi-
nant de u et noté detpuq, tel que pour toute base β “ pβ1, . . . , βnq de E et toute famille
px1, . . . , xnq de vecteurs de E on a

detβpupx1q, . . . , upxnqq “ detpuqdetβpx1, . . . , xnq.

Remarque 5.13. En particulier on a

detpuq “ detβpupβ1q, . . . , upβnqq.

Démonstration. Soit β une base de E. L’application

px1, . . . , xnq ÞÑ detβpupx1q, . . . , upxnqq

est une forme n-linéaire alternée sur E, donc il existe un scalaire qu’on note detβpuq tel
que

@px1, . . . , xnq P E
n, detβpupx1q, . . . , upxnqq “ detβpuqdetβpx1, . . . , xnq.

Il reste à montrer que ce scalaire detβpuq ne dépend pas du choix de la base β. On
considère une autre base β̃. On a

detβ̃pupβ1q, . . . , upβnqq “ detβ̃puqdetβ̃pβq

Comme detβ̃pβq “ detβpβ̃q
´1, cela donne

detβ̃puq “ detβpβ̃qdetβ̃pupβ1q, . . . , upβnqq “ detβpupβ1q, . . . , upβnqq “ detβpuq.

Ainsi detβpuq ne dépend pas du choix de la base β.

Proposition 5.14. (i) Pour u, v P LpEq on a detpu ˝ vq “ detpuq detpvq.

(ii) On a detpIdEq “ 1.

(iii) Soit u P LpEq. Alors u est inversible si et seulement si detpuq ‰ 0, et dans ce cas
on a

detpu´1q “
1

detpuq
.
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Démonstration. Soit β “ pβ1, . . . , βnq une base de E.
‚ Soient u, v P LpEq. On a

detpu ˝ vq “ detβpupvpβ1qq, . . . , upvpβnqqq

“ detpuqdetβpvpβ1q, . . . , vpβnqq

“ detpuqdetpvqdetβpβ1, . . . , βnq

“ detpuqdetpvq.

‚ On a

detpIdEq “ detβpIdEpβ1q, . . . , IdEpβnqq “ detβpβ1, . . . , βnq “ 1.

‚ On a

u P GLpEq ðñ pupβ1q, . . . , upβnqq est une base de E

ðñ detβpupβ1q, . . . , upβnqq ‰ 0

ðñ detpuq ‰ 0,

et dans ce cas on a

detpuq detpu´1q “ detpu ˝ u´1q “ detpIdEq “ 1.

Remarque 5.15. Pour u P LpEq et α P K on a detpαuq “ αn detpuq. En particulier
detpα IdEq “ αn.

5.1.4 Déterminant d’une matrice carrée

Définition 5.16. Soit A PMnpKq. On appelle déterminant de A et on note detpAq le dé-
terminant de l’endomorphisme canoniquement associé à A. De façon équivalente, detpAq
est le déterminant de la famille des n vecteurs colonnes de A dans la base canonique de
Kn.

Démonstration. On vérifie que les deux définitions sont effectivement équivalentes. On
note e “ pe1, . . . , enq la base canonique de Kn. Alors on a

detpuAq “ detepuApe1q, . . . , u1penqq “ detepAe1, . . . , Aenq.

Pour A “ pai,jq1ďi,jďn on note également

detpAq “

∣∣∣∣∣∣∣
a1,1 . . . a1,n

...
...

an,1 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣ .
On note qu’on a

detpAq “
ÿ

σPSn

εpσqa1,σpnqa2,σp2q . . . an,σpnq “
ÿ

σPSn

εpσqaσp1q,1aσp2q,2 . . . aσpnq,n. (5.2)

Proposition 5.17. (i) Pour A,B PMnpKq on a detpABq “ detpAq detpBq.
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(ii) On a detpInq “ 1.

(iii) Soit A P MnpKq. Alors A est inversible si et seulement si detpAq ‰ 0, et dans ce
cas on a

detpA´1q “
1

detpAq
.

Démonstration. Cela résulte de la proposition 5.14 appliquée à l’endomorphisme uA de
Kn.

Proposition 5.18. Soit A PMnpKq. Alors on a detpATq “ detpAq.

Démonstration. Cela résulte de (5.2).

Proposition 5.19. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N˚. Soit u P LpEq.
Soit β une base de E et A “ Matβpuq. Alors on a detpuq “ detpAq.

Démonstration. On note A “ pai,jq1ďi,jďn, de sorte que pour j P J1, nK on a

upβjq “
n
ÿ

i“1

ai,jβi.

On a alors

detpuq “ detβpupβ1q, . . . , upβnqq “
ÿ

σPSn

εpσqa1,σpnqa2,σp2q . . . an,σpnq “ detpAq.

Proposition 5.20. Deux matrices carrées semblables ont même déterminant.

Preuve matricielle. Soient A,B P MnpKq deux matrices semblables. Soit P P GLnpKq
telle que B “ P´1AP . On a alors

detpBq “ detpP´1AP q “ detpP´1q detpAq detpP q “ detpP q´1 detpAqdetpP q “ detpAq.

Preuve géométrique. Soient A,B P MnpKq. D’après la remarque 4.56 il existe un K-
espace vectoriel E de dimension n, u P LpEq et deux bases β, β̃ de E telles que A “

Matβpuq et B “ Matβ̃puq. On a alors

detpAq “ detpuq “ detpBq.

5.2 Calcul du déterminant d’une matrice

On continue dans cette section à donner des propriétés du déterminant, en vue d’être
capable de le calculer plus ou moins explicitement. On rappelle qu’il est équivalent de
parler du déterminant d’un endormorphisme ou d’une matrice.
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5.2.1 Cas des petites dimensions

On a déjà discuté au paragraphe le déterminant en petites dimensions. On rappelle
ici les expressions obtenues dans le cadre matriciel.

Proposition 5.21. (i) Soit A “ paq PM1pKq. Alors on a

detpAq “
∣∣a∣∣ “ a.

(ii) Soit A “

ˆ

a b
c d

˙

PM2pKq. Alors on a

detpAq “

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ “ ad´ bc.

(iii) Soient A “

¨

˝

a b c
d e f
g h i

˛

‚PM3pKq. Alors on a

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ “ aei` bfg ` cdh´ gec´ hfa´ idb.

On observe que les termes avec un signe (( + )) sont obtenus en suivant les (( dia-
gonales ))allant dans la direction (( Œ )), tandis qu’on obtient les termes avec un signe
(( - ))en suivant les (( diagonales ))allant dans la direction (( Õ ))

`

a b c
d e f
g h i

´

a b c
d e f
g h i

5.2.2 Cas des matrices diagonales et triangulaires

Proposition 5.22. Soient a1, . . . , an P K et

A “

¨

˚

˝

a1 p0q
. . .

p0q an

˛

‹

‚

.

Alors on a
detpAq “ a1 . . . an.

Proposition 5.23. Soient a1, . . . , an P K et A P MnpKq une matrice triangulaire supé-
rieure de la forme

A “

¨

˚

˝

a1 p˚q

. . .

p0q an

˛

‹

‚

.

Alors on a
detpAq “ a1 . . . an.

On a un résultat analogue pour une matrice triangulaire inférieure.
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Démonstration. On note A “ pαi,jq1ďi,jďn. Soit σ P Sn. S’il existe j P J1, nK tel que
σpjq ą j alors on a

α1,σpnqα2,σp2q . . . αn,σpnq “ 0.

Or la seule permutation σ de J1, nK vériant σpjq ď j pour tout j P J1, nK est IdJ1,nK (et
sa signature est 1). On a alors

detpAq “ α1,1α2,2 . . . αn,n “ a1a2 . . . an.

Proposition 5.24. Soient n P N˚ et M PMnpKq une matrice de la forme

M “

ˆ

A B
0n´rˆr C

˙

avec A PMrpKq, B PMr,n´rpKq et C PMn´rpKq. Alors on a

detpMq “ detpAq detpCq.

Exemple 5.25. On a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 ´3 4 ´1 6 ´9
´1 3 5 ´1 0 7
0 0 ´1 5 7 9
0 0 0 ´2 ´6 8
0 0 0 3 8 ´5
0 0 0 0 0 ´2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
“

∣∣∣∣ 2 ´3
´1 3

∣∣∣∣ˆ ∣∣´1
∣∣ˆ ∣∣∣∣´2 ´6

3 8

∣∣∣∣ˆ ∣∣´2
∣∣ “ 3ˆ p´1q ˆ 2ˆ p´2q “ 12.

Démonstration. (à compléter)

5.2.3 Opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes

Proposition 5.26. Soit A PMnpKq. Soit λ P K.

(i) detpAq est inchangé si on ajoute λ fois une colonne de A à une autre.

(ii) detpAq est changé en ´detpAq si on échange deux colonnes de A.

(iii) detpAq est changé en λ detpAq si on multiplie une (et une seule) colonne de A par
λ.

On a des propriétés analogues en remplaçant partout (( colonne )) par (( ligne )).

Démonstration. On note e “ pe1, . . . , enq la base canonique de Kn. On rappelle que

detpAq “ detepAe1, . . . , Aenq,

où Ae1, Ae2, . . . , Aen sont les colonnes de A. La dernières propriétés est due à la linéarité
par rapport à chacune des variables, tandis que la deuxième se montre comme en (5.1).
Enfin pour montrer la première propriété on suppose qu’on ajoute λ fois la première
colonne à la deuxième. On a alors

detpAe1, Ae2 ` λAe1, Ae3, . . . , Aenq

“ detpAe1, Ae2, Ae3, . . . , Aenq ` λ detpAe1, Ae1, Ae3, . . . , Aenq “ detpAq.

Enfin on obtient les résultats sur les lignes en appliquant ces résultats aux colonnes de
AT et en appliquant la proposition 5.18.
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Avec ces opérations, on peut calculer un déterminant par l’algorithme du pivot de
Gauss.

Exemple 5.27. On considère

A “

¨

˚

˚

˝

2 ´1 3 5
3 1 ´1 5
5 ´2 1 1
1 0 1 1

˛

‹

‹

‚

.

Alors on a

detpAq “ ´

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 1
3 1 ´1 5
5 ´2 1 1
2 ´1 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ “ ´
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 1
0 1 ´4 2
0 ´2 ´4 ´4
0 ´1 1 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ “ ´
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 1
0 1 ´4 2
0 0 ´12 0
0 0 ´3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣
“ ´

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 1 1
0 1 ´4 2
0 0 ´12 0
0 0 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ “ 60.

5.2.4 Développement par rapport à une ligne ou une colonne

Proposition 5.28. Soit A “ pai,jq1ďi,jďn P MnpKq. Pour pi, jq P J1, nK on note Ãi,j P
Mn´1pKq la matrice obtenue à partir de A en supprimant la i-ème ligne et la j-ème
colonne.

(i) Soit j P J1, nK. Alors on a

detpAq “
n
ÿ

i“1

p´1qi`jai,j detpÃi,jq.

(ii) Soit i P J1, nK. Alors on a

detpAq “
n
ÿ

j“1

p´1qi`jai,j detpÃi,jq.

Démonstration. On montre la formule de développement par rapport à une colonne.
La formule de développement par rapport à une ligne s’obtient de façon analogue ou
en utilisant l’invariance du déterminant par transposition. Soit j P J1, nK. On note e “
pe1, . . . , enq la base canonique de Kn. On a alors

Aej “
n
ÿ

i“1

ai,jei.

On a
detpAq “ detepAe1, . . . , Aej , . . . Aenq.

On échange la colonne Aej avec Aej´1, puis avec Aej´2, et ainsi de suite jusqu’à échanger
avec Ae1. On a alors fait pj ´ 1q changements, donc

detpAq “ p´1qj´1detepAej , Ae1, . . . , Aej´1, Aej`1, . . . , Aenq.
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Par linéarité du déterminant par rapport à la première colonne on a alors

detpAq “ p´1qj´1
n
ÿ

i“1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 a1,1 . . . a1,j´1 a1,j`1 . . . a1,n
...

...
...

...
...

0 ai´1,1 . . . ai´1,j´1 ai´1,j`1 . . . ai´1,n
ai,j ai,1 . . . ai,j´1 ai,j`1 . . . ai,n
0 ai`1,1 . . . ai`1,j´1 ai`1,j`1 . . . ai`1,n
...

...
...

...
...

0 an,1 . . . an,j´1 an,j`1 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pour chaque terme, on fait maintenant remonter la i-ème ligne en première position
(cela fait pi´ 1q échanges de lignes. Cela donne

detpAq “ p´1qj´1
n
ÿ

i“1

p´1qi´1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai,j ai,1 . . . ai,j´1 ai,j`1 . . . ai,n
0 a1,1 . . . a1,j´1 a1,j`1 . . . a1,n
...

...
...

...
...

0 ai´1,1 . . . ai´1,j´1 ai´1,j`1 . . . ai´1,n
0 ai`1,1 . . . ai`1,j´1 ai`1,j`1 . . . ai`1,n
...

...
...

...
...

0 an,1 . . . an,j´1 an,j`1 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
D’après la proposition 5.24 on a alors

detpAq “
n
ÿ

i“1

p´1qi`jai,j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1,1 . . . a1,j´1 a1,j`1 . . . a1,n
...

...
...

...
ai´1,1 . . . ai´1,j´1 ai´1,j`1 . . . ai´1,n
ai`1,1 . . . ai`1,j´1 ai`1,j`1 . . . ai`1,n

...
...

...
...

an,1 . . . an,j´1 an,j`1 . . . an,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Ce dernier déterminant étant précisément celui de la matrice Ãi,j , cela conclut la dé-
monstration.

Exemples 5.29. En guise de premiers exemples, on peut retrouver l’expression du déter-
minant pour une matrice de M2pKq, puis celui d’une matrice de M3pKq.

Définition 5.30. Soit A “ pai,jq1ďi,jďn P MnpKq. Pour i, j P J1, nK on appelle cofacteur
d’indice pi, jq de A le scalaire

Cofi,jpAq “ p´1qi`j detpÃi,jq,

où Ãi,j est comme à la proposition précédente. On appelle commatrice de A la matrice
des cofacteurs de A :

CompAq “ pCofi,jpAqq1ďi,jďn.

Proposition 5.31 (Formule de la commatrice). Soit A PMnpKq. Alors on a

ApCompAqqT “ pCompAqqTA “ detpAqIn.

En particulier, si A est inversible alors

A´1 “
1

detpAq
pCompAqqT
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Démonstration. On note A “ pai,jq1ďi,jďn et B “ pbi,jq1ďi,jďn “ ApCompAqqT. Soit
pi, jq P J1, nK. On a

bi,j “
n
ÿ

k“1

ai,kCofj,kpAq.

En particulier pour i P J1, nK on a par la formule du développement par rapport à la
i-ème ligne de A :

bi,i “
n
ÿ

k“1

ai,kCofi,kpAq “ detpAq.

On suppose maintenant que i ‰ j. On note C “ pci,jq1ďi,jďn la matrice obtenue à partir
de A en remplaçant la j-ième ligne par la i-ème. En particulier C a deux lignes égales,
donc detpCq “ 0. On a

bi,j “
n
ÿ

k“1

ai,kCofj,kpAq “
n
ÿ

k“1

cj,kCofj,kpCq “ detpCq “ 0.

Ainsi dans tous les cas on a bi,j “ δi,j detpAq, donc B “ detpAqIn. On procède de la
même façon pour montrer que pCompAqqTA “ detpAqIn.

5.3 Exercices

(voir la feuille d’exercices plus complète disponible sur Moodle)

Exercice 39. Soient n P N˚ et A P MnpRq. On peut voir A comme une matrice à
coefficients complexes. Le déterminant de la matrice A est-il le même si on la considère
comme une matrice réelle ou une matrice complexe ?

Exercice 40. Soit n ě 2. Calculer le déterminant de la matrice

A “

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 . . . 1
1 1 p0q
...

. . .

1 p0q 1

˛

‹

‹

‹

‚

PMnpRq.

Exercice 41. Soit n ě 2. Calculer le déterminant de la matrice

A “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 p0q

1
. . .

p0q
. . . 1

1 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

PMnpRq.

Exercice 42 (Déterminant de Vandermonde). Soient n P N˚ et a1, . . . , an P K. On
considère la matrice

V pa1, . . . , anq “ pa
i´1
j q1ďi,jďn “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 1 . . . 1
a1 a2 . . . an
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

an´11 an´12 . . . an´1n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚
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On cherche à calculer le déterminant de cette matrice (déterminant de Vandermonde).
1. Montrer que si les aj , 1 ď j ď n ne sont pas deux à deux distincts, alors ce déterminant
est nul. On suppose pour la suite que les aj , 1 ď j ď n sont bien deux à deux distincts.
2. Calculer le déterminant de Vandermonde pour n “ 1 et n “ 2.
3. On considère le polynôme

P pXq “ detpV pa1, . . . , an´1, Xqq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
a1 a2 . . . X
a21 a22 . . . X2

...
...

...

an´11 an´12 . . . Xn´1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
P KrXs.

Donner le degré de P , une expression de son coefficient dominant, et n´1 de ses racines.
4. Montrer que

detpV pa1, . . . , anqq “
ź

1ďiăjďn

paj ´ aiq.

Exercice 43. On considère la matrice

A “

¨

˝

´1 1 1
1 ´1 1
1 1 ´1

˛

‚

1. Pour quelles valeurs de λ (réelles / complexes) la matrice pA´λI3q est-elle inversible ?
2. Dans tous les cas, calculer kerpA´ λI3q.
3. Mêmes questions avec les matrices

B “

¨

˝

0 ´2 0
1 0 ´1
0 2 0

˛

‚, C “

¨

˝

0 1 0
0 0 1
1 0 0

˛

‚.

Exercice 44. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n P N˚. Soit β une base
de E. Soit u P LpEq. Pour x1, . . . , xn P E on pose

ϕpx1, . . . , xnq “
n
ÿ

i“1

detβpx1, . . . , xi´1, upxiq, xi`1, . . . , xnq.

Déterminer l’application ϕ (on pourra commencer par vérifier que ϕ est une forme n-
linéaire alternée sur E.

(À suivre...)
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