Chapitre 4

Distributions

Le but de ce chapitre est d’introduire les distributions. Les distributions généralisent
la notion de fonction d’une ou plusieurs variables réelles. Il s’agit en particulier d’étendre
la notion usuelle de dérivabilité, qui s’avere trop rigide en pratique.

Les notions de fonctions (on se restreint ici aux fonction d’une ou plusieurs variables
réelles) et de régularité de ces fonctions (continuité, etc.) ont mis du temps pour se
stabiliser aux notions précises et générales telles qu’on les comprend aujourd’hui. Par
exemple, une fonction f de R® dans R est n’importe quelle correspondance qui & tout
élément o € R? associe un unique élément f(x) de R. C’est une notion déja trés abstraite
et tres générale.

Et pourtant, cette notion montre des limites et n’est pas toujours adaptée aux calculs
que l’on peut avoir a faire. Typiquement, lorsque f représente une quantité physique en
fonctions de la position . Par exemple, si f désigne une densité massique ou une densité
électrique, et si on s’intéresse a une masse ou une charge tres localisée, on la modélise
par une masse ou une charge ponctuelle. Cela simplifie grandement les calculs, mais la
densité f... n’est plus une fonction. En effet, dans ce cas la densité est ce qu’on appelle
de fagon impropre une « fonction de Dirac », nulle en dehors d’un point mais d’intégrale
strictement positive. Ce qui ne peut étre réalisé par aucune fonction. Ainsi, pour faire un
calcul plus simple, on doit utiliser un objet qui semble plus compliqué. Alors que faut-il
faire 7 Renoncer a faire des calculs rigoureux, ou renoncer a un modele avec lequel on
peut effectivement faire les calculs ? Ni 'un ni I'autre évidemment, et c’est le but des
distributions de proposer un cadre rigoureux, efficace et suffisament général pour inclure
en particulier les fonctions au sens usuel et la fonction de Dirac. En fait on a déja résolu
ce probleme en introduisant les mesures, puisque la fonction de Dirac a été remplacée
par la mesure de Dirac. Mais les distributions vont plus loin et incluront en particulier
les mesures.

Un autre aspect pour lequel la théorie usuelle des fonctions parait trop restrictive par
rapport aux calculs qu’on aimerait pouvoir faire est la notion de dérivée. Considérons
par exemple une équation au dérivées partielles simple, a savoir le probléme de transport

0 0
V(t,z) € R?, ait‘(t, z) + %(t,a:) ~0, (4.1)
avec une condition initiale donnée :
VeeR, wu(0,z)=up(z). (4.2)

L’étude de ce type de probleme viendra plus tard, mais une question importante avant
de s’attaquer a une quelconque résolution est de se demander dans quel ensemble on tra-
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vaille. Dans quel espace choisit-on la donnée initiale ug ? Et dans quelle espace cherche-
t-on la solution u? Un choix qui semble naturel est de chercher u dans C'*(R?) et donc
de considérer ug dans C'(R). On peut alors vérifier que 'unique solution du probléme
est donnée par

V(t,z) e R?,  w(t,z) = ug(z —t). (4.3)

Et maintenant, que se passe-t-il si on considére une donnée initiale ug qui n’est pas
dérivable ? On peut toujours définir u par (4.3), physiquement elle va faire exactement
la méme chose (translation du profil ug vers la droite quand ¢ grandit), mais par contre
u n’est plus dérivable et on ne peut plus la réinjecter dans (4.1). Quel est le probléme ?
Faut-il exclure une telle solution, qui semble physiquement raisonnable mais qui n’est pas
solution du probleme tel qu’on I’a posé, ou faut-il repenser la facon de poser le probléeme 7

Commme pour la fonction de Dirac via les suites d’approximation de 'unité, on
pourrait approcher en un sens convenable une fonction irréguliere par une suite de fonc-
tions régulieres. Mais il est plus facile de faire des calculs avec un Dirac qu’avec une suite
d’approximation de 1'unité, et il en sera de méme pour les fonctions que ’on qualifiera
de « dérivables au sens des distributions ». Ainsi il est bien pertinent d’introduire ces
nouveaux espaces de « fonctions ».

Le changement de point de vue sur les fonctions qui amene a la définition des dis-
tributions est le suivant. Plutot que de caractériser une fonction sur R (par exemple)
en évaluant sa valeur en chaque point z € R, on la caractérise en calculant toutes ses
moyennes pondérées par une fonction a support compact. Autrement dit, plutdét que de
s'intéresser & tous les f(z) pour z € R, on va s’intéresser a tous les § f(s)¢(s) ds pour
be CP(R).

La caractérisation d’une fonction par sa valeur en chaque point avait déja été mise a
mal en intégration, ot 'on a commencé a considérer que deux fonctions qui ne différent
qu’en un point doivent étre considérées comme égales.

Cette nouvelle approche n’est pas un simple artifice mathématique. Au contraire,
elle est plutot naturelle si on y regarde de plus pres. Ou d’un peu moins pres justement.
Considérons par exemple une fonction 6 qui décrit la température d’un fil infini. Quel
sens cela a-t-il de parler de la température en un point précis ? La température mesure le
degré d’agitation de particules. Quel sens cela aurait-il de mesurer la température avec
une précision plus importante que la distance typique parcourue par chaque particule ?
Et quand bien méme cela aurait un sens, aucun appareil ne pourrait la mesurer avec
une précision infinie. Ce que mesure un thermometre, dans le meilleur des cas, et une
moyenne de la température sur une petite zone autour de chaque point . En considérant
que la fonction € a un sens, ce que mesure n’est pas la valeur 6(z), mais bien une quantité
de la forme

| b@10(a) .

ou ¢ est une fonction qui décrit la pondération avec laquelle la moyenne est obtenue.
On appelera ¢ la fonction test, car elle sert a évaluer la quantité qui nous intéresse.

Par ailleurs, ce point de vue correspond parfaitement a ce qu’on veut faire avec la
fonction de Dirac § sur R. Le but de 0 est d’avoir une fonction telle que

jR 5(2)¢(x) di = $(0), (4.4)

pour toute fonction test ¢. Plutdt que d’essayer de donner une explication douteuse au
membre de gauche, on renonce a voir § comme une fonction usuelle en lui attribuant des
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valeurs en chaque point de R et on définit directement la distribution § comme étant
Papplication qui & la fonction test ¢ associe ¢(0). Et c’est en fait bien plus simple!

Dans le méme esprit, on pourra définir une notion plus faible de solution pour un
probléme tel que (4.1). On dira que u est une solution faible de (4.1) si

Vo e CL(R), J u(t, 2) <a£(t,x) + ‘;f(t,x)) dt dz — 0,
R?

avec la condition initiale (4.2). Ainsi u peut étre solution sans étre dérivable au sens
usuel. On dira que u est une solution forte de (4.1) sur R? si c’est une solution au sens
précédent, c’est-a-dire si u est de classe C! sur R? et vérifie (4.1). Avec une intégration
par parties, on s’assure qu'une solution forte est une solution faible, et qu’ainsi la notion
de solution faible est bien une généralisation de la notion de solution pour (4.1). Définir
la dérivation au sens faible via une intégration par parties sera précisément le cceur de
la nouvelle notion de dérivée & venir.

Le but de ce chapitre est de donner un cadre mathématique a toutes ces idées, en défi-
nissant en particulier la dérivation au sens des distributions. Les équations différentielles
seront discutées ultérieurement dans un autre cours.

4.1 Deéfinitions

On introduit dans ce paragraphe la notion de distribution. On fait le choix dans ces
notes de regrouper tous les exemples dans la Section 4.2. L’inconvénient de ce choix est
que les définitions seront données ici sans exemple, ce qui peut évidemment paraitre un
peu aride. Ainsi, il ne faut pas hésiter a lire la Section 4.2 en parallele de celle-ci. En
particulier, c’est dans le Paragraphe 4.2.1 qu’on verra que les fonctions s’identifient a
des exemples de distributions, et qu’en ce sens la notion de distribution « inclut » bien
en un sens convenable celle de fonction.

4.1.1 Espace des fonctions tests

Soit Q un ouvert de R%. On commence par collecter quelques propriétés dont on aura
besoin par la suite pour I’espace des fonctions tests C§°(€2).

On rappelle que CF(RY) est dense dans LP(RY) pour tout p € [1,4o0[ (voir la
Proposition 1.18). On a également montré un resultat de partition de 'unité avec des
fonctions de troncature de classe C* (voir la Proposition 1.22).

Les propriétés suivantes de l'espace C°(€2) sont élémentaires et les preuves sont
laissées en exercice.

Proposition 4.1. (i) C(Q2) est un sous-espace vectoriel de l’espace des fonctions de
R dans C.
(ii)) Si fe CP(Q) et p e CF(Q) alors fp e CL(Q).
(iil) Si ¢ e CF () et a € N alors 0%p € CF ().
(iv) Soit ¢ € CF(Q). Pour xz € R? on pose

o(x) sixze,
0 six ¢ Q.

Alors on a ¢ € CE(RY).

Année 2021-2022 67



M1 ESR - Distributions - Fourier

On rappelle maintenant la formule de Leibniz pour les fonctions de classe C®. Pour
a = (a1,...,aq) et B = (B1,...,B4) dans N? on dit que f < « si pj < a; pour tout
j €[1,d]. On note alors

a a! <
(5) = m, oun o =aq!... a4

Proposition 4.2 (Formule de Leibniz). Soient u,v € C*(Q) et o€ N, Alors on a

O (uv) = . <g> 0By Pv.

B

La preuve se fait par récurrence sur |a| comme pour le cas d = 1 (exercice).

4.1.2 Topologies sur les espaces de fonctions réguliéres a supports com-
pacts

Soit  un ouvert de R% Le but de ce paragraphe est de décrire les topologies des
espaces de fonctions régulieres et a support compact sur €2, et en particulier C°(€2).

On commence par une situation plus simple. Soient K un compact de 2 et k € N.
On note C¥-(Q) I'ensemble des fonctions de classe C* sur & support inclus dans K.
Pour u € C¥-(2) on pose alors

16k @ = D 10%6] 1o rc) - (45)

|| <k

Cela définit une norme sur C%-(12), et C%(Q) est complet pour cette norme. Jusqu'ici
tout va bien.

La situation n’est pas aussi simple pour I'espace C'%(€2) des fonctions de classe C®
sur ) et & support dans K. Evidemment, on ne peut pas simplement remplacer k par
+0o0 dans la définition (4.5). Chacune des normes (4.5) pour k£ € N est une norme sur
CR (), mais C% () n’est complet pour aucune de ces normes (une suite de fonctions
tres régulieres peut converger vers une limite qui ne 'est pas autant). Pour avoir un
espace complet, il faut une topologie qui prenne en compte toutes les dérivées. Aucune
norme sur C%(€2) ne fait ca, mais on peut munir C%(£2) d'une structure d’espace de
Fréchet a partir de toutes les normes (4.5), pour tout k € N.

Pour ¢, € C%(£2) on pose

o g
dig(¢,0) = D o min (L, 6 — ¢l o) )- (4.6)
k=0

Cette distance n’est pas issue d’une norme, mais elle vérifie tout de méme la propriété
essentielle dont on a besoin en pratique.

Proposition 4.3. di est une distance sur C£(Q), et CE () est complet pour cette
distance.

On rappelle les propriétés de base de la topologie associée a la métrique dg.
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Proposition 4.4. (i) Soient (¢,), . une suite d’éléments de CE(Q2) et ¢ € CL(Q).
Alors ¢y, tend vers ¢ dans CE(Q) si et seulement si

VkeN, |[én—dlcr @) —— 0

n—-+0o0

(ii) Une forme linéaire T sur C% () est continue si et seulement s’il existe k € N et
C > 0 tels que pour tout ¢ € CE () on a

T(@)] < Clolen q)-

Plus généralement, si (E, ||-|5) est un espace vectoriel normé, alors une application
linéaire T : CE(2) — E est continue s’il existe k € N et C > 0 tels que pour tout
peCE(Q) ona

IT(8)] 5 < Cléllcs ey

(iii) Une application linéaire T : CE () — CE(Q) est continue si pour tout j € N il
existe k € N et C > 0 tels que pour tout p € CE(Q2) on a

7)oy < Clollcn o) -

On s’intéresse maintenant a C{°(€2). La différence par rapport a C%(£2) est que les
fonctions de C§°(£2) ne sont pas toute a support inclus dans un méme compact. On note
en particulier que CE(Q) < C§°(2) pour tout compact K de Q. Par contre il n’existe
aucun compact K de Q tel que C°(£2) soit inclus dans C%(€2).

On ne peut pas munir C§°(£2) d’une distance analogue & (4.6) avec des normes
analogues a (4.5) ou K serait remplacé par €2, car pour la topologie correspondante une
suite de fonctions a supports compacts dans {2 pourrait converger vers une fonction dont
le support est tout 2.

Pour s’assurer que la limite d’une suite convergente est bien a support compact, il
faut une topologie telle que si (¢y,), oy €st une suite convergente dans C°(£2) alors les
supports de toutes les fonctions ¢,, n € N, sont inclus dans un compact commun K
de Q. Une fois ceci fait, pour assurer également la régularité de la limite, il faut encore
imposer que la suite (¢y),y est convergente dans C72(£2) (cela a maintenant un sens,
puisque toutes les fonctions ¢,, de la suite considérée sont bien dans C'Z(€2)).

La topologie qui vérifie toutes ces contraintes est compliquée, mais elle a le mérite
d’exister. On admet le théoréme suivant.

Théoréme 4.5. [l existe une topologie sur C5°(Q2) vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Une suite (¢n),cn dans CP(2) converge vers ¢ € C(Q) si et seulement si
— il existe un compact K de Q) tel que supp(¢,) < K pour tout n € N,
— 0%, tend uniformément vers 0%¢ pour tout o € N¢.

(ii) Une forme linéaire T sur C°(S2) est continue si et seulement pour tout compact
K de Q il existe me N et C > 0 tels que

Voe CR(Q), |T(@)<C Y] [0°l,- (4.7)

lal<m
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4.1.3 Distributions

Maintenant que I'on a décrit la topologie de l'espace des fonctions test C§°(£2), on
peut définir la notion de distribution.

Définition 4.6. Soit Q un ouvert de R%. On appelle distribution sur © une forme linéaire
continue sur C°(£2). On note D’'(§2) I'ensemble des distributions sur .

En général, on note (T, ¢) ou (T, (b)D/(Q)’D(Q) plutdt que T'(¢) pour l'image de la
fonction test ¢ € D(Q2) = C°(N2) par la distribution T € D’'(2).

On donnera de nombreux exemples de distributions a la Section 4.2 (ils peuvent étre
consultés dés maintenant).

En tant qu’ensemble des formes linéaires continues sur un espace vectoriel topolo-
gique, D' (Q) est lui-méme naturellement muni d’un structure d’espace vectoriel topolo-
gique. Ainsi si T et S sont deux distributions, la somme T + S est définie par

Voe O’ (), (T'+8,¢)=(T,¢)+(5,9),
et pour A € K on définit \T" par
Vo e O’ (), (AT, ¢) = A(T',¢).

On peut vérifier que T'+ S et AS ainsi définies sont bien des distributions sur €2 et que
D'(©) muni de ces deux opérations est bien un K-espace vectoriel. On munit ensuite
D'(2) de la topologie faible-x.

Définition 4.7. Soit Q un ouvert de R%. Soit (7},), .y une suite de distributions sur Q.
On dit que T;, tend vers T' dans D'(Q2) si

Ve C' (), (T, ¢) (T,9).

n— -+
Grace au théoréme de Banach-Steinhaus on a le résultat suivant :

Proposition 4.8. Soient Q un ouvert de R% et (Th) ey une suite de distributions sur
Q. On suppose que pour tout ¢ € C*(Q) la suite numérique ((T,, @))nen est convergente.
Alors la suite (T}, est convergente dans D'(2).

4.1.4 Distributions d’ordres finis

Parmi les distributions, on distingue celles pour lesquelles le choix de m dans (4.7)
ne dépend pas du compact K (la constante C' peut elle dépendre de K dans la définition
qui suit).

Définition 4.9. Soient  un ouvert de R? et T une distribution sur Q. Soit m € N. On
dit que T est une distribution d’ordre inférieur ou égal & m si pour tout compact K de
Q il existe C' > 0 tel que

Voe CR(Q), IT@)<C ) 0],

lal<m

S’il existe m € N tel que cette propriété est vérifiée on dit que T est d’ordre fini, et
l'ordre de T est le plus petit entier qui convient. Dans le cas contraire, on dit que T est
une distribution d’ordre infini.
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On verra a la Section 4.2 que beaucoup de distributions usuelles sont en fait d’ordres
finis.

Remarque 4.10 (Cette remarque peut étre omise). Si T est une distribution d’ordre
m € N sur €2, on n’a besoin de contrdler qu’un nombre fini de dérivées pour assurer que
si ¢, tend vers ¢ alors T'(¢,) tend vers T'(¢). Ainsi, une distribution d’ordre m peut
étre vue comme une forme linéaire continue sur l'espace C{"(£2) des fonctions de classe
C™ sur Q et a supports compacts. Plus précisément, munissons C§*(€2) d’une topologie
analogue & celle décrite par le Théoreme 4.5, c’est-a-dire telle qu’une suite (¢y,),,cr dans
Cy' () tend vers ¢ € CJ* () si et seulement si

(i) il existe un compact K de € tel que supp(¢,) < K pour tout n € N,
(ii) 0%, tend uniformément vers 0%¢ pour tout o € N tel que |a| < m.

On peut alors vérifier que toute distribution d’ordre m sur €2 s’étend en une forme
linéaire continue sur CJ*(£2) et qu’inversement, une forme linéaire continue sur Cj*(2)
définit par restriction a C°(€2) une distribution d’ordre m sur €.

4.1.5 Multiplication d’une distribution par une fonction réguliere

Le but des distributions est de généraliser la notion de fonction. Pour que cela soit
utile, il faudra pouvoir généraliser a ce cadre et en un sens convenable les opérations que
I’on effectue habituellement sur les fonctions. On a déja vu qu’on pouvait naturellement
additionner des distributions et les multiplier par un scalaire. Pour aller plus loin, le
mécanisme sera essentiellement toujours le méme. On reporte l'opération en question
sur la fonction test. Il faut en particulier que 'opération en question préserve ’espace des
fonctions tests C°(€2). On illustre cette idée sur un premier exemple, la multiplication
par une fonction réguliere.

Proposition-Définition 4.11. Soient Q un ouvert de R? et T une distribution sur €.
Soit f e C*(R2). Pour ¢ € C§°(2) on pose

(JT,¢) =T, fo).
Cela définit une distribution f7T sur €.

Il y a deux choses a vérifier pour valider cette définition. D’une part il faut que
Pexpression (T, f¢) ait bien un sens, et pour cela il faut que f¢ soit un élément de
C5P(Q2). C’est évident ici, mais ce ne sera pas toujours le cas. Et il faut ensuite montrer
que l'application ¢ — (T, f¢) = T'(f¢) est bien une forme linéaire continue sur C°(2).
Et en général c’est la continuité qui n’est pas évidente.

Démonstration. L’application ¢ — f¢ est une application linéaire sur C°(2), donc par
composition fT est bien une forme linéaire sur C§°(Q2). Soit K un compact de Q. Il
existe m € N et C' > 0 tels que pour tout ¢ € C%(2) on a

(T, )| <C D) 0%l

|a|<m

La fonction f et ses dérivées sont bornées sur le compact K. Par la régle de Leibniz on
a

msal<e ¥ letal. <o X X ()], 00 1%

la|<m |a|<m B<a
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Ainsi, il existe une constante C' > 0 indépendante de ¢ telle que

(T, 1) <C Y 6%,

la|<m
Cela prouve que fT est continue sur C°(2). O

Remarque 4.12. On observe que si T est d’ordre m € N alors f1 est d’ordre inférieur
ou égal a m. En effet, dans ce cas, 'entier m ne dépend pas de K dans les calculs de la
preuve précédente, et la derniere inégalité montre que f71 est d’ordre inférieur ou égal
a m. En fait, si f n’est pas identiquement nulle, fT est exactement du méme ordre que
T.

Remarque 4.13. Etant donnée f € C®(Q) l'application T — fT est continue sur D’(Q).
Autrement dit, si (7},),,cy st une suite de distributions qui converge vers T' € D’(2) (au
sens de la Définition 4.7), alors fT,, converge vers fT dans D'(2).

Une remarque importante pour finir ce paragraphe. Il n’y a pas de définition raison-
nable pour le produit de deux distributions générales! On oublie immédiatement cette
idée.

4.2 Exemples importants de distributions

On donne dans cette section un certain nombre d’exemples de distributions que ’on
utilise souvent en pratique. D’autres exemples apparaitront ensuite dans les exercices.

4.2.1 Fonctions localement intégrables

L’une des motivations pour introduire la notion de distribution est qu’elle doit géné-
raliser la notion de fonction. Il faut donc que ’ensemble des distributions « contienne »
I’ensemble des fonctions en un sens raisonnable. On a dit en introduction qu’on pou-
vait remplacer 1’évaluation d’une fonction f en chaque point de ) par ’évaluation de
moyenne pondérées de la forme

f fodx.
Q

Cela définit précisément une distribution, et c’est effectivement a cette distribution que
I’on va identifier la fonction f. Pour que tout cela ait bien en sens il faut tout de méme
se restreindre au cas des fonctions localement intégrables. La contrainte est raisonnable.

Proposition-Définition 4.14. Soient  un ouvert de R? et f € LL (). Alors I'appli-

loc
cation

70 | f@)ola)da
est une distribution sur €.

Démonstration. L’application Ty est bien définie, et elle est linéaire sur Cg°(§2) par
linéarité de l'intégrale. Soit K un compact de €. Alors f est intégrable sur K et pour
peCP(Q) on a

\ | fqﬁ‘ <ol | 1f@)] do.
Q K

Cela prouve que T’ est bien une distribution sur 2. ]
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On remarque que T’y est toujours une distribution d’ordre 0. D’autre part, on rappelle
qu’on ne peut pas multiplier deux distributions, et d’ailleurs le produit de deux fonctions
localement intégrables n’est pas nécessairement localement intégrable. Mais on peut
multiplier une fonction localement intégrable par une fonction réguliere, et on a par
ailleurs défini le produit d’une distribution par une fonction réguliére. On vérifie que
dans le cas d’une distribution associée & une fonction, ces deux multiplications coincident.
Plus précisément, pour f € L{ () et ge C®(Q) on a

loc
9Ty = Tyy.

En effet, pour toute fonction test ¢ € C°(2) on a

(gTy,8) = (Ty, g6) = L f(g) dax = L(gf)cb dz = (Ty7,6).

On a dit qu’on souhaitait identifier les fonctions (localement intégrables) a des distri-
butions. Pour cela, il faut s’assurer que deux fonctions différentes ne sont pas associées
a la méme distribution. Cela signifie qu’on ne perd pas d’information en considérant
I’ensemble des « moyennes pondérées » de f plutét qu’en regardant I’ensemble de ses
valeurs a égalité presque partout pres (il est clair que si f et g sont deux fonctions
localement intégrables égales presque partout sur €2 on aura Ty = Tj).

Proposition 4.15. Soit Q un ouvert de R, L’application
{ LL(©Q) — D)
/ — Ty
est injective.

Démonstration. On suppose que f € L%OC(Q) est telle que SQ fo = 0 pour tout ¢ €
Ci°(€2). Soit (K;,) une suite de compacts telle que |,y Kn = Q. Pour n € N on note
Ap ={z e Q| |f(z)| <n}. Alors fla, K, € L*(Q). Soit (¢y,),cy une suite dans C(Q)

qui converge vers fl 4, ~k, dans L2(£2). Alors on a

_ 2
0= L fondz —— LWQ ()2 da.

Cela prouve que f = 0 presque partout dans A, N K,. Ceci étant valable pour tout n,
f = 0 presque partout dans €. O

Démonstration. On suppose que f € L%OC(Q) est telle que SQ fo = 0 pour tout ¢ €
CiP(Q2). Soient K un compact de Q, xx € CF°(f2) égale a 1 au voisinage de K et
fr = fxx. Alors fi est intégrable sur €0, et on peut la voir comme une fonction dans
LY(R?) en la prolongeant par 0 en dehors de €.

On consideére alors une suite d’approximation de I'unité (p,),,cy constituée de fonc-
tions dans C(R?). Comme la fonction y — xx (y)pn(x — y) est dans C(£2) pour tous
neNetzeR?ona

(i« pa)(e) = | T xicw)onto = v)dy =0,

D’autre part,

|(fxc * pn) = Frll L1 ray 7= O-

Cela prouve que | fx|;1 = 0 et donc que fx = 0 presque partout sur K. Comme €2 est
union dénombrable de compacts, on en déduit que f = 0 presque partout. O

Avec I'habitude, on identifie souvent une distribution de la forme T’y avec la fonction
f correspondante. D’ailleurs, on pourra dire qu'une distribution 7' € D’(Q) est dans
LL.(9) (ou dans LP(£2) pour un certain p € [1, +0]) s'il existe f € LL _(Q) (f € LP(2))

telle que T' = T7.
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4.2.2 Masse de Dirac et autres mesures

L’exemple typique d’objet que 'on voudrait manipuler comme une fonction mais
qui n’en est pas une est la « fonction de Dirac », déja évoquée en introduction. Ce
qu’on entend habituellement par fonction de Dirac sur R? serait une fonction & valeurs
positives, nulle en dehors de {0} et d’intégrale égale a 1. Une telle fonction ne peut
exister, puisque la définition de I'intégrale impose en particulier qu’une fonction nulle
presque partout sur R¢ a une intégrale nulle.

Comme on I’a dit, le but d’une telle définition est d’avoir une fonction f qui vérifierait

voeCE®Y, [ o= 000 (4.9

Non seulement la fonction de Dirac telle qu’on I’a décrite n’existe pas, mais il n’y a
pas d’autre fonction qui pourrait donner ce résultat.

Proposition 4.16. Il n’existe pas de fonction f € Llloc(Rd) vérifiant (4.8).

Démonstration. On suppose par I'absurde qu'il existe f € Ll (RY) vérifiant (4.8). Soit
¢ € CF(R4,[0,1]) & support dans la boule B(0,1) et telle que ¢(0) = 1. Pour n € N*
et x € R? on pose ¢, () = ¢p(nz). Alors ¢, est a valeurs dans [0,1] et & support dans
B(O, %), et ¢,(0) = 1. D’apres (4.8) on a alors pour tout n € N*

1=600) = | s@otyars [ 1) de

Comme f est intégrable sur B(0,1), on a par ailleurs par le théoréme de convergence
dominée

n—-+0oo

f f(2)] dz ——— 0.
B(0,1)
D’ou la contradiction. O

Ainsi il faut renoncer & voir la fonction de Dirac comme une fonction. Par contre, le
membre de droite de (4.8) définit bien une distribution.

Proposition-Définition 4.17. Soit zo € R%. L’application
Oz + ¢ = (7o)

est une distribution sur R¢, appelée distribution de Dirac en xy (en général, quand
xo = 0, on note simplement ¢ au lieu de dyp).

Démonstration. L’application d,, est bien linéaire sur Ci°(€2). En outre pour tout ¢ €
C3(2) on a
[9(z0)| < [0 -

Cela prouve que 0, est bien une distribution sur €2. O

On note que 0., définit une distribution d’ordre 0. En outre, la Proposition 4.16
peut étre adaptée en tout point pour voir que d,, n’est pas la distribution associée a
une fonction Li () (version courte : 6, n’est pas dans L (R9)).

On a déja discuté le fait qu’il n’existe pas de fonction de Dirac, et on avait introduit
les approximations de I'unité pour approcher le comportement de cette fonction de Dirac
par des fonctions réguliéres. Ainsi, étant donnée une suite d’approximation de l'unité
sur R, on a dans D'(R?)

— 0.

T
P st
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En effet, pour ¢ € CF(R?) on a

|, pu(@)(@) dz = (o )(0) 2 900 = (5:0).
Rd n——+o

La notion de fonction de Dirac a en fait déja été rendue rigoureuse via la théorie des
mesures. En effet, on avait défini la mesure § telle que §({0}) = 1 et §(R?\ {0}) = 0. En
particulier,

Vo e CF (RY), fRd $ds = $(0).

En fait les mesures sont déja une généralisation de la notion de fonctions (a valeurs
positives, si on ne consideére que les mesures positives). En effet, si f est une fonction
localement intégrable sur R? (et & valeurs positives), alors la mesure qui & A € B(R9)
associe

urd) = [ rax

(ou A est la mesure de Lebesgue) est une mesure localement finie (c’est-a-dire finie sur
les compacts) sur (R%, B(R?)). La notion de distribution généralise encore la notion de
mesure (localement finie).

Proposition 4.18. Soit p une mesure localement finie sur (Q, B(Q2)). Alors l’application
T, :¢— J o du
Q

est une distribution sur Q.

Attention, le fait que u est localement finie est important pour avoir la continuité de
T},. On note que T}, est une distribution d’ordre 0, et que c’est une distribution positive
si p est une mesure positive (cela signifie que (T}, ¢) = 0 si ¢ > 0).

Remarque 4.19. En fait on peut montrer que toutes les distributions positives d’ordre
0 sont obtenues de cette maniere et, en rafinant un peu, cela donne une autre fagon de
définir la mesure de Lebesgue sur R. En effet, méme si on ne connait que l'intégrale des
fonctions continues, on peut voir que 'application

T:ngJRQS(x)dx

est une distribution d’ordre 0 sur R, localement finie, et on peut définir la mesure de
Lebesgue comme étant 'unique mesure de Radon A (on ne développera pas cette notion
ici) telle que T' = T).

4.2.3 Valeur principale de 1/x

Le but de ce paragraphe est de définir une distribution naturellement associée a la
fonction x ~— 1/z sur R. On rappelle que cette fonction n’est pas dans Li (R) car elle
n’est pas intégrable au voisinage de 0. Néanmoins, par imparité, les parties positives
et négatives se « compensent ». On utilise cette remarque pour la définition suivante
(qui peut paraitre assez artificielle de prime abord, mais qui s’avérera pertinante en
pratique).

Proposition 4.20. L’application
1

vp <> t ¢ — lim de
x

e—0 |x‘25 X

est une distribution d’ordre 1 sur R, appelée valeur principale de 1/x.
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Démonstration. Soit R > 0. On considere ¢ € C(R) a support dans [—R, R]. Soit
e €]0, R[. Comme la fonction = — ¢(0)/x est impaire et intégrable sur [-R, —¢] U [g, R]

on a
[ g [ dn-d0,
e<|le|<R T e<|z|<R Z

Par le théoréme des accroissements finis on a, pour tout x € [—R, R]\ {0},

¢(z) — ¢(0) /
22O < e
Par le théoréeme de convergence dominée, on obtient que la limite
lim M dx

20 Jeglz|<R T

existe et son module n’excéde pas 2R ||¢/| Lo (—r,R)- E0 outre cette limite définit une ap-
plication linéaire par rapport a ¢, donc cela définit bien une application linéaire continue
sur C°(R), d’ordre inférieur ou égal & 1. Pour n > 3 on considere ¢, € C°(R, [0,1]) a
support dans ]%, 2[ et égale & 1 sur [%, 1]. Alors ||¢n| ., = 1 pour tout n > 3 et

oo

< = ¢>> 11d +00
Vp$7n/7x$n—>+oo )

Cela prouve que la distribution vp (%) ne peut pas étre d’ordre 0. Elle est donc exacte-
ment d’ordre 1. O

N

4.2.4 Exercices

Ezxercice 1. Pour x € R* on pose f(z) = ev.

1. Montrer que f appartient a L{ (R*). En déduire que f définit une distribution sur
R*.

2. Montrer que f (bien définie presque partout sur R) n’est pas dans Li .(R).

3. Montrer qu’il n’existe pas de distribution T sur R telle que

Vo CFRT). (T¢) = | fl@)ola) da.

Correction : On suppose par ’absurde qu’une telle distribution 7" existe. Alors il existe m € N et
C > 0 tels que pour tout ¢ € C3°(R) & support dans [—1,1] on a

rol<c Y, o0 .
k<m

Soit ¢ € CP(R) non nulle, & valeurs positives et & support dans [%, 1]. Pour n € N et z € R on
pose ¢n(z) = ¢p(nz). Pour tout k € N on a H¢£{“> H < nF ||, donc
o)

KT, ¢n)| = .0 (n™).

—+00
Mais on a par ailleurs
1 1

n 1 1 n n
(60 = |7 plna)et do =~ | owed dy= = ol

2n 2

ce qui donne une contradiction. o

Ezercice 2. Soit k € N. Montrer que application qui & ¢ € C§°(R) associe ¢*)(0) est
une distribution sur R et préciser son ordre.
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Ezercice 3. Montrer que l'application T' qui & ¢ € C{°(R) associe

400
(T,6) =Y. 6™ (n)
n=0

est une distribution d’ordre infini sur R.

Ezxercice 4. On donne dans cet exercice des exemples un peu dans le méme esprit que
la masse de Dirac, puisqu’il s’agit d’intégrer une fonction sur une sous-variété de R? de
dimension strictement inférieure & d. Autrement dit, on intégre une fonction contre une
mesure qui ne charge qu’un ensemble de mesure de Lebesgue nulle dans R€.

1. Montrer que P'application qui & ¢ € C(R?) associe

<ﬂ@=&ma@w

est une distribution sur R?. Préciser son ordre.
2. Soit f : R — R une fonction de classe C'. Montrer que I’application qui a ¢ € C§°(R?)

¢e6$®%kﬁk¢wmx@vﬁ+fwvm

est une distribution sur R?. Préciser son ordre.
3.50it f: R — R et v: R — R? deux fonctions de classe C'. Montrer que I'application
qui & ¢ € C§°(R?) associe

JR Vo(f(z),z) - v(z)de
est une distribution sur R? et préciser son ordre.

Ezercice 5. On rappelle que pour f € Li (R?) et y € R? on a noté 7, f la translatée

de firyf x> flz—y).
Soit T e D'(RY). Pour y € R? et ¢ € C°(R?) on pose

(ryT, ) = (T, 7—y0) .

1. Montrer que cela définit une distribution 7,7 sur R4,
2. Montrer que pour f € Li (R?) on a 7, T = T’ ;.

loc

Correction : Pour ¢ € CL(R?) on a

| en@ewde = | fe-ns@de= | f@o+de= | f@)ryo)@) da
R4 Rd Rd R

4.3 Dérivation d’une distribution

On en arrive maintenant a ce qui constitue la motivation principale de la notion de
distribution, a savoir généraliser la notion de dérivée a des fonctions qui ne sont pas
dérivables. L’idée est de voir une fonction quelconque comme une distribution, c’est-a-
dire comme une forme linéaire sur C§°(€2), et de reporter la dérivée sur la fonction test
¢ (qui elle est bien dérivable).

Si f est une fonction de classe C! sur R (en particulier, elle est localement intégrable),
alors pour tout ¢ € C°(R) on a

ffwwmm=—fﬂmwmm. (4.9)
R R
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Avec les notations de la proposition 4.15, cela s’écrit encore
(Ty, ¢) = —(Tr, &)

Pour une fonction f € L] _(R) générale, le membre de gauche dans (4.9) n’a pas de
sens. Par contre on peut considérer le membre de droite, et on s’apercoit qu’il définit
une distribution. C’est ce qu’on va définir comme étant la dérivée de Ty. Et si cette
distribution est associée a une fonction g € L (R), c’est-a-dire s'il existe g € Li (R)
telle que

waﬁw,—kmwmm=kmwmm,

alors on dira que g est la dérivée au sens des distributions (ou dérivée au sens faible) de
f. On reviendra sur cet aspect dans le chapitre sur les espaces de Sobolev. Ici, on définit
la dérivée d’une distribution générale et on en donne les premieres propriétés.

Ezemple 4.21. Pour ¢ € C°(R) on a

_ fR 2| ¢/ (z) da: = foo ¢ (x) da — FOO ¢ (z) da.

0

Dans chacune des intégrales on peut faire une intégration par parties, ce qui donne

0 +00
f || ¢ (z) doe = — f ¢(z)dr + o(z) de.
R —0 0

Ainsi, si on note

1 six =0,
g(x) = . (4.10)
-1 sixz <0,

alors pour tout ¢ € C°(R) on a

- | talota)ds = | g@)ota)da.

Cela signifie que g est la dérivée au sens des distributions de la fonction valeur absolue.
C’est bien la dérivée que 'on pouvait espérer.
4.3.1 Définitions et premiers exemples

On donne maintenant une définition précise de la dérivée d’une distribution. Comme
pour les dérivées usuelles, on utilise des notations différentes en dimension 1 ou en
dimension supérieure.

Proposition-Définition 4.22. Soient © un ouvert de R et 7" € D(2). On appelle
dérivée de la distribution T' et on note T” la distribution définie par

Vo e C(())O(Q)v <T,7 ¢> == <T7 ¢/> .
Plus généralement, pour k € N* on note T®*) la distribution définie par
Vo e O (Q), (T®,¢) = (~1)X(T,¢V).

Démonstration. On montre que application ¢ — — (T, ¢') est bien une distribution sur
Q2. Soit K un compact de Q. Il existe m € N et C' > 0 tels que pour tout ¢ € C%(€2) on
a

(T, ) < C D 69w
§=0
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Pour ¢ € C% () on a alors

m+1

(T, ) < C Y (@)D <C ) 169
j=0 J=0

Cela prouve que T’ est une bien une distribution sur . Le cas général se prouve par
récurrence sur 'ordre de dérivation. O

On observe que si T' est une distribution d’ordre m, alors T") est une distribution
d’ordre m + k. La définition est analogue en dimension quelconque.

Proposition-Définition 4.23. Soient Q un ouvert de R¢ et T e D'(Q2). Pour j € [1,d]
on note % la distribution définie par
J

" AN
nge C’0 (Q)a <8x]’¢> - <T7 a£]> .

Elle est appelée dérivée partielle de la distribution 7" par rapport a la j-iéme variable.
Plus généralement, si  est un ouvert de R? T e D(Q) et o € N¢ on note 0°T la
distribution définie par

Voe G (), (0T, ¢) = (-1)*N(T,0%9).

On donne maintenant quelques exemples de dérivées de distributions. Dans le cahier
des charges de la définition, on a demandé a ce que la dérivée de la distribution associée a
une fonction dérivable soit la distribution associée a sa dérivée. C’est bien le cas d’apres
légalité (4.9) sur laquelle on s’est basé pour définir 7".

Exemple 4.24. Si f est une fonction de classe C! sur R, alors on a T]’c =Tp.
C’est également le cas en toute dimension et pour tout ordre de dérivation.

Ezemple 4.25. Soit f une fonction de classe C* sur un ouvert © de R?. Soit a € N avec
|a] < k. On a
aan = Tha f
On ré-écrit maintenant 'Exemple 4.21 en terme de dérivée de distribution.

Exemple 4.26. Si on note f la fonction valeur absolue, alors on a T]/c = Ty, ol g est
définie par (4.10).

On donne maintenant la dérivée d’une fonction qui n’est pas continue.

Ezxemple 4.27. La fonction de Heaviside est définie sur R par

1 siz>0,
Hz) ={ >7° (4.11)
0 siz<O.

Alors on a T}, = 4. En effet, pour toute ¢ € C°(R) on a

+00

(Tr.¢) = = (T, ¢') = = . ¢'(z) dz = $(0) = (3, 9) -

On peut donner un exemple de dérivée d’'une distribution qui n’est pas associée a
une fonction.

Exemple 4.28. On a
(0',¢) = = (0,¢") = =(0).
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On donne enfin un exemple de fonction localement intégrable dont la dérivée est une
fonction qui n’est pas localement intégrable.

Ezemple 4.29. La fonction f :  — In(|z]) est dans L (R). Elle est dérivable sur R*
de dérivée x — 1/x, qui n’est pas localement intégrable. Soit ¢ € C§°(R). Puisque f est

localement intégrable on a

—J In(|z|)¢'(z) dz = lim I.
R e—0t
ol on a noté . o
== w(ed@de— | ()o@ de

Comme on a enlevé un voisinage de 0, on peut faire des intégrations par parties pour
chacun des deux termes. Cela donne

~m@oe) + [ M s + [

—00

I

SR CCREEOIIE

Enfin, comme ¢(¢) — ¢(—¢) = O(e), on obtient

L (v (1) ).
TJ/c =vp <:10> .

On note 'importance de 'ouvert dans lequel on se place, comme c’est déja le cas
pour la dérivation au sens usuel. Considérons par exemple sur 'ouvert R* la fonction f

définie par
1 six>0,
x =
/@) {0 sixz < 0.

Cela prouve que

Alors f est dérivable au sens usuel sur R* de dérivée nulle. Si on voit f comme une
fonction sur R, alors quelle que soit la facon de la prolonger en 0 on obtient une fonction
qui n’est pas dérivable car elle n’est pas dérivable en 0.

Quand on dérive au sens des distributions, on n’évalue plus la dérivée en un point,
mais cette distinction subsiste. Si on voit f comme une fonction sur R*, sa dérivée au
sens des distributions est toujours nulle (autrement dit, 7 = 0). Sur R, la distribution T’
admet, comme toute distribution, une distribution dérivée. Et cette dérivée est T]/c = 4.

Au sens des distributions on identifie deux fonctions égales presque partout, mais ce
n’est pas parce qu’une fonction est dérivable en presque tout point de R de dérivée nulle
qu’elle dérivable de dérivée nulle sur R. Au sens des distributions il n’est pas question
de nier la dérivabilité au point 0, c’est en considérant une fonction test non nulle en 0
(en particulier par a support dans R*) qu’on voit le saut en 0 et qu’on prouve que T J/c
n’est pas nulle (et ne peut méme pas étre identifiée a une fonction).

On note que la dérivée d’une distribution d’ordre m est une distribution d’ordre
au plus m + 1. Elle n’est pas nécessairement d’ordre égal a m + 1. Par exemple si T
est la distribution associée a une constante, elle est d’ordre 0 et sa dérivée, nulle, 'est
également.

La proposition suivante est laissée en exercice. On peut de la méme fagon généraliser
la formule de Leibniz en dimension supérieure (voir la Proposition 4.2 pour les fonctions).
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Proposition 4.30. Soit I un intervalle de R, f € C*(I) et T € D'(I). Alors on a
(fT) = f'T + T

Plus généralement, pour n e N on a
n
n) _ Z Cﬁf(k)T(n—k
k=0

4.3.2 Formule des sauts en dimension 1

On donne dans ce paragraphe un résultat qui donne en dimension 1 la dérivée au
sens des distributions d’une fonction de classe C'! par morceaux.

Soit f une fonction C! par morceaux sur un intervalle ouvert I de R. Pour sim-
plifier I’écriture, on suppose par exemple que f admet un nombre fini N de points de
discontinuité (mais on peut faire un raisonnement analogue si f admet un nombre infini
—nécessairement dénombrable— de discontinuités). Ainsi il existe aq,...,ayx € I tels que
a; < --- < an, f admet pour tout j € [1,N] des limites & gauche et a droite en a;
(que l'on note respectivement f(a; ) et f(a;’)), f est dérivable sur I'\{a1,...,an} et sa
dérivée (que l'on notera [f']) admet également des limites & gauche et & droite en tout
point. En particulier, [ f'] définit une fonction localement intégrable sur I.

Proposition 4.31. Soit f comme ci-dessus. Alors on a

N
=Tip + 3, (flaf) = f(a;))da;-
j=1

Démonstration. On note ag = inf(I) € [—00,a1[ et a1 = sup(I) €lan,+0]. Pour
peCP(I) on a

- L F@)¢/ (@) dw = i f £(@)6 (@) da

- f [F')(x)o() da + 2 (F(a) — F(a5))o(ay)
]:
Pour la derniére égalité on a utilisé le fait que ¢ s’annule au voisinage des bords (éven-

tuellement infinis) de I. O

Avec cette proposition on retrouve les dérivées des Exemples 4.24, 4.26 et 4.27.

4.3.3 Exemples en dimension supérieures

Ezemple 4.32. On considére sur R? la fonction f qui & (21, 22) associe

1 sizy >0,
0 siz; <0.

f(ml,l'g) = {

Cela définit une fonction dans L{, . (R?). Pour ¢ € C°(R?) on a par le théoréme de Fubini
puis par intégration par parties

+oo
-, f(x)0z,0(x) do = — L2€R <f Oz, 0(1, T2) da:1> dxy = J}R (0, z2) dxa,

x1=0
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d’out 0;, Ty est la distribution de I'exercice 4. D’autre part

— | f(@)0n0(2) dz = 0,
R2

donc 0, Ty = 0.

Ezemple 4.33. Soit o €] — o0,d — 1[. On considére sur la boule unité B(1) de R¢ la
fonction f — |z|”“. Cela définit une fonction intégrable sur B(1). En outre elle est de
classe C* sur B(1)\ {0} et pour z € B(1)\ {0} on a

Vi(z) = —alz| 2

Soit ¢ € C3°(B(1)). Comme f est intégrable on a par le théoréme de convergence dominée

— fVodr = —lim fVode.
B(1) =>0JB1)\B(e)

D’apres la formule de Green on a pour tout € €]0, 1]

fVodr = —J

e Yovdr — ozf ||~ 2 ¢ da,
S(e)

JB(l)\B(E) B(1)\B(e)

ou S(e) est la spheére de rayon € et v est le vecteur normal unitaire & S(e) dirigé vers
B(e). On a d’une part

J e Ypvdx
S(e)

D’autre part, par le théoreme de convergence dominée, on a

<15 ], — 0.

—ozf T — —aj 2| 2 z¢da
B(1)\B(e) =0 B(1)

Cela prouve que le gradient de la distribution T’y est la distribution associée a la fonction
intégrable  — —a|2z|”* % z. Autrement dit, pour tout j € [1,d], la distribution 0;Ty
est la distribution associée a la fonction z — —a|z|™* 2 z;.

4.3.4 Premiers exemples d’équations différentielles

Maintenant que l’on a introduit les dérivées d’une distributions, on peut chercher a
résoudre dans l’espace des distributions des équations différentielles. Comme pour les
fonctions, il s’agit de déterminer I'ensemble des distributions T telles que telles ou telles
relations entre 1" et ses dérivées sont satisfaites.

Naturellement, on commence par un probleme simple. La premiere question est de
se demander, en dimension 1, quelles sont les distributions dont la dérivée est nulle
sur un intervalle ouvert donné de R. Bien entendu, les distributions associées a une
fonction constante sont solutions. Ce sont les seules solutions dans ’espace des fonctions
dérivables (ici on peut prendre un instant pour se remémorer comment on prouve cette
affirmation, on se rappelle également que ce n’est plus vrai sur un ouvert de R qui n’est
pas connexe), mais puisqu’on a agrandi ’espace ou se trouve 'inconnue, on peut avoir
créé de nouvelles solutions, qui ne sont pas des distributions associées a une fonction
dérivable. Mais en fait, non.

Proposition 4.34. Soit I un intervalle ouvert de R. Soit T € D'(I). Alors T' =0 si et
seulement si T est constante (c’est-a-dire si T s’identifie a une fonction constante).
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Pour la preuve on utilisera le lemme suivant. On note qu'une fonction ¢ € C§°(1)
admet des primitives sur I, qui sont nécessairement de classe C'®, mais qu’en général
elle ne sont pas a support compact.

Lemme 4.35. Soient I un intervalle ouvert de R et ¢ € CL(I). Alors il existe 1 € C§(I)
tel que ¢ = ¢ si et seulement si SI ¢ =0.

Démonstration. On suppose qu’il existe 1 € C§°(I) tel que ¢' = ¢. Alors on a

fo- -

Inversement, on suppose que SI¢ = 0. Pour z € I on note ¢(z) = S: o(t)dt, ou on a
noté a = inf (7). Alors ¢ € C(I) et ¢ = ¢. O

Démonstration de la proposition 4.34. On sait que la dérivée au sens des distributions
d’une fonction constante est nulle. Inversement, on suppose que T' € D’(I) est telle que
T = 0.

On fixe ¢ € C§°(I) telle que §, ¢o = 1 et on note v = (T, o). Soit ¢ € CF(I). On a

L<¢—¢0L¢> ~,

donc d’apres le Lemme 4.35 il existe 1) € C3°(1) tel que ¢' = ¢ — ¢g {; ¢. On a alors

<T,¢>—¢0JI¢>> — (T, ) = —(T', ) =0,

<T,¢—¢0L¢>> - <T’¢’>_aﬁ¢’

T.0)=a]o.

Cela prouve que T est la distribution associée a la fonction constante égale a . On note
que la définition de @ ne dépend pas du choix de ¢g. ]

et d’autre part

d’ou

Les généralisations suivantes sont laissées en exercice.

Corollaire 4.36. Soient I un intervalle ouvert de R et k € N*. Soit T € D'(I). Alors
T®) =0 si et seulement si T est une fonction polynomiale de degré au plus k — 1.

Corollaire 4.37. Soient I un intervalle ouvert de R, k € N*, aq,...,ar € C et f une
fonction continue sur I. Les solutions T € D'(I) de l’équation

axrT® + ... 4 aT = f
sont exactement les solutions du méme probleme posé dans C*(I).
Ezxemple 4.38. Soit o € R. On considere 1’équation
T —oT =6, (4.12)

d’inconnue T € D'(R). Comme dans le cas usuel, comme le probléme est affine il suffit
de trouver une solution particuliére et d’y ajouter les solutions du probléme sans second
membre. Pour trouver une solution particuliére, on peut utiliser... la variation de la
constante. Soit 7' € D'(I) et S = e~ **T. Alors T est solution de (4.12) si et seulement
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si €S = §, soit 8" = e ) = §. D’apreés ’Exemple 4.27 on peut prendre pour S
la fonction de Heaviside H. Et on obtient qu’une solution particuliere Ty = e**H.
Comme pour le cas des fonctions, méme si on n’est pas convaincu par les manipulations
précédentes, on peut vérifier a posteriori que Ty est effectivement solution en utilisant
la Proposition 4.30 ou la Proposition 4.31. Ainsi, ’ensemble des solutions de (4.12) est
I’ensemble des distributions associées aux fonctions de la forme

z— e (H(z) +c),

ou ¢ est une constante.

Remarque 4.39. On rappelle que si f est une fonction continue et a support compact
sur R alors les solutions de 1’équation

Yy —ay=f

sont les fonctions de la forme
¢
t Ce™ + J =9 f(s) ds.
—00

On note que ces solutions sont précisément les produits de convolution des fonctions so-
lutions de (4.12) avec f. Ce n’est pas une coincidence, et cette remarque sera généralisée
par la suite.

On observe que comme dans le cas des fonctions, la difficulté pour résoudre une équa-
tion telle que (4.12) est d’identifier une primitive d’une certaine distribution. Comme
pour les fonctions continues, on peut s’assurer que toute distribution sur un intervalle de
R admet une primitive (c’est I'Exercice 9). En particulier, toute fonction dans Li (R)
admet une primitive au sens des distributions.

La proposition suivante est laissée en exercice.

Proposition 4.40. Soit f € L{ (R). Pour x € R on pose

Fla) = L F(#) dt.

Alors F est dans L (R) et sa dérivée au sens des distributions est f (autrement dit,
Tl = Ty).

Correction :  On note I, = [z,0] siz < 0 et I, = [0,z] si x > 0. On note tout d’abord que
Pintégrale définissant F'(z) a bien un sens pour tout z € R puisque f est intégrable sur le segment
I. Soit R > 0. L’application (¢,z) — 1r_(t)f(t) est mesurable sur [~ R, R]?, donc I est mesurable
d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli. En outre

R

jRR |F(z)| da =

_ z=—R

S G2 I O

- fi_R f;_R F(0)] dodt + f; fi F(0)] dodt

R
< RJ [f(@®)] dt < +o0.
-R

[ 1ol aa
tel,
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Cela prouve que F est localement intégrable sur R. Soit maintenant ¢ € Ci°(R). On a

(Tr.0) = = | P@)¢/(@)do

4+ rz

_ jo 0 (@) dbde — f

r=—00 Jt=x z=0 Jt=

- LO 7 () L;OO @~ [ 50 [ o sa

=—00 =t

F(O9(2) dt da
0

+00

0

= J F(O)o(t) dt + f f()o(t) dt
t=—o0 t=0

= <Tf,¢>.

Ainsi f est bien la dérivée au sens des distributions de F'. o

4.3.5 Exercices

Ezxercice 6. Soient T' € D(R), f e C*(R) et k € N. Montrer que

ko ke N
T = Y () FO=I) 7).

=0\

Ezercice 7. 1.Soit o € C. Déterminer I'ensemble des distributions 7' € D’(R) telles
que
T = aT.

2. Résoudre dans D’'(R) I’équation
T'—aT = H(z),
ou H désigne la fonction de Heaviside.

Ezxercice 8. Pour ¢ € C°(R?) on pose
<T7 ¢> = J;R QZ)(:Ua 7$) dx.

1. Montrer que cela définit une distribution 7" sur R2.
2. Montrer que 7' ne s’identifie pas a une fonction de L{ (R?).
3. Calculer 01T — 02T

Exercice 9. Soit I un intervalle de R et T" une distribution sur 1.
1. Montrer que 1" admet une primitive, que ’on notera S.
2. Déterminer en fonction de S I’ensemble des primitives de T.

Ezxercice 10. 1. Déterminer I’ensemble des primitives de § sur R. Vérifier en particulier
que toutes les primitives de ¢ s’identifient a des fonctions dans L*(R).

2. Soit f € L*(R). Montrer que I’ensemble des primitives de f (au sens des distributions)
est ’ensemble des fonctions de la forme (G * f), ou G est une primitive de 0.

Ezercice 11. Déterminer I'ensemble des solutions dans D’(R) de I’équation
~T"+T =6.
Correction :

—lx|

2

u(z) =
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Ezxercice 12. On note 0 =
pose

1—.%'1
14+
1—x9
1+ 29

u(z)

{(xl,acg) € RQ :

si |za| < 1,
si |xe| < —x,
si |z1| < o,

si |z1| < —xo.

21| < 1,|xa| < 1}. Pour (z1,22) € Q on

Déterminer les dérivées de u au sens des distributions sur €.

Exercice 13. Pour (t,x) € R? on pose
1 .
s t— >0,
- {§ 51

0 sinon.

Montrer que G € Li (R?) et calculer (04 — 05,)G au sens des distributions.

Exercice 14. Pour (t,x) € R? on pose

G(t,x)

Montrer que G € Li (R?) et calculer (6; — 0z2)G au sens des distributions.

Ezercice 15. 1.Soit p une mesure de probabilité sur (R, B(R)). Pour € R on pose
F(z) = ] — o0, 2]).

a. Montrer que f est une fonction croissante, tend vers 0 en —o0 et tend vers 1 en
+00.

b. Montrer que, au sens des distributions, on a f' = p.
2. Soit f une fonction croissante sur R. On suppose que f tend vers 0 en —o0 et tend
vers 1 en +0o. Montrer qu’il existe une mesure de probabilités u sur (R, B(R)) telle que,
au sens des distributions, f’ = p.

Correction :
1. D’apres le théoréme de Fubini on a

[ e LeR ([, ww)ewa

LER Fj 2) d dpy f o(y) dp(y)
[, ).

vad)

4.4 Distributions a supports compacts

On s’intéresse dans cette section au cas particulier des distributions & supports com-
pacts, c’est-a-dire nulles en dehors d’un compact de €2. On commence par définir ce que
cela signifie.

4.4.1 Restriction d’une distribution - Support

Proposition 4.41 (Restriction d'une distribution). Soient Q et w deux ouverts de R?
tels que w < Q. Soit T une distribution sur 2. Alors la restriction T, de T a Cg°(w)
(on identifie une fonction ¢ € CP(w) a son prolongement par 0 sur Q) définit une
distribution sur w.
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Démonstration. T définit bien une application linéaire sur C°(w). Soit K un compact
de w. C’est aussi un compact de €2, donc il existe m € N et C' > 0 tels que pour tout

peCP(w)~CR(N) ona

Tu(@)] = 1T <C Y} [0,

|arl<m

Cela prouve que T, est bien une distribution sur w. O

Définition 4.42. Soient Q un ouvert de R% et T une distribution sur €. On dit que 7'
est nulle sur w si la restriction de 7' & w est nulle, c’est-a-dire si (T, ¢) = 0 pour tout
¢ € C°(2) a support dans w.

Lemme 4.43. Soient Q un owvert de R® et T une distribution sur Q. On note O l'union
de tous les ouverts de Q2 sur lesquels T s’annule. Alors T s’annule sur O (en particulier,
O est alors le plus grand ouvert sur lequel T s’annule).

Démonstration. Soit ¢ € C5°(O). On note K le support de ¢. Comme K est compact,
il existe n € N et des ouverts wi,...,w, < Q tels que K < U?=1 w; et T s’annule sur
w; pour tout j € [1,n]. Soient x1,...,xn € CF(O) une partition de I'unité associée
(supp(x;) < w; pour tout j € [1,n] et Z?:l X; = 1 sur K). On a alors supp(x;¢) < w;
pour tout j € [1,n], et donc

Z (T, x;9) = 0.

J=1

Cela prouve que T est nulle sur O. O

Définition 4.44. Soient Q un ouvert de R? et T une distribution sur €. On appelle
support de T' et on note supp(7’) le complémentaire dans € du plus grand ouvert sur
lequel T s’annule.

Ezxemple 4.45. — Si f est une fonction continue sur € alors supp(7y) = supp(f).

— supp(d) = {0}.

— Soient f € Li.(2) et w un ouvert de €. Alors la restriction de Ty & w est
la distribution associée a la restriction sur w de f. En particulier Ty s’annule
sur w si et seulement si f est presque partout nulle sur w. Ainsi supp(7) est le
complémentaire du plus grand ouvert de €2 sur lequel f est presque partout nulle.

Proposition 4.46. Soient Q un ouvert de R? et T une distribution sur .
(i) supp(T) est un fermé de
(ii) Soit ¢ € CF°(Q) telle que supp(T) N supp(¢p) = . Alors (T, ¢) = 0.
(iii) Pour tout o € N, on a supp(6°T) < supp(T).
Remarque 4.47. Soit T une distribution sur Q. Il peut exister ¢ € C7°(2) telle que p=0

sur supp(T) et pourtant (T, ¢) # 0. Par exemple, on a supp(d’) = {0} et pour ¢ € CJ°(R)
on a

(0',¢) = =¢/(0).

Or on peut avoir ¢(0) = 0 et ¢'(0) # 0, auquel cas ¢ = 0 sur supp(7’) mais (T, ¢) # 0.
Par contre, dans ce cas 0 est dans le support de ¢ et donc supp(7’) N supp(¢) # .
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4.4.2 Distributions a supports compacts

On s’intéresse maintenant au cas particulier des distributions dont le support est
compact. Si Q est un ouvert de R? on note £'(Q2) 'ensemble des distributions & supports
compacts sur 2.

Comme une distribution est « localement d’ordre fini » il n’est pas surprenant qu’une
distribution & support compact soit automatiquement d’ordre fini.

Lemme 4.48. Soient Q un ouvert de R? et T une distribution d support compact dans
Q. Soit x € CF(Q) égale a 1 sur un voisinage! de supp(T). Alors pour tout ¢ € CF(Q)
on a

<T7 ¢> = <T7 X¢> :

Démonstration. Soit ¢ € CF(€2). Comme supp(T')nsupp((1—x)¢) = Fona (T, (1 — x)¢) =
0, d’ou (T, ¢) = (T’ x¢). 0

Proposition 4.49. Une distribution a support compact est d’ordre fini. Plus précisé-
ment, si K est un voisinage compact de supp(K) dans Q, alors il existe m € N et C > 0
tels que pour tout ¢ € CL () on a

(T ¢)| <C ), sup|o®b(z)|. (4.13)

lal<m zeK

Démonstration. Soient Q un ouvert de R? et T e £'(Q). D’apres la Proposition 1.21 il
existe x € CF(€,[0,1]) telle que x = 1 au voisinage de supp(T') et supp(x) < K. Il
existe m € N et C'x > 0 tels que

Vo e CR(Q), [T,o)<Ck D, 07|,

|a|<m

D’apres le Lemme 4.48 et la regle de Leibniz, on a alors pour tout ¢ € C5°(12)

(T, 8) = (T xd) < Ck D) 0% <C 35 1079l

|a|<m lo|<m

pour un certaine constante C' qui ne dépend pas de ¢. Cela prouve (4.13) et en particulier
T est une distribution d’ordre fini. O

On observe qu’'une autre conséquence du lemme 4.48 est qu’'une distribution & sup-
port compact peut-étre étendue en une forme linéaire sur C*(Q2). En effet, si ¢ € C*(Q2)
n’est pas a support compact, on peut définir (T, ¢) par (T, x¢), avec x égale a 1 au voi-
sinage du support de T'. Cette définition ne dépend pas du choix de x, et cette nouvelle
application est une forme linéaire sur C*° ().

On définit maintenant une topologie sur C*(£2), pour voir une distribution a support
compact comme une application linéaire continue sur C*(£2). Pour n € N on pose

K, = {m € Q| |z| < n et dist(z, R\Q) > 27"} .

Cela définit une suite (K7,), . de compacts de €2 tels que

Q=UKn.

neN

1. Comme pour la Remarque 4.47, il n’est pas suffisant de supposer que x est égale & 1 sur supp(7).
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En outre, si K est un compact de 2 alors il existe n € N tel que K < K,,.
Pour u,v € C*(€2) on pose

o
doo(u,v) = Z o min (1, [u — U”Q’%@) ).
n=0
Cela définit une distance sur C*(Q), ce qui munit C*(£2) d’une structure d’espace
métrique complet.

Avec cette topologie, une suite (uy,), . dans C* () converge vers u € C*(1) si et
seulement si pour tout a € N? et tout compact K de Q la suite (0%uy,)neny converge vers
0“u uniformément sur K.

On peut alors vérifier que si 1" est une distribution & support compact sur €2, étendue
comme ci-dessus en une forme linéaire sur C*(£2), alors T est en fait continue sur C*(£2).

4.4.3 Distributions a support ponctuel

Parmi les distributions a supports compacts, on trouve celles dont le support est un
point. On sait qu’une fonction n’a jamais un support égal & un point. Par contre c’est
le cas pour une distribution de Dirac et ses dérivées. On montre qu’il n’y a en fait pas
d’autres possibilités.

Proposition 4.50. Soit T une distribution sur R?. On suppose que supp(T) = {0}.
Alors il existe m € N et des constantes ¢, € C, |a| < m, tels que

T= Y cad®.

|al<m

Démonstration. e D’apres la proposition précédente, T est d’ordre fini. Il existe donc
m e N et C > 0 tels que pour tout ¢ € C&°(RY) on a

(T, ¢) < C D) 0], -

|a|<m

Soit x € CP (R, [0, 1]) égale a 1 au voisinage de 0 et a support dans B(0, 1). Pour ¢ €]0, 1]
et z € R? on pose x.(z) = X(%) Alors x. est a support dans B(0,¢) et il existe Cy > 0
telle que pour tout « € N tel que || < m on a

[0%Xellop < Cre™.

e Soit ¢ € C(R?). Pour x € R? on pose

v@) = x(o) o)~ 3 T ).

|a|<m

de sorte que 1 € CF(RY) et 0“4(0) = 0 pour tout a € N? tel que |a| < m. D’aprés la
formule de Taylor, il existe Cyg > 0 telle que pour |a| < m, € €]0,1] et x € B(0,¢) on a

0% ()] < Coem™ 1o,

D’apres la formule de Leibniz on a alors, pour tout |a| < m,

ottt = s 3% (5) e Pt [t - g, = g

x€B(0,¢) B<a e—0 e—0
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D’apres le Lemme 4.48 on a alors

<T7 1/]> = <T7 X£w> = 0 (5) — 0.

e—0 e—0
Cela prouve que (T,v) = 0. Ainsi,

T.6) = o) = Y 00 (1 21) = ¥ ca(@6.0),

lal<m |a|<n

oil pour |a| < m on a noté?
(0%

Ca = (—1)l <T”> O

al

L’intérét de cette proposition est manifeste quand on veut montrer qu'une distribu-
tion est une distribution de Dirac. On peut commencer par montrer que son support
est réduit a un point, ce qui réduit grandement les possibilités. Il ne reste alors plus
qu’a s’assurer qu’il ne peut pas y avoir de terme faisant intervenir les dérivées de la
distribution de Dirac.

4.5 Convolution

Dans ce paragraphe, on généralise le produit de convolution aux distributions. Cela
ne peut pas étre fait en toute généralité, mais on peut aller encore au-dela de ce qui sera
discuté ici.

4.5.1 Dérivation et intégration sous le crochet

On commence par généraliser aux distributions les théorémes de dérivation sous
I'intégrale et de Fubini. On se place ici sous des hypotheses telles que tout se passe bien.

Théoréme 4.51 (Dérivation sous le crochet). Soient T € D'(R?) et & € C*(R? x RY).
On suppose qu’il existe un compact K de R? tel que supp(T) = K ou supp(®(-,\)) ¢ K
pour tout A € R”. Pour A € RY on pose

F<)\> = <T7 q)(a )‘>>D’(Rd),D(]Rd) :
Alors F est de classe C* sur RY et pour a e N¥ et \e R” on a

Démonstration. » Soit A\g € R”. Soit K un voisinage compact de K dans R%. 11 existe
m e N et C > 0 tels que pour tout A € R” on a

[F(A) = FQo)l = (T, (-, A) = (- do))| < C Y, sup |05 (®(x,A) — (2, M) |-

|| <m TEK

Soit > |Ag|. Par 'inégalité des accroissements finis on a pour tout A € B(r)

IF(\) = F(\)|<C ). sup sup
jof<m,|8|<1 7K MEB()

a B B
amé’)\tb(x,)\l)’ R e

Cela prouve que F' est continue en Ag, et donc sur R”.

2. Vérifier que cette définition de ¢, ne dépend pas du choix de x
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e Onnote (eq,...,e,) la base canonique de R”. Soient A € R” et j € [1,v]. Pour h € R*
on a
F(A+ hej) — F(A
O hes) Z Q) (0000, 0) = (1, 04, 0)
h
o Sz, N+ h D(x, A
(e, A) = DEATRG) =N 5 g0y,

h
Pour tout A € R on a supp(¥(-,\)) c K si supp(®(-,\)) € K. En outre, les dérivées

en x de ¥y convergent vers 0 uniformément pour x € K quand h tend vers 0, donc
comme précédemment on obtient que la dérivée de F' par rapport a \; existe et vaut

(T,0,8(-,)).

Ainsi, I’ est continue, ses dérivées partielles existent et sont comme annoncé par la
proposition. On conclut alors en appliquant ce résultat aux dérivées successives de ®
par rapport a A. ]

Proposition 4.52. Soient T € D'(R%) et & € C*(R? x R¥). On suppose qu’il existe un
compact K de R? tel que supp(T) < K ou supp(®(-,\)) = K pour tout A € R”. Soit P
un pavé compact de RY. Alors on a

[ ey = {r| scym).

Démonstration. On note P = [[_[a;,b;] et P" = [[]_[a;,b;]. Pour A1 € [a1,b1] on
pose

F(\) = <T, LA J/@(-;sl,)\’)d)\’dsl>.

D’apres le théoréeme de dérivation sous le crochet F' est dérivable sur [a1,b;] et pour
A1 € [a1,b1] on a

F'(\) = <Tf () d)\’>.

D’ou

Lbl <T,f ,<I>(';)\1,>\') d)\’> d\1 = F(b1) — F(ay) = <T, Lbl f ,<I>(';)\1,)\/) N d)\1>.

On procede de la méme fagon pour « sortir du crochet » les intégrales par rapport a
chacune des autres variables. O
4.5.2 Convolution d’une distribution avec une fonction

On commence par définir et étudier le produit de convolution d’une distribution et
d’une fonction réguliere, 'une des deux au moins étant a support compact.
On rappelle que pour f € L (R?) et ¢ € C°(R?) dont I'une au moins est & support

loc
compact le produit de convolution (f * ¢) est défini par

(Fe0)@) = | f)o(—y)dy
Avec les notations des distributions cela s’écrit encore

(f = ¢) (@) = (Ty, ¢(x =) .
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On rappelle qu’on a noté Pg = § la fonction g : y — g(—y) et 7,g est la fonction qui &
y associe g(y — x). Ainsi on peut aussi écrire

(f %)) = (Ty.79)

On note que si ¢ est a support compact, c’est encore le cas de 7,¢. Cette écriture peut
donc étre généralisée a une distribution générale.

Définition 4.53. Soient T € D'(R?) et ¢ € C°(R?), ou T € £'(RY) et ¢ € C*(RY). Pour
x € R? on pose

(T+¢)(w) = (T, ¢(x —-)) = (T, 70).
Cela définit une fonction sur R, appelée produit de convolution de T et de ¢.

Ezxemple 4.54. Comme d’habitude le cahier des charges pour définir une opération sur les
distributions est qu’elle coincide avec 'opération usuelle pour une distribution associée
& une fonction. Ici la définition a effectivement été choisie de sorte que pour f € Li (R?)
et ¢ € C*(RY) dont 'une au moins est & support compact on a bien

(Ty*¢)=fx*9.

Ezemple 4.55. Le produit de convolution des fonctions n’avait pas d’élément unité, car
la fonction de Dirac n’est pas une fonction. Maintenant qu’on peut définir le produit de
convolution avec une distribution, on observe qu’on a bien comme attendu

Vi e CP(RY), (8+v) = 1.

On donne maintenant quelques propriétés de ce produit de convolution. On com-
mence par montrer que deux distributions qui agissent de la méme facon sur les fonctions
test par convolution sont égales.

Lemme 4.56. Soit T € D'(R?). On suppose que pour tout ¢ € CL(RY) on a T % ¢ = 0.
Alors T = 0.

Démonstration. Pour tout ¢ € CL(R?) on a

(T, ¢) = (T = $)(0) =0,
et donc T = 0. ]

Corollaire 4.57. Si Ty, Ty € D'(RY) sont telles que Th ¢ = Tax¢ pour tout ¢ € CL(R?)
alors Th = Ts.

On généralise maintenant le fait que le produit de convolution de deux fonctions a
supports compacts est a support compact.

Proposition 4.58. Si T € £'(R?) est a support dans B(0,Ry) et ¢ € CF(RY) est a
support dans B(0, Ry) avec Ry, Ry > 0, alors (T'=¢) est nulle en dehors de B(0, R1+ Rs).

Démonstration. Soit x € R? tel que |z| > Ry + Ry. Alors les supports de T et ¢(z — -)
sont disjoints, donc (7" = ¢)(x) = 0. O

On a vu a la Proposition 1.18 que si 'un des facteurs d’un produit de convolution est
régulier, alors le produit ’est aussi et les dérivées du produit s’obtiennent en dérivant
le facteur en question. Ici on a un résultat analogue, et on peut en outre dériver I'un ou
I'autre des deux facteurs.
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Proposition 4.59. Soient T € D'(RY) et ¢ € CF(RY), ou T € £'(RY) et ¢ € C*P(RY).
Alors (T * ¢) est une fonction de classe C* sur R? et pour tout o € N¢ on a
0T x¢) =T = (0%¢) = (0°T) * ¢.

Démonstration. D’apres le théoreme de dérivation sous le crochet, (T % ¢) est de classe
C™ et pour tout o € N% on a

0T # ¢) = (T,05(d(x —-))) = (T, (g ¢)(w —)) = T = (0"9).
En outre, pour z,y € R% on a
2(x —y) = (-1)loze(z —y),
donc on a aussi
(T, 050(x — ) = (=D)I*NT, 0% (d(x — ) = (°T, $(= —-)). O

On généralise maintenant a ce contexte le bon comportement du produit de convo-
lution avec les translations, et on montre ’associativité du produit de convolution d’une
distribution avec deux fonctions.

Proposition 4.60. Soient T € D'(R?) et ¢ € CF(RY), ou T € £'(R?Y) et ¢ € C*(RY).
Alors pour a € R% on a

Ta(T * ¢) =T+ (Ta¢)'

Démonstration. En x € R? ces deux fonctions valent (T, ¢p(z —a — -)). O

Proposition 4.61. Soient T € D'(R?) et ) € CF(RY), ou T € &'(RY) et ¢p € C*P(RY).
Soit ¢ € CL(RY). Alors on a
(T#9)x¢=T= (=)

Démonstration. Soit P un pavé compact de R? contenant le support de ¢. Pour x € R¢
on a

(T %) ) () = L(T « )@ — y)d(y) dy = fp (T, (@ —y — ) bly) dy.

Par le théoréeme d’intégration sous le crochet on obtient

(T %)+ < fwx—y— <>dy>=<T,<w*¢><x—->>=(T*w*@)(m).
D’ou le résultat. |

Dans le prochain paragraphe on utilisera aussi 1’égalité suivante.

Proposition 4.62. Soient T € D'(R?) et ) € CF(RY), ou T € &'(RY) et ¢p € C*P(RY).
Soit ¢ € CL(RY). Alors on a

(T, ) =T, ¥+ ¢).
Démonstration. Comme pour la preuve précédente on considere un pavé compact P

contenant le support de ¢ et on applique le théoreme d’intégration sous le crochet pour
écrire

P(x =) o(x) de

T,
j vla — o) do
J .

(T0.0) = | (T i@t >dw—f (

P
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4.5.3 Densité des fonctions régulieres dans les espaces de distributions

On a utilisé le produit de convolution pour montrer que C{°(R?) est dense dans les
espaces de Lebesgue LP(RY), p € [1,+o0[. De la méme facon, on montre que C§°(R?)
(qui peut étre vu comme une partie de D’(R?) puisque chaque f € CF(R?) est identifié
a une distribution sur RY) est dense dans D’(R%). Attention, cela parait étre un résultat
plus fort puisque D’ (Rd) est plus gros que LP(Rd), mais la notion de densité n’est pas
pour la méme topologie, et il est plus « facile » d’étre dense pour la topologie de D’(R?)
que pour celle de LP(R?). Par exemple, on obtient en particulier qu'on peut approcher
tout f € L®(R?) par une suite de fonctions de C§°(R?) pour la topologie de D'(R%),
alors que ce n’était pas le cas pour la topologie de L*(R?).

Proposition 4.63. Soient Q un ouvert de R? et T € D'(Q). Alors il existe une suite
(fr)nen de fonctions dans C(Q) qui converge vers T au sens des distributions (autre-
ment dit, Ty, converge vers T dans D'(2)).

Démonstration. Soit (K),,.y une suite croissante de compacts de €2 tels que |, o Kn =
Q2. Pour n € N on considere x,, € C°(Q?) telle que x,, = 1 au voisinage de K, puis on
considere g, > 0 tel que B(x,2¢e,) < Q pour tout = € supp(xy,). On peut choisir ces €, de
sorte que la suite (En)neN est décroissante et tend vers 0. Soit (pe)e>0 une approximation
de 'unité. Pour n € N on pose

In= (XnT) * Pep -
Soit ¢ € D(R2). Pour n€ N on a

(fn: @) = (XaT, pe, * @)

Il existe un compact K de Q et N € N tels que p;,, * ¢ est a support dans K pour tout
n > N. En outre pour tout o € N%, 0%(pz., * ¢) = pr. * 0“¢ converge uniformément vers
0%¢. Ainsi,

(T pz,, * &) (T,9).

Quitte a prendre N plus grand, on peut supposer que x, = 1 sur K pour tout n > N.
On a alors

n—-+aoo

{fns @) = (T, xn(pe, * 8)) = (T’ pe, # &) ———— (T, 9) -
Cela signifie que f,, tend vers T au sens des distributions. O

4.5.4 Solution fondamentale d’une EDP

Soit P un opérateur différentiel & coefficients constants sur R%. Cela signifie qu’il
existe m € N et des constantes b, pour o € N, |a| < m tels que

P= ) byo"
la|<m

L’adjoint formel de P est défini par

Prg= Y (=1)*6%(ba).

|a|<m

On considere I'équation
Pu = f, (4.14)

ou f est une fonction donnée et u est la fonction inconnue.
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Définition 4.64. On dit d’une distribution G sur R? que c’est une solution fondamen-
tale de I’équation (4.14) si on a, au sens des distributions,

PG = 6.
Cela signifie que pour ¢ € CF(R?) on a

(G, P*¢) p(ray pray = ¢(0)-

La proposition suivante est alors une conséquence directe de la proposition 4.59,
d’apres laquelle on a P(G  f) = (PG) = f pour tout f € C°(R?).

Proposition 4.65. On suppose que G € D'(R?) est une solution fondamentale pour
Uéquation (4.14). Alors pour tout f € CF(RY) la fonction u = G * f est solution de
(4.14) au sens des distributions.

Exemple 4.66. On rappelle que H' = §, ot H est la fonction de Heaviside. Or pour
feCP(R)etzeRona

@ = [ 1wy
—00
La proposition dit que (H = f)" = f. C’est bien le cas.
Ezemple 4.67. Soit z € C avec Im(z) > 0. On considere sur R I’équation
—u" = 2Pu =

Pour z = i, on a déja évoqué cet exemple a la fin du chapitre sur la tranformée de Fourier.
On a en particulier observé que ce probleme se résoud simplement par la méthode de
variation de la constante. On oberve tout de méme que la solution particuliere que I'on
obtient, & savoir la fonction

u: T —f T Y1242 £ (y) dt,
R

corresponding bien & ce qui est donné par la proposition 4.65, avec la fonction de Green

G donnée par
pded

G.(x) =— .
+(2) 21z

Ezemple 4.68. On a vu a 'exemple 3.30 qu’en dimension d > 3 la solution élémentaire
de '’equation de Poisson

—Au = f. (4.15)

est donné par
1

(d —2)o(5e1) |7

En général, on cherche a résoudre des équations telles que (4.14) pour des seconds
membres plus généraux que f € C(R?). Sous certaines conditions, on peut définir le
produit de convolution de deux distributions, ce qui permet d’énoncer la proposition
4.65 avec f € D'(R?), ce qui inclut en particulier le cas ol f est une fonction un peu
générale. On définit par exemple au paragraphe suivant le produit de convolution de
deux distributions dont une est a support compact.

Mais plutot que de pousser plus loin la théorie générale, on donne des résultats pour
certaines situations particulieéres qui vont inclure un certain nombre de cas modeles qui
nous intéressent.

G(z) =

Année 2021-2022 95



M1 ESR - Distributions - Fourier

Proposition 4.69. Soient p,q,r € [1,+00] tels que

11 1
Sh =14
p q r

On suppose que G € LP(R?) est une solution fondamentale pour (4.14). Alors pour
feLiRY onau=GxfeL (RY et, au sens des distributions, Pu = f.

Démonstration. Le fait que u est bien dans LT(Rd) a été montré a la proposition 1.10.
Soit ¢ € CF(RY). D’apres le théoréme de Fubini on a

f (G * 1) (@) (P*6)(x) dur = f Gz — 1) f(4)(P*6)(x) dy dx
R4 zeR JyeRd

[ (] ce-nwrowas)
- [ ([ o) a

[ ([ @ i) a
- | fesway,

Cela prouve que P(G * f) = f au sens des distributions. O

Pour l'exemple 4.66 on a H € L*(R), et le résultat est bien valable pour tout
f € LY(R). Pour I'exemple 4.67 on a G € LP(R) pour tout p € [1,+00]. On discute
maintenant ’équation de Helmholtz en dimension 3.

Ezemple 4.70. Pour z € C tel que Im(z) > 0 on considére sur R? 1’équation

(—A = 2%)u = f.
Pour x € R3\ {0} on pose
e
G:(x) = e

Cela définit une fonction G, qui appartient en particulier a L'(R3).
Sur R\ {0} on a
(—A - 2%)G, = 0.

Soit ¢ € CF(R?). Par la formule de Green on obtient
—| G.A+2H)¢pdr = —lim G.(A + 2*)pdx
R3 e—0 z|>e

= —lim G, 0,0 dx + lim 0,G, o dx.
E—>

€20 Jig|=e |z|=¢
On a

c 4e e—0

f Gﬁ@@zf © bypdr = O) — 0,
ol = jal =

et ‘
f 0,G,pdx = f i(1—izs)qbdx——><;$(0).
|z|=¢

|z|=¢ 4de? e—0
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Cela prouve que (—A — 22)G, = § au sens des distributions. Ainsi, si pour f € L*(R3)
on pose

etzlz—yl
u(z) = JR?) mf(y) dy,

alors u € L?(R3) et au sens des distributions on a (—A — 22)u = f.

Ezemple 4.71. Pour (t,z) € R? on pose

G(t,x) = H(t)

Alors G € Li .(R?) et au sens des distributions on a
(O — 022)G = 0.
En effet, pour ¢ € C(R?) on a

<(at - @w)G, ¢> = <G7 (_at - am)@

2

T 6_%a+a t ) dx dt
- | ] T ) dn

Pourt>0etxeRona

2

e @ 1 x?
0iG(t,x) = 0p:G(t,x) = i _Qt% + )

Ainsi, apres intégrations par parties on obtient

((0r — Opz)G, @) = lim

e—=0t Joer 471'

o(e, ) dx

= lim €,2+/¢
T f (e, 2v/en) dn

= ¢(07 0)

Pour ¢ > 0 la fonction G(t) = G(t,-) est intégrable sur R, et on peut voir G comme
une fonction continue et bornée de R* dans L!(R). On considére maintenant une fonction
f sur R% x R telle que pour tout ¢ > 0 la fonction f(t) = f(t,-) est dans L(R) pour un
certain p € [1, +00]. On suppose que f est continue de R* dans LP(R), avec

+00
L ()] oy < +o0.

On peut considérer la fonction v de R* dans LP(R) définie par
¢
u(t) f Gt —s) » f(s) ds.

s=0

Cela signifie que pour ¢ > 0 la fonction u(t) € LP(R) est définie pour = € R par

u(t,x) = f i G(t—s,z—y)f(s,y)dyds. (4.16)

On peut alors vérifier qu’au sens des distributions sur R% x R on a

(9tu - 6mu = f

Année 2021-2022 97



M1 ESR - Distributions - Fourier

On peut aller encore plus loin. Méme si cela ne rentre pas dans le cadre qu’on a discuté
jusqu’ici, on peut imaginer un terme source f concentré au temps ¢t = 0. Formellement,
on prend f(t,z) = §(t)up(z), ot up € LP(R). Concretement, on définit f comme étant
la distribution

¢ e CP(R?) — f uo(x)¢(0, x) dx.
zeR
Formellement, ’expression (4.16) devient

_Jz—yl?

ult, ) = fRGou:c—ywwdy=wiH jRe o (y) dy. (4.17)

Et méme si on n’a pas donné de résultat général incluant ce cas, on peut vérifier que
la fonction u ainsi définie est bornée comme fonction de R* dans LP(R), elle vérifie au
sens des distributions I’équation de la chaleur

Opu — Ogzu =0, sur R} x R,
et elle vérifie la condition initiale u(0) = uo au sens ou 'on a

ut, ) = woll Loy S—57> 0-

4.5.5 Convolution de deux distributions dont ’une est a support com-
pact

On définit maintenant le produit de convolution de deux distributions. Ce paragraphe
peut étre admis. On retiendra simplement que sous certaines conditions on peut définir
le produit de convolution de deux distributions, et que ce produit de convolution vérifie
les bonnes propriétés qu’on attend de lui (en particulier, la distribution de Dirac est
bien une unité pour ce produit sur £'(R%)).

Proposition-Définition 4.72. Soient T et S deux distributions sur R%, dont 1'une au
moins est & support compact. On note 7' * S P'unique distribution sur R? telle que

Vo e G (RY), (T+S)x¢=Tx(Sx0).

Démonstration. L’unicité résulte du Corollaire 4.57. Pour ’existence on considére sur
C&¥(RY) la forme linéaire
L:gm (T%(S*(Pg))(0):

Si S e &(R?) alors S * (Pg) € CL(R?) et donc T * (S # (Pe)) est une fonction de classe
C®, tandis que si T € &'(R%) alors T définit une application linéaire de C*(RY) dans
lui-méme, or S * (P¢) est dans C*(R?). Dans tous les cas, L(¢) est bien défini.

Soit K un compact de R%. Soit R > 0 tel que K < B(0,R) et T ou S est & support
inclus dans B(0, R).

Soit ¢ € C(R?) & support dans K. Si S est & support dans B(0, R) alors S * ¢ est &
support dans B(0,2R). Sinon T est a support dans B(0, R). Dans tous les cas il existe
mp € N et Cp > 0 ne dépendant que de T et R tels que

L@l <Cr D) sup [0°(S = (P)(a)| =Cr Y, sup |(S#3*(Pe))()|.

|z|<2R |z|<2R

la|<my la|<mr

Or il existe mg € N et Cs > 0 tels que pour ¢ € C°(R?) & support dans B(0, R) et
x € B(0,2R) on a

(S« @] =[S —N<Cs ¥ |7 .

|Bl<ms
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Appliqué avec 1) = 0“P¢ on obtient finalement

L) <crcs Y, ||

|Bl<mr+ms

Cela prouve que Papplication L est une distribution sur R,
Montrons que L # ¢ = T % (S * ¢) pour tout ¢ € C°(R?). Pour x € R on a

(L # ¢)(x) = (L, 7o Pe) = (T * (§ % (P1aP$)))(0) = (T (S * (7-29)))(0)
= (T # (7-2(5 * 9)))(0) = (7—=(T" * (S * ¢)))(0)

= (T = (S # ¢))(x).
Ainsi T # S est définie comme étant la distribution L. O
Ezemples 473. — Pour Te D'(R) onaT*6=0+T =T.
— Soient T € D'(RY) et f € CPL(RY) ou T € &'(RY) et f e CP(R?). Alors on a
T+ Tp = Trgy.

On montre maintenant la commutativité, le bon comportement de la dérivation et
I’associativité pour ce produit de convolution.

Proposition 4.74. Soient T et S deux distributions sur R, dont une au moins est d
support compact. Alors on a
TxS=8=T.

Démonstration. D’apres le Corollaire 4.57 il suffit de montrer que pour tout ¢ € CL(R%)
on a

(T58)p=(S5T) =6
Et pour cela il suffit de montrer que pour ¢ € CL(R?) on a
(T 8)x @) xp = ((ST)*¢) x¢.

Soient donc ¢, 1 € CF(R?). D’apreés la proposition 4.61 (deux fois), la définition de 7' S
et la commutativité du produit de convolution de fonctions on a
(T*8)xd) s = (T *S5)x(¢px0)) =T (5 (¢ 1))
=T ((Sx¢)x1p) =T (¢ (I%9))
= (T ) # (S % ).

De méme on a

(S*T) ) xp = (S*T)x(px1)) = (S*T) x (v * )
=S (Tx(thxd)) =8 ((T#)* )
=8 (g (Tx))=(S*0¢)* (T =)
= (T 1) = (S # ).
D’ou le résultat. -

Proposition 4.75. Soient T et S deux distributions sur R?, dont une au moins est d
support compact. Soit a € N¢. On a

0T % 8) = (0°T) S = T # (2°S).
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Démonstration. Soit ¢ € CF(R?). D’aprés la Proposition 4.59 on a
(0%(T%8))x¢ = (TxS)#(0%¢) = T#(S%(0"¢)) = T*(0°(5%¢)) = (0°T)*(Sx¢) = ((0°T)*S)x¢

et
(22T 8)) ¢ = T % (S % (0°9)) = T * ((0°) = §)) = (T * (0°S)) * 6.

D’ot le résultat. O

Proposition 4.76. Soient T, R et S des distributions sur R?, dont deux au moins sont
a supports compacts. Alors on a

(T*S)«R=T=(S=*R).
Démonstration. Pour ¢ € C&(RY) on a

(T%S)«R)xd = (TxS) % (Rud) =Tx(Sx(Rx@)) =T ((SxR)»0)
— (T (S R)) .

D’ot le résultat. O

4.6 Transformée de Fourier

4.6.1 Distributions tempérées

La transformée de Fourier a été définie naturellement sur Ll(Rd), puis sa restriction
a LY (R N L2(RY) (ou & S(R?)) a été étendue en une application sur L2(RY). On souhaite
maintenant étendre la transformée de Fourier aux distributions.

La plupart des opérations usuelles sur les fonctions (dérivation, multiplication par
une fonction réguliére, etc.) sont étendues aux distributions en reportant 1'opération en
question sur la fonction test a laquelle on applique la distribution. Il est raisonnable de
vouloir procéder de la méme fagon pour la transformation de Fourier.

On note que dans la section 2.4 on a choisi S(RY) plut6t que C°(R?) comme espace
de confort pour pouvoir a volonté dériver et multiplier par des fonctions polynomiales.
La raison est la Proposition 2.18 qui montre que I’espace de Schwartz se comporte tres
bien vis-a-vis de la transformée de Fourier. Ce n’est pas le cas de I'espace C°(RY)
qui n’est méme pas stable par la transformée de Fourier. Pire, on peut vérifier que la
seule fonction ¢ € CL(R?) telle que ¢ € CL(RY) est la fonction nulle (pour d = 1, la
transformée de Fourier de ¢ s’étend une fonction entiére dont la restriction & R ne peut
pas étre & support compact & moins d’étre nulle). On note tout de méme que comme
CE(RY) = S(RY), la transformée de Fourier d’une fonction de Cg°(R?) est toujours dans
S(RY).

Ainsi, la transformée de Fourier F¢ d'une fonction ¢ € CF(R%) n’est en général pas
dans Cf° (R?) et on ne peut donc pas lui appliquer une distribution. Pour généraliser la
transformation de Fourier aux distributions, il va donc falloir... changer la définition
d’une distribution. Ainsi on ne va pas étendre la transformée de Fourier aux formes
linéaires continues sur CF°(R%), mais aux formes linéaires continues sur S(R?).

Le but de ce paragraphe est donc d’introduire les formes linéaires continues sur
S(RY), que 'on appelera distributions tempérées. Pour cela, il faut d’abord décrire la
topologie naturelle de S(R?).
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C’est un autre avantage des distributions tempérées par rapport aux distributions
usuelles, la topologie de S(RY) est plus simple & décrire que celle de C§°(RY).

Pour k € N et ¢ € S(R?) on pose

Ni(9) = sup 20| .

laf,|8|<k

On observe que cela définit une norme sur S(R?), mais une norme pour laquelle S(R?)
n’est pas complet. Comme on Pavait fait pour C%(£2), on définit sur S(R¢) une topologie
associée a toutes ces normes en méme temps. Elle est donnée par la distance définie pour

b, € S(Rd) par
ds(0,1) = 3 o min (1N (6 — ).

keN

Proposition 4.77. ds est une distance sur S(RY), et S(R?) est complet pour cette
distance.

Proposition 4.78. (i) Soient (¢n),y une suite d’éléments de S(RY) et ¢ € S(R?).
Alors ¢y, tend vers ¢ dans S(R?) si et seulement si

VkeN, Ng(¢p,—¢)——0

n—+ao0

(ii) Une forme linéaire T sur S(R?) est continue si et seulement s’il existe k € N et
C > 0 tels que pour tout ¢ € S(R?) on a

IT(¢)] < CNik(9)-

Plus généralement, si (E, ||| p) est un espace vectoriel normé, alors une application
linéaire T : S(RY) — E est continue si et seulement s’il existe ke N et C > 0 tels
que pour tout ¢ € S(RY) on a

IT(®)p < CNi(¢).

(iii) Une application linéaire T : S — S est continue si pour tout j € N il existe k € N
et C > 0 tels que pour tout ¢ € S(R?) on a

Nj(T(9)) < CNi(9)-

Maintenant que 1'on a défini la topologie de S(R?), on peut lister un certain nombre
de propriétés utiles.

Proposition 4.79. (i) Soit a € N%. L’application ¢ — x%¢ est continue de S(R?)
dans lui-méme. Plus généralement, si f est une fonction de classe C® sur R?
dont toutes les dérivées sont a croissance lente (voir la Définition 2.3), alors la
multiplication par f est une application continue sur S(R?).

(ii) Soit a € N, L application ¢ — 0%¢ est continue de S(RY) dans lui-méme.
(iii) Soit p € [1,+0]. Linclusion S(R?) = LP(RY) est continue.

(iv) La transformée de Fourier et sa réciproque sont des fonctions continues sur S(R?).

Les deux premieres propriétés sont laissées en exercices.
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Démonstration. o Pour ¢ € S(RY) on a ¢, = No(¢), donc I'inclusion S(RY) <
L*(RY) est bien continue. On considére maintenant p € [1,+o0[. Soit k& € N tel que
kp > d. Pour ¢ € S(R%) on a

I¢l; = fRd(l + |2) T (L + ) |6 ()" dr < CNi(¢)

avec 1
C =2k — dx < +o0.
fRd (1 + [z

Cela prouve que l'inclusion S(RY) = LP(R?) est continue.
e Soient a, 3 € N%. D’apres les Propositions 2.18 et 2.11 on a pour tout ¢ € S(R%)

€27 (€)| = sup

xeR4

sup
£eRd

0°a3(¢)| < [o°ag|

L(RY)

Puisque la multiplication par 2, la dérivation 0% et I'inclusion dans L'(R?) sont toutes
des applications continues sur S (Rd), il existe k € N et C > 0 indépendants de ¢ tels
que

s

< ONi(9).

L1 (RY)
Cela prouve que la transformée de Fourier est continue sur S(R?). O
Proposition 4.80. (i) CL(R?) est dense dans S(R?).

(ii) L’inclusion de CL(R?) dans S(R?) est continue.

Démonstration. » Soit x € C§°(R%[0,1]) & support dans B(0,2) et égale a 1 sur
B(0,1). Pour n € N* et 2 € R? on pose

Xn (%) = X (f) .

n

Soit ¢ € S(RY). Pour tout n € N* on a x,¢ € CF(RY). Soient «, 3 € N¢. D’apres la
formule de Leibniz on a

(’)5((1 - Xn)(b) = Z @ 6/873(1 - Xn)ag¢
B<p (ﬁ)

Puisque 85_3(1 — Xn) est & support hors de B(n) on a

2P =81 - Xn)aBQbH < Hlm\f(dﬂ) 71~ Xn)HLOO(Rd)Nla\+d+1+lﬂ\(¢) PR

L*(R4)

D’ou

anB(4 N
it Xn(é)HLOC(Rd) ot O
et donc, pour tout k£ € N,

Nk(¢ - Xn¢) 0.

n—-+0o0

Ainsi la suite (xn¢)nen+ tend vers ¢ dans S(RY), ce qui prouve le premier point.

e On considére maintenant une suite (¢,), .y qui converge vers ¢ dans CF°(R%). 11
existe alors un compact K de R%, ke N et C > 0 tels que ¢, est & support dans K pour
tout n € N et 0%¢,, converge uniformément vers 0“¢ uniformément sur R¢. Cela assure
bien que ¢,, converge vers ¢ dans S (Rd), ce qui donne la seconde propriété. O
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Maintenant que la topologie de S (Rd) est bien comprise, on peut commencer 1’étude
des formes linéaires continues.

Définition 4.81. On appelle distribution tempérée sur R? une forme linéaire continue
sur S(R?). L’espace des distributions tempérées est noté S’(R?).

Puisque CF(R%) est continuement inclus et dense dans S(R?), on a le lien suivant
avec les distributions usuelles.

Proposition 4.82. (i) Par restriction, une forme linéaire continue sur S(R?) induit
une forme linéaire continue sur CF(RY). On a donc S'(R?) = D' (R?).

(ii) Soit T € D'(RY). On suppose qu’il existe k € N et C > 0 tels que pour tout
e CL(RY) on a

(T, ¢)| < CNk(0).

Alors T se prolonge de maniére unique en une distribution tempérée.

Exemples 4.83. — Les distributions & supports compacts (comme par exemple une
distribution de Dirac en un point) s’étendent en des distributions tempérées.
— Si f e L'(R?) alors Ty:¢— SRd f & est une distribution tempérée.
— Si f est mesurable et & croissance lente sur R? alors Tt est une distribution
tempérée.
— La fonction e* définit une distribution sur R mais pas une distribution tempérée.

Les opérations de base sur les distributions tempérées sont les mémes que pour les
distributions usuelles.

Proposition-Définition 4.84. Soit T e S'(RY).

(i) Soit a € N%. On définit la distribution tempérée 0T par

Vo e S(RY), (0°T,¢) = (-1)1*(T, 0%¢).

(ii) Soit f une fonction C* dont toutes les dérivées sont & croissance lente. On définit
alors la distribution tempérée fT par

Yo e SR, (fT.¢) =(T.f¢).
(iii) Soit y € R%. On définit la distribution tempérée 7, T par
Vo e SRY), (n,T,¢) = (T,7—y9).
Remarque 4.85. Soient T' € S’ (R%) et ac€ N, Par restriction, 7' définit une distribution
T € D'(R?) sur RY, et sa dérivée 0T € D'(R?) s’étend en une distribution tempérée.
Cette extension est exactement la distribution tempérée 0“T que l'on vient de définir.

Définition 4.86. Soit (77,),,.y est une suite de distributions tempérées. On dit que 7T,
tend vers T dans S’(R?) si

Ve S(RY), (Tn,0)

(T, ¢).

n—+0o0
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4.6.2 Transformée de Fourier des distributions tempérées

Maintenant que ’on a introduit les distributions tempérées nous pouvons, comme
annoncé, définir la transformée de Fourier d’une telle distribution. Comme pour les
autres opérations, la définition pour les distributions doit généraliser celles déja données
pour les fonctions. De méme que ’on s’est appuyé sur la formule d’intégration par parties
pour définir la dérivée d’une distribution, on se base ici sur le corollaire 2.22.

Proposition-Définition 4.87. Soit T € S'(R%). Alors I'application T définie par

(T,¢) = (T, )

est une distribution tempérée sur R%, appelée transformée de Fourier de 7. On peut
également la noter FT.

Par définition, on a bien
(Tr0) = (T:9)

pour f € S(RY). C'est également le cas pour f e L*(R?) d’apres la remarque 2.24, et il
est facile de voir que cela vaut aussi pour f € L'(R%), en utilisant la densité de S(R9)
dans L'(R?) ou en observant directement que le calcul donnant le corollaire 2.22 est
encore valable directement pour f € L'(R%).

On donne maintenant un exemple usuel de transformée de Fourier pour une distri-
bution qui n’est pas une fonction.

Ezemple 4.88. Pour ¢ € S(R?) on a

5,8y = d(0) = jR b(z) da,
donc
5=1.

Inversement, par la formule d’inversion de la transformée de Fourier on a

Wd = [ deds = @),

donc
1= (2m)ds.

On conclut maintenant ce chapitre en étendant aux distributions quelques propriétés
usuelles de la transformée de Fourier.

Proposition 4.89. Soient T € S'(R?) et a € RL. On note eq la fonction® y — e~ =
e Y. On a

F(1,T) = e FT

et
Fle_oT) = 1o FT.

3. On donne les deux expressions pour insister sur le fait que a et y pourront chacun jouer les roles
de z et de &, si on se référe aux notations de la Proposition 2.12.(iii).
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Démonstration. Soit ¢ € S(RY). D’apres la Proposition 2.12.(iii) on a F(7,¢) = eqF¢
et Fle_qp) = 174F¢. On voit que cela se transpose effectivement aux distributions en
écrivant

<F(TaT)7¢> = <TaT7 f¢> = <T7 T—af¢> = <T7 F(ea¢)> = (.FT, 6a¢> = <€afT7 ¢>
et

(FleaT),9) = (e-aT, F¢) = (T e-aF¢) = (T, F(7-09)) = (FT,7-a9) = (1aFT,9) .
O

On étend maintenant aux distributions les résultats des Propositions 2.16 et 2.17.

Proposition 4.90. Soient T € S'(RY) et a € N2, Alors on a
F(0°T) = (i§)* F(T)

et
F(x°T) = (id)*F(T).

Démonstration. Soit ¢ € S(R?). D’aprés les Propositions 2.16 et 2.17 on a*
(F(2°T), ¢) = (=1)1*UT, 0°Fp) = (=1)1*(T, F((~iy)*¢)) = (FT, (iy)*¢) = ((iy)"T, F¢)
et
(FT),¢) = (I,y*Fo) = (I, F((=i0)*¢)) = (FT,(—i0)*¢) = ((i0)*FT, ),
ce qui donne les résultats annoncés. O

On généralise maintenant la formule d’inversion de la Proposition 2.14. On rappelle
qu’on avait défini sur Ll(Rd) Iopérateur F, analogue a la transformée de Fourier. Cette
définition peut s’étendre a une distributions tempérée T par

Ve SR, (FT,¢) = (T,Fo).

L’opérateur P peut également étre étendu aux distributions tempérées par la définition
Vo e S(RY), (PT,¢) = (T,P¢).

Les égalités (2.6) sont alors encore valables pour une distributions tempérée.

Proposition 4.91. Pour T e S'(R%) on a

_ 1 1 _
T=FFI= ——PFFI = —FFPT = FFT.
(2m) (2m)
Le résultat suivant donne un analogue pour les distributions & supports compacts de
I'expression (2.4).

Proposition 4.92. Soit T une distribution & support compact sur R®. Alors FT est
(la distribution associée a) une fonction C* dont toutes les dérivées sont a croissance
lente, et pour £ € R% on a

T(€) = (T,ec) -

4. Partout on note y la variable muette, elle peut jouer a la fois le role des variables x ou £ utilisées
habituellement.
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Démonstration. » Pour ¢ € R? on note f(¢&) = (T, e¢). D’apres le théoreme de déri-
vation sous le crochet, f est de classe C® sur R? et pour tous o € N% et ¢ € R? on
a

0°f(&) = (T, (—iz)%e) -
e Soit K un voisinage compact du support de T'. Il existe m € N et C' > 0 tels que
pour tout & € RY

0% (&)l < C D) sup|of(a®e ™).

18]<m reK

Ainsi il existe C' > 0 tel que pour tout ¢eR?ona

0 F(OI < CA+[¢]™).

Cela prouve que les dérivées de f sont a croissance lente.
e Soit ¢ € CP(R?). Soit P un pavé compact de R? contenant le support de ¢. Par le
théoreme d’intégration sous le crochet on a

100 = | @eowyay = (T, | owe,dy) = (1.76) = (FT.0).

et donc FT'=Ty. O

Si T et S sont deux distributions a supports compacts, on a défini le produit de
convolution T = S, et le produit TG a bien un sens puisque F' et G sont de simples
fonctions régulieres. Dans ce cas on peut généraliser la proposition 2.13.

Proposition 4.93. Soient T, S € £&'(R?). Alors on a
F(T*8)=F(T)F(S).

Démonstration. Les transformées de Fourier FT', FS et F(T % .S) sont des fonctions et
pour ¢ € R% on a

Or pour x € R% on a
(8 (Peg)) (=) = (8, (Peg)(—w = 1)) = (S, ec(w + 1)) = S(€)e™%,

donc

F(T+8)(&) = (T, 8(&)ee) = (FT)E)(FS)(E). 0
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