Chapitre 2

Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est un outil fondamental, en particulier pour I’étude des
équations aux dérivées partielles. La raison est qu’elle « diagonalise » (en un sens qu’il
faudra préciser) les opérateurs différentiels.

Commencons par rappeller la motivation de la réduction d’'un endomorphisme en
dimension finie. Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n € N. Soient A un
endomorphisme de E et ug € E. On considere sur E le probleme

{u’(t) = Ault), VteR, 1)

ott 'inconnue u est une fonction (disons de classe C') de R dans E. Le cas favorable est
le cas ou ug est un vecteur propre de A, associé a une valeur propre A € C. Dans ce cas,
il est facile de voir qu’on obtient une solution en posant, pour tout ¢ € R,

u(t) = ePug.

En effet, la fonction u ainsi définie est de classe C* de R dans E, on a u(0) = ug et,

pour tout t € R,
u'(t) = e g = e Aug = Aul(t).

Comme ’équation u’' = Au est linéaire par rapport a u, on obtient que si ug est une
combinaison linéaire de vecteurs propres, c’est-a-dire si

k
Uug = Z €4,
j=1

ouk <n,aq,...,a, € Ret pour tout j € [1, k] le vecteur e; est un vecteur propre de A
associée a une valeur propre \; € C, alors une solution de (2.1) est donnée par

k
u(t) = Z eMaje;.
j=1

L’intérét des résultats de réduction des endomorphismes est alors de donner des cri-
teres assurant que tout vecteur ug de E s’écrit comme combinaison linéaire de vecteurs
propres de A. Ainsi, si A est un endomorphisme diagonalisable et si on peut déterminer
ses valeurs propres et vecteurs propres, on pourra alors résoudre facilement le probleme
(2.1) pour n’importe quelle donnée initiale ug.
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Il se trouve que beaucoup de modeles issus de problémes concréts peuvent s’écrire
sous la forme (2.1), mais avec un espace E qui est un espace de fonctions (typiquement
L?(R%)), et donc de dimension infinie, et une application linéaire A qui est un opérateur
différentiel. Un exemple qui revient souvent (par exemple pour ’équation de la chaleur,
mais aussi pour ’équation de Schrédinger ou encore I’équation des ondes) est 'opérateur
Laplacien

Zd: -
A=A= —.
2
= ox;y,
L’équation de la chaleur sur R s’écrit par exemple
dwu(t,x) = Au(t,x), Vt=0,VzeRY

L’étude est évidemment plus compliquée qu’en dimension finie, raison de plus pour
I’aborder du bon point de vue.

Pour simplifier la suite de la discussion, on suppose que d = 1. Considérons pour le
moment I'exemple le plus simple d’opérateur différentiel sur R :

Av(z) = o' (2).

On cherche des vecteurs propres pour l'opérateur A, c’est-a-dire des fonctions v telles
que v' = Av pour un certain A € C. Les candidats sont évidemment les fonctions expo-
nentielles z — e**. Ces fonctions apparaissent déja dans la théorie des séries de Fourier,
qui ont précisément été introduites pour résoudre I’équation de la chaleur, mais sur un
intervalle borné. D’apres la théorie des séries de Fourier, si on note

2iTnx

éep:x+—e T , pourneEZ,

alors la famille (e, )nez est une base hilbertienne de espace de Hilbert LZ(R) des fonc-
tions f localement intégrables et T-périodiques de R dans C, muni de la norme définie
par

T
1 (2
1l = 7 |, 1F@F da.

_r
2

Ainsi pour toute fonction f € L3(R) on a dans L3 (R)

N 1 % _ 2inny
F=YeaNen ot ealf)=(fren) == | e T f(y)dy.
En outre, chaque e, est un vecteur propre pour l'opérateur de dérivation. Si f est

réguliere on a alors
9
fr= Z en(fen = Z %Cn(f)en-

neZ nez

Cela vaut pour les fonctions T-périodiques, quitte a périodiser, cela vaut donc également
pour les fonctions définies sur un intervalle de longueur 7.

Ici, on s’intéresse a des fonctions qui ne sont pas périodiques et sont définies sur tout
R. Formellement, on a envie de voir ce qu’il se passe si on fait tendre T vers +00 dans
les expressions précédentes. En observant que pour ¢ € Ci°(R) on a

%%qu (2””> [ s (2.2

T T T—+0 R
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(c’est essentiellement une somme de Riemann), on a trés envie d’écrire f(x) comme

L (f e f(y) dy) 7€ d. (2.3)
27 Jr \JUr

Si cette écriture a un sens, et qu’elle donne vraiment une expression de f(z), alors
on aura écrit f comme une intégrale (qui peut étre vue comme la limite d’une série,
voir (2.2), ou encore comme une « somme continue ») de fonctions de la forme cg(f)e@,
qui sont bien des « vecteurs propres » (encore faudrait-il préciser I'espace dans lequel
on travaille) associ¢ a l'opérateur de dérivation. En outre le coefficient c¢(f) corres-
pondant s’écrit comme le produit scalaire dans L?(R) de f avec la fonction conjuguée
x> @€ = ¢7¢ Sauf que la fonction  — €™ n’est pas du tout dans L2(R). ..

Ainsi, la définition de la transformée de Fourier sur R (ou R? pour tout d € N*) est
motivée et guidée par les bonnes propriétés des séries de Fourier sur un intervalle borné,
mais pour espérer obtenir des résultats analogues dans ce cadre, une analyse spécifique
est nécessaire. C’est ’objet de ce chapitre.

2.1 Classe de Schwartz

Dans ce chapitre on sera amené a s’appuyer sur les fonctions de Schwartz.

Définition 2.1. On note S(R?) et on appelle classe de Schwartz I’ensemble des fonctions
¢ de classe C® sur R? telles que pour tout a, 3 € N% il existe Cu,3 > 0 pour laquelle

Vo e RY, ’xaa%(g;)’ < Cagp.

On dit que toutes les dérivées de ¢ sont a décroissance rapide.

Ezemples 2.2. — On a CF(RY) c S(RY).
— L’application z — e~lel” est dans S (R%) mais pas dans C$°(RY).

Définition 2.3. On dit que f : RY — C est & croissance au plus polynomiale (& crois-
sance lente) s’il existe N € N et C' > 0 tels que

Vo e RY, |f(z)] < C(1+ ]m\)N

Proposition 2.4. S(RY) est un espace vectoriel, stable par produit usuel, par produit
de convolution, par dérivation et par multiplication par une fonction de classe C* dont
toutes les dérivées sont a croissance lente.

Démonstration. Montrons que si f et g sont des fonctions de Schwartz alors leur produit
de convolution (f # g) est également dans S(R?). Soient k € N et € R%. Soit y € R?. Si
2] = 2]y on a

_ 1l > 12

| =yl = |z = Iyl = =,

d’ou

12l*|(f * 9)(@)] < |zf* j @)l lo(v)] dy

yeRd

|f(z —y) 2 |y* g(y)| dy.

3 lvl>15!

= JyK 2t |2 — y|k |f(z —y)llg(y)| dy + J

Cela prouve que si f et g sont a décroissance rapide, alors (f # g) l'est également.
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Par dérivation sous 'intégrale, on voit que pour f,g e S (Rd) le produit de convolution
(f * g) est de classe C® sur R? et pour B € N on a d°(f * g) = (0°f) * g. Le résultat
précédent appliqué & 0% f et g assure que les dérivées de (f = g) sont a décroissance
rapide, et donc que (f * g) € S(RY). O

Puisqu’on travaillera également dans différents espaces de Lebesgue, on donne quelques
liens utiles entre ces différents espaces.

Proposition 2.5. (i) Pour tout p € [1,+] on a S(RY) = LP(R?).

(i) Pour p € [1,+ow[, S(R?) est dense dans LP(R?). Plus précisément, pour p,q €
[1, +00[ et f € LP(RY) n LI(RY) il existe une suite (f), oy de fonctions de Schwartz
qui converge vers f dans LP(RY) et dans LI(RY).

Le premier point est facile, pour le deuxiéme on utilise le fait que ces propriétés de
densité sont déja valables pour CL(R?), qui est inclus dans S(R?).

On termine avec la propriété d’integration par parties sur R¢. La forte décroissance
des fonctions de Schwartz a I'infini assure qu’il n’y a pas de difficulté avec les termes de
bord pour montrer le résultat suivant.

Proposition 2.6. Soit u € C'(R?) une fonction a croissance lente dont les dérivées
partielles d’ordre 1 sont également d croissance lente. Soit v e S(R?). Alors pour j €
[1,d] les fonctions (ju)v et u(djv) sont intégrables sur RY et on a

fRd(aju)v dz = — J u(év) da.

R4

2.2 Transformée de Fourier dans L!

On commence par définir ce qui jouera le role de « coefficient de Fourier » pour une
fonction qui n’est pas périodique. C’est dans 'espace L'(R?) que la définition suivante
a naturellement un sens.

Définition 2.7. Soit f € L'(R%). Pour £ € R% on pose
fe) = | sty da. (2.4

La fonction f ainsi définie sur R¢ est appelée transformée de Fourier de f. On la note
également Ff.

Cette définition est bien licite car la fonction x + e~ f(x) est intégrable pour tout
¢ € RY. En outre, la définition de f (&) ne dépend pas du choix d’un représentant pour
f (autrement dit, on ne change pas la définition si on remplace une fonction intégrable
f par une fonction qui lui est égale presque partout). Dans la suite on ne discutera plus
la distinction entre fonctions de El(Rd) ou classes d’équivalence modulo égalité presque
partout dans L'(R%).

On note que méme si f n’est définie qu’a égalité presque partout pres, f est bien
définie ponctuellement. On remarque en particulier que f (0) est simplement l'intégrale
de f:
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Exemple 2.8. Soit a > 0. On considére sur R la fonction f : z — 2—1(111[,(1@]. Alors
feLYR), f(0) =1 et pour £ € R* on a

5 (e _ 1 e —¢la&  sin(af)
_ = —ix€ _ = _
f(g) 2@ f € dx 2@ ‘

—i§ ag

Ezemple 2.9. Soit a > 0. Pour z € R on pose f(z) = e~*l. Alors f € L'(R) et pour
¢ € R on a (exercice)

—a

A 2a
f€) = m-

Remarque 2.10. Plusieurs conventions co-existent pour la définition de f . On peut poser

~ 1 o
o - — [ e i@
(2m)2z JRrd
L’avantage de cette définition est que l’expression de la transformée de Fourier et de
sa transformée inverse (voir la Proposition 2.14) sont symétriques, et il n’y a pas de
facteur 27 dans I'identité de Parseval (voir la Proposition 2.21). Par contre un facteur

(27r)g apparait par exemple pour le produit de convolution (voir la Proposition 2.13).
Un autre convention est de poser

fie) = | et sy da.

Aucun de ces choix n’est meilleur que les autres, si on retire le facteur 27 & un endroit
de la théorie il réapparaitra ailleurs. Ainsi, quand on utilise la transformée de Fourier,
il est préférable de toujours commencer par rappeler la définition utilisée et de bien
étre cohérent par la suite (méme si le facteur (27)? est en général inoffensif pour les
propriétés étudiées).

On donne maintenant un certain nombre de propriétés de base pour la transformée
de Fourier.

Proposition 2.11. (i) Pour f € L'(RY), f est bornée et | fllo < | f],-
(i) L’application f — [ est linéaire de L*(R?) dans L*(R%).
(iii) Pour f e L*(RY), f est continue sur RY et tend vers 0 quand |€| tend vers +oo.

Démonstration. Les deux premieres propriétés résultent de 'inégalité triangulaire et de
la linéarité de l'intégrale. La continuité de f est conséquence du théoreme de continuité
sous l'intégrale.

Montrons que f tend vers 0 quand |€| tend vers +00. On commence par supposer que
f est dans S(R?). Soit j € [1,d]. Soit & = (£1,...,&,) € RY tel que & # 0. En effectuant
une intégration par parties on obtient

~ 1 . . —
= — | -0y e f(x)de = — —wto, f(x)dr = — 0y, f(€).

f(6) 6 fRd we S f(x) dr i JRde o, f(x) dx i 2 F(§)
Puisque 0, f € L'(R?) on a gj\f e L*(RY), et donc f(€) tend vers 0 quand |¢;| tend
vers +00. Ceci étant valable pour chaque 7, on obtient le résultat pour f e S(R?).

On considére maintenant le cas général. Soit donc f € L'(R?). Soit £ > 0. Comme

S(R?) est dense dans L'(R?), il existe g € S(R?) telle que |f — g[;1 < §. En outre il
existe R > 0 tel que pour |{| > R on a [§(£)| < §. Pour [£| > R on a alors

1 1

A

FOI <15 - 31+ 13 < If gl + 5 <=

Cela prouve que f(¢) tend vers 0 quand |¢| tend vers +c0. O
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La démonstration des propriétés suivantes est laissée en exercice :

Proposition 2.12. Soit f € L'(R%).
(i) Si f est paire (respectivement impaire), alors f paire (respectivement impaire).
Plus généralement, si on note P Uopérateur qui a une fonction f associe Pf :x —
f(=x), alors pour f € L'(R?) on a

PFf = FPf. (2.5)

(i) Si f est a valeurs réelles alors f(—€) = f(€) pour tout & € RY.
(iii) Soient xg € RY et g : x — f(x — x0). Alors §(€) = f(€)e™"0¢ pour tout & € RY.
Soient &g e RY et g : x — %0 (). Alors §(€) = f(§ — &) pour tout £ € RY,
(iv) Soient a >0 et g: x — f(ax). Alors §(§) = ﬁf(g) pour tout £ € R,
Une propriété remarquable (et qui jouera un role important dans les applications)

est que la transformée de Fourier d'un produit de convolution est le produit usuel des
transformées de Fourier.

Proposition 2.13. Soient f,g e L'(R%). Alors on a
frg=13.
Démonstration. Soit ¢ € R, L’application (z,y) — e < f(x — y)g(y) est mesurable et

d’apres le théoreme de Fubini-Tonelli et les propriétés du produit de convolution dans
L' (R%) on a

J]Rd xRd

D’apres le théoreme de Fubini-Lebesgue on a alors

e~ (g — y)g(y)) dzdy < fRd

U £ (@ =)l 19 (y)] dy> de <[ f], gl < +eo.
Rd

—

@) = | e

|
S ?

e (  Je=atw) dy) i

i) ([ e as ) ay
£)y(&). O

>
—~

2.3 Formule d’inversion

La propriété qui fait que la transformée de Fourier est utilisable en pratique est qu’on
peut retrouver la fonction de départ si on connait sa transformée de Fourier.

Proposition 2.14. Soit f € L'(R?) telle que fe LY (RY). Alors pour presque tout x € R?

on a
1

T) = — e f )
@) = g |, €= F©)de

On observe que la formule donnant la transformée de Fourier inverse est quasiment
la méme que celle donnant la transformée de Fourier elle-méme (seul le signe dans
I’exponentielle change, et notre choix de convention pour F fait qu’il y a un facteur
(2m)~? qui differe). Pour g € LY(R?) et x € R? on pose

Fola) = o |, €000 dt = g (Fa) ().
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Avec la notation P introduite a la Proposition 2.12 cela s’écrit encore

— 1 1
F = (27r)d73]:: (27r)d]:73'
On peut alors écrire
— 1 1 _
— - _ - - i 2.
f=FFf (27r)d73.7:]:f (27r)d}—]:73f FFf (2.6)

Démonstration. e« Pour € > 0 et z € R? on pose

1 1

— ix-g f — ix-€ ,—e(|€1]++éal) £
F@) = gt | €7 SFO et Pula) = g | eimterlate o ) e

Par le théoréme de continuité sous I'intégrale, ces deux fonctions sont continues sur R¢.
En outre, par le théoréme de convergence dominée on a, pour tout z € R,

e Soient € > 0 et z € R%. La fonction
(y,€) > @V EgmellEalFleal) £(y))

est intégrable sur R? x R?, donc par le théoréme de Fubini-Lebesgue on a

Fg(ﬁ) = (271.‘.)d JRd eix'gefg(‘le'“Hﬁd‘) (J;Rd efiy'éf(y) dy> d€

1 d 4
- - (2 =) o —eléil ge . du.
oy [ (TT [ tommeetslas ) s

Soit j € [1,d]. Le calcul de I'Exemple 2.9 donne

J i@ =vi& eelel ge; —
R

2e
2+ (zj —y;)*

Pour s = (s1,...,s;) € R on note

_ﬁ 1 ; B 1 <5>
X(S)—Flm e Xa(s)—gX )

On a alors
1 (2¢)%f(y)
@m) Jas T, (2 + (2 — ))?)

Comme (X¢)cejo,1] définit une approximation de I'unité, on a F; € L' (RY) et

F.(z) =

dy = (xe * f)(2).

|E2 = flpn —5 O

En particulier, il existe une suite (e5,),y qui tend vers 0 et telle que F;, tend vers f
presque partout. Cela prouve que F = f presque partout. ]

Ainsi on a montré que sous les hypotheéses de la Proposition 2.14, ’expression obte-
nue formellement en (2.3) est bien valable pour presque tout x € RZ.

On observe que la Proposition 2.14 prouve par ailleurs l'injectivité de la transformée
de Fourier dans L'(R?).

Corollaire 2.15. Si f € L'(RY) est telle que f =0 presque partout, alors f = 0.

Démonstration. Si f = 0 alors en particulier f e L'(R?). On peut donc appliquer la
proposition 2.14, qui montre que f(z) = 0 pour presque tout x € R4, ]
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2.4 Dérivation et multiplication par un polynéme - Trans-
formée de Fourier dans S

On discute maintenant la propriété pour laquelle on a introduit la transformée de
Fourier, & savoir le bon comportement vis-a-vis des opérateurs de dérivation. On travaille
avec les fonctions x — €€ car les dériver revient & les multiplier par un scalaire. Ainsi,
si

f@) = o | e ag
(2m)? Jpa ’

on voudrait pouvoir écrire

00,1 @) = G | €5 e

Le calcul effectué pour la preuve de la Proposition 2.11 donne la propriété suivante.

Proposition 2.16. Soit f € S(RY). Soit j € [1,d]. Alors pour £ € R on a
0, J(€) = i&; £ (€)

En particulier, Uapplication & — @-f(&) est dans L™ (RY).

Cette propriété peut en fait étre étendue a toute fonction f € L'(R%) n C1(RY) telle
que la dérivée partielle J, f est encore dans L' (RY).

Du fait que la transformée de Fourier inverse a une expression analogue a la trans-
formée de Fourier elle-méme, il n’est pas surprenant de constater qu’on a en fait une
propriété analogue dans 'autre sens. C’est-a-dire que la transformée de Fourier change
la multiplication par la variable x; en une dérivation par rapport a §; :

Proposition 2.17. Soit f € S(RY). Soit j € [1,d]. Alors f est dérivable par rapport
& et pour tout § € R? on a

i F(€) = idg, f(€).

Démonstration. Pour (z,£) € R x R? on note ¢(z,£) = e @< f(z). Alors ¢ est dérivable
par rapport a £ et pour tout (z,¢) € (R%)? on a

‘ gf <x,§>' = | iye p )| = s f@)]

Comme la fonction x +— |z;f(x)| est intégrable sur R%, on obtient par le théoréme de
dérivation sous I'intégrale que f est dérivable par rapport a &; sur R? et, pour ¢ € R,

N

0 f6) = | e (@) do = 2 7(6). .

On remarque que la preuve est en fait valable pour toute fonction f € L'(R?) telle
que z — z; f(x) est intégrable.

L’espace de Schwartz est ’espace des fonctions pour lesquelles on peut dériver et
multiplier par la variable autant de fois que 'on veut. En outre, ces deux opérations
jouent des roles symétriques vis-a-vis de la transformée de Fourier. Avec les deux pro-
positions précédentes, tout indique que c’est un espace dans lequel la transformée de
Fourier est particulierement agréable.
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Proposition 2.18. La transformée de Fourier F réalise une bijection de S(R?) dans
lui-méme, et sa réciproque est la restriction de F a S(RY). En outre, pour f € S(RY),
a,eN et éeR? on a

T (&) = (=) TP F(agal £)(€). (2.7)

Démonstration. Soient f € S(RY) et o, 3 € N%. En appliquant |3| fois la proposition
2.17, on obtient que la dérivée partielle é’? f existe et

P 1(§) =75 ().
En appliquant maintenant la proposition 2.16 aux dérivées successives de z° f on obtient
o9af f (&) = il*IPlea] f ().

En particulier, la fonction & — £*0° f (€) est bornée. Cela assure que fes (RY) et prouve
(2.7). La restriction Fs de F a S(RY) est alors injective par le Corollaire 2.15. Enfin,
d’apres (2.6) on a f = %]—7—"73‘)", donc Fs est surjective. Ainsi Fgs est une bijection

27T)2d

de S(R?), et sa réciproque est la restriction de F a S(R?). O

Ezemple 2.19. Soit f € S(R?). Alors la transformée de Fourier de —Af est & — [¢]? f(€).
Ezxemple 2.20. On cherche a calculer sur R la transformée de Fourier de la Gaussienne

CL'Q A
f:x— e 7z.0nnote que f € S(R). En particulier f € S(R). Puisque f'(z) = —zf(x)
pour tout z € R, on a pour £ € R

Cela prouve que

Or on sait que

donc pour tout £ € R on a

£(6) = vare 5.

Plus généralement, pour ¢ > 0, si on considere :x— e 202 alors pour £ € R on a
) ) g

022

fo(§) = ov/2me™ 2

2.5 Transformée de Fourier dans L2

Jusqu'ici on a discuté les propriétés de la tranformée de Fourier dans L'(R?) (car
c’est l'espace dans lequel la définition a naturellement un sens) ou de sa restriction a
S(R?) (car c’est 'espace le plus confortable). Mais ce ne sera pas suffisant. Notre espace
préféré en analyse des équations aux dérivées partielles sera ’espace LQ(Rd), qui a le
bon goiit d’étre un espace de Hilbert. On a donc besoin de savoir manipuler la transfor-
mée de Fourier dans L?(R%). Probléme, une fonction dans L?(R%) n’est pas forcément
intégrable, et la transformée de Fourier telle que définie en (2.4) n’a méme pas de sens
dans ce cas.

On commence par pousser un peu plus loin I’analyse de la transformée de Fourier
pour les fonctions de Schwartz. Puisque S(R?) est inclus dans L?(R?), on peut le munir
de la norme correspondante. La transformée de Fourier de S(RY) est alors (quasiment)
une isométrie pour cette norme :
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Proposition 2.21. Soient f,g e S(RY). Alors on a

F(©a€)de = @m)? | f(x)g(z) da
R4 R4
En particulier, R .
Iflz2 = (2m) 2] f] L2

Démonstration. L’application (z, &) — e @€ f(z)g(€) est intégrable sur R? x R?, donc
par le théoréme de Fubini-Lebesgue on a

| foe i - f < [Le < roe) e ae
= [ s ([ @) an
= [ re([ et ac) o
- o) [ s e
La deuxiéme propriété suit en prenant g — f. 0

En prenant g = ¢ on peut ré-écrire ’égalité précédente comme suit.

Corollaire 2.22. Pour f,¢ € S(R?) on a
| foa =] toa.
R4 R4

On utilise maintenant le fait que S(R?) est dense dans L?(R?) pour étendre la trans-
formée de Fourier de S(RY) en une (quasi) isométrie de L?(R%).

Théoréme 2.23. II existe un unique isomorphisme F de L*(R?) coincidant sur S(R?)
avec la transformée de Fourier et tel que

Vf e LXRY, |Fflpme = @2 |Fl L2 - (2.8)

Démonstration. e On suppose que deux isomorphismes de L%(R?) vérifient les condi-
tions du théoréme. Ce sont en particulier deux applications continues sur L?(R%) qui
coincident sur la partie dense S(R?). Elles coincident donc partout, ce qui assure 1'uni-
cité.

e Soit f e L*(R%). 1l existe une suite (f,),oy de fonctions de Schwartz qui converge
vers f dans L?(R?). D’aprés la Proposition 2.21, la suite (};)neN est de Cauchy dans
L?*(R%). Comme L?*(R%) est complet, ﬁ admet une limite, qu’on note F f. On peut alors
vérifier que cette définition de Ff ne dépend pas du choix de la suite (fy,), .y €t que
pour f € S(RY) la limite ainsi obtenue coincide bien la transformée de Fourier de f. Par
linéarité de la transformée de Fourier sur S(R?) et la Proposition 2.21, I'application F
est linéaire et vérifie (2.8). Par continuité, I'égalité (2.6) est encore valable dans L2(R%),
ce qui assure que F est surjective. ]

Remarque 2.24. Pour f,ge L*(R%) on a

| FrFaas— | foan

! JRd(Ff)g dy = fRd f(Fg)dy
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Proposition 2.25. L’isomorphisme du Théoréme 2.23 coincide avec la transformée de
Fourier sur L*(R%) n L?(RY).

Démonstration. Soit f € L*(R%) n L2(R%). Pour cette démonstration on note f la trans-
formée de Fourier de f au sens de (2.4), et Ff la fonction dans L?(RY) donnée par le
Théoreme 2.23. Soit (fy),cn une suite de fonctions de Schwartz qui converge vers f dans
L'(R%) et dans L?(R%). Avec la méme convention que pour f, on a fn = Ff pour tout
n € N. Comme F est continue sur L?(R%) on a

|Ffn = Fflla 7= 0-

En particulier, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que F f, tend vers F f
pour presque tout z € R%. D’autre part on a

1 fo = flloo < 1f = ful, ——=0.

n—+0o0
Cela implique que Ff = f presque partout. ]

On rappelle que pour une fonction qui n’est pas intégrable, on ne peut pas utiliser
Pexpression de F f donnée par (2.4). On a tout de méme la propriété suivante, ou f,, est
une sorte de tranformée de Fourier tronquée pour des fonctions localement intégrables.

Proposition 2.26. Soit f € L?>(R?). Pour n e N et £ € R? on note
@ = | e
B(n)

ot B(n) désigne la boule de rayon n centrée en 0. Alors on a

an_]:f”2 0.

n—-+aoo

Démonstration. Par le théoreme de convergence dominée on a

| LBy f = fly ——0.

n——+o0

Comme 1p,) f € L' ~ L? pour tout n € N, on obtient par la proposition 2.25

|fo = Ffl2 = |F(Lpgmf) = Fflly, ——0. -

n—+ao0

2.6 Exemple d’application
Pour f e S(RY), on considére I’équation
—Au+u=f, (2.9)

d’inconnue v € S(R?). En prenant la transformée de Fourier, on obtient que u est
solution si et seulement si pour tout & € R% on a

(161> + Da(e) = f(€),

soit
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THeE Cela définit une fonction

On consideére la fonction f qui & & € R associe
feSMRY et ona
IFlze < 1 flze = @2 ]2
On pose alors Rf = F~1f. Cela définit également une fonction de S(R?) et on a

IRflp = @) fllze < | ]2

Il n’est pas difficile de vérifier que I'application f — Rf est linéaire. Ainsi R définit une
application linéaire de S(R?) dans lui-méme, continue pour la norme L2. Elle s’étend
donc par continuité en une application linéaire continue sur L?(R%).

Pour f € S(RY) on a alors
(—A+1)Rf = f.

On peut ensuite vérifier que pour tout u € S(R?) on a
R(—=A + 1)u = u.

Ainsi R est sur S(R?) la bijection réciproque de (—A + 1) (par contre, attention, R n’est
pas une bijection sur L2(R%)).

Une derniére question & propos de cet exemple. Etant donnée fes (Rd), peut-on
donner une expression un peu plus explicite pour la solution Rf du probléme (2.9)?
On doit calculer la transformée de Fourier inverse du produit de deux fonctions. C’est
la qu’intervient le produit de convolution (voir la proposition 2.13). Ainsi, si G est une
fonction dont la transformée de Fourier est donnée par

alors on aura

et donc
Rf(z) = (G [)(z).

Reste a déterminer G. Au moins pour la dimension d = 1, on a déja fait le calcul a
I’Exemple 2.9 et on obtient

Cela donne

R o1yl
Rf@) = | St = | Sre— vy

On peut alors vérifier par un calcul explicite (le faire en exercice) que si f € S(R) alors
pour tout z € R on a bien

—(Rf)"(x) + Rf(z) = f().

En dimension 1, le résultat n’est pas treés spectaculaire, car il s’agit simplement d’une
équation différentielle ordinaire & coeflicients constants, et on aurait pu obtenir le méme
résultat avec une double variation de la constante, mais la méthode illustrée sur cet
exemple simple sera utile pour des problémes plus subtiles. ..
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