
Rappels d’intégration

Le but de ces notes est de rediscuter rapidement le contenu du cours d’intégration de
Lebesgue. Ce résumé rapide est bien évidemment très incomplet et ne saurait se substituer à
un cours plus sérieux. Il s’agit plutôt d’un guide de relecture du cours, en vue de se rafraichir
la mémoire avant d’aller plus loin.

Quelques exemples de bonnes lectures sur le sujet :
— Th. Gallouët, R. Herbin, Mesure, intégration, probabilité.
— M. Briane, G. Pagès, Théorie de l’intégration, convolution et transformée de Fourier.
— W. Rudin, Analyse réelle et complexe.

0.1 Intégrales d’une fonction continue par morceaux sur
un segment

On commence par rappeler une définition et les principales propriétés de l’intégrale de
Riemann pour une fonction d’une variable réelle. On se contentera d’énoncer les résultats
pour des fonctions continues ou continues par morceaux. Considérer en toute généralité les
fonctions intégrables au sens de Riemann est un raffinement intéressant mais pas vraiment
indispensable, surtout quand on dispose par ailleurs de l’intégrale de Lebesgue.

Néanmoins, quitte à faire ces rappels, on en profite pour observer que tous les résultats
(à l’exception de la proposition 0.8 à propos de la relation d’ordre) sont valables pour des
fonctions de R dans un espace de Banach quelconque, ce qui ne sera pas le cas pour l’intégrale
de Lebesgue.

Dans tout ce paragraphe on considère donc un espace de Banach E sur R ou sur C (on
notera K le corps en question). Pour conserver des notations proches de celles du cas usuel
(E “ R), on notera simplement |¨| la norme de E.

On commence par rappeler la définition et les propriétés de base des fonctions continues
par morceaux.

Définition 0.1. Soient ra, bs un segment de R et f une fonction de ra, bs dans E. On dit que
f est continue par morceaux s’il existe n P N˚ et x1, . . . , xn P ra, bs tels que

a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b,

et pour tout j P �1, n� la restriction de f à sxj´1, xjr est continue et admet des limites finies
en xj´1 et xj .

Proposition 0.2. (i) L’ensemble des fonctions continues par morceaux est stable par somme,
produit et multiplication par un scalaire.

(ii) Une fonction continue par morceaux sur un segment est bornée.

On rappelle par ailleurs qu’une fonction continue sur un segment est uniformément conti-
nue (théorème de Heine).

Quelle que soit la définition choisie, l’idée de l’intégrale de Riemann est d’approcher une
fonction par des fonctions en escalier (constantes par morceaux) de plus en plus fines.
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Définition 0.3. Soit ra, bs un segment de R. On appelle subdivision pointée σ de ra, bs la
donnée

— d’un entier n P N˚,
— de x0, . . . , xn P ra, bs tels que a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b,
— et de ξ1 P rx0, x1s, ξ2 P rx1, x2s, . . ., ξN P rxn´1, xns.

En outre on dit que le pas de cette subdivision σ est inférieur ou égal à δ ą 0 si

@j P �1, n�, xj ´ xj´1 ď δ.

Étant donnée une fonction f de ra, bs dans E on note alors

Sσpfq “
nÿ

j“1

fpξjqpxj ´ xj´1q.

Cela revient à approcher f par une fonction qui vaut fpξjq sur sxj´1, xjr pour tout j P �1, n�.
Proposition 0.4. Soit f une fonction continue par morceaux de ra, bs dans E. Alors il existe
un unique élément Ipfq de E vérifiant la propriété suivante. Pour tout ε ą 0 il existe δ ą 0
tel que pour toute subdivision pointée σ de ra, bs de pas inférieur ou égal à δ on a

|Sσpfq ´ Ipfq| ď ε.

On note alors

Ipfq “
ż b

a

fpxq dx.

Typiquement, un choix naturel pour avoir une subdivision de plus en plus fine du segment
ra, bs est de choisir une subdivision uniforme. Étant donné N P N˚ on pose, pour tout
j P �0, n�

xj “ a ` j

n
pb ´ aq.

Et des choix naturels pour choisir ξj dans rxj´1, xjs sont de prendre ξj “ xj´1 ou ξj “ xj .
On obtient alors, pour tout fonction f continue par morceaux sur ra, bs :

b ´ a

n

n´1ÿ

j“0

f

ˆ
a ` j

n
pb ´ aq

˙
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ż b

a

fpxq dx

ou
b ´ a

n

nÿ

j“1

f

ˆ
a ` j

n
pb ´ aq

˙
ÝÝÝÝÝÑ
nÑ`8

ż b

a

fpxq dx.

Si a, b P R sont tels que a ă b alors on pose
ż a

b

fpxq dx “ ´
ż b

a

fpxq dx.

Proposition 0.5 (Relation de Chasles). Soient ra, bs un segment de R et f une fonction
continue par morceaux de ra, bs dans E. Soit c P ra, bs. Alors on a

ż b

a

fpxq dx “
ż c

a

fpxq dx `
ż b

c

fpxq dx.

Proposition 0.6 (Linéarité de l’intégrale). Soient ra, bs un segment de R, f et g deux
fonctions continues par morceaux de ra, bs dans E et λ P K. Alors on a

ż b

a

pf ` gqpxq dx “
ż b

a

fpxq dx `
ż b

a

gpxq dx

et ż b

a

pλfqpxq dx “ λ

ż b

a

fpxq dx.
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Proposition 0.7 (Inégalité triangulaire). Soient ra, bs un segment de R et f une fonction
continue par morceaux de ra, bs dans E. Alors on a

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ż b

a

fpxq dx
ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ż b

a

|fpxq| dx.

Proposition 0.8 (Positivité de l’intégrale). Soient ra, bs un segment de R et f et g deux
fonctions continues par morceaux de ra, bs dans R. Si

@x P ra, bs, fpxq ď gpxq,
alors ż b

a

fpxq dx ď
ż b

a

gpxq dx.

Proposition 0.9. Soient I un intervalle de R, a P I et f une fonction continue par morceaux
de ra, bs dans E. Pour x P I on pose

F pxq “
ż x

a

fptq dt. (0.1)

Alors F est continue sur I.

Théorème 0.10 (Primitive d’une fonction continue). Soient I un intervalle de R, a P I et
f une fonction continue de I dans E. Alors la fonction F définie par (0.1) est de classe C1

sur I et F 1 “ f .

Théorème 0.11 (Théorème fondamental de l’analyse). Soient I un intervalle de R et f une
fonction continue de I dans E. Alors f admet une infinité de primitives sur I, et si F est
l’une d’entre elles alors pour tous a, b P I on a

ż b

a

fpxq dx “ F pbq ´ F paq.

Proposition 0.12 (Intégration par parties). Soient ra, bs un segment de R et u et v deux
fonctions de classe C1 de I dans E. Alors on a

ż b

a

u1pxqvpxq dx “ upbqvpbq ´ upaqvpaq ´
ż b

a

upxqv1pxq dx.

Théorème 0.13 (Changement de variables). Soient ra, bs un segment de R et ϕ une fonction
de classe C1 de ra, bs dans un intervalle I de R. Soit f une fonction continue par morceaux
de I dans R. Alors on a

ż b

a

fpϕptqq ϕ1ptq dt “
ż ϕpbq

ϕpaq
fpxq dx.

0.2 Intégrales généralisées
On considère maintenant des fonctions définies sur des intérvalles qui ne sont pas néces-

sairement des segments. On rappelle qu’une fonction continue par morceaux sur un intervalle
I de R est une fonction dont la restriction à n’importe quel segment de I est continue par
morceaux.

Définition 0.14. — Soient a P R et b Psa,`8rYt`8u. Soit f une fonction continue par
morceaux de ra, br dans E. On dit que l’intégrale généralisée

şb
a
fptq dt est convergente

si la fonction
x ÞÑ

ż x

a

fptq dt
(bien définie de ra, br dans E) admet une limite dans E quand x tend vers b. Dans ce
cas on note ż b

a

fptq dt “ lim
xÑb

ż x

a

fptq dt.
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— On a une définition analogue pour une fonction sur sa, bs avec b P R et a Ps ´
8, brYt´8u.

— Soient a P R Y t´8u et b Psa,`8rYt`8u. Soit c Psa, br. Soit f une fonction conti-
nue par morceaux de sa, br dans E. On dit que l’intégrale généralisée

şb
a
fptq dt est

convergente si les intégrales
şc
a
fptq dt et

şb
c
fptq dt le sont. Dans ce cas on pose

ż b

a

fptq dt “
ż c

a

fptq dt `
ż b

c

fptq dt.

La convergence de l’intégrale et, le cas échéant, sa valeur, ne dépendent pas du choix
de c.

Proposition 0.15 (Intégrales de Riemann). — L’intégrale généralisée
ż `8

1

1

tα
dt est conver-

gente si et seulement si
α ą 1,

et dans ce cas on a ż `8

1

1

tα
dt “ 1

α ´ 1
.

— L’intégrale généralisée
ż 1

0

1

tα
dt est convergente si et seulement si

α ă 1,

et dans ce cas on a ż 1

0

1

tα
dt “ 1

1 ´ α
.

Proposition 0.16 (Comparaison d’intégrales généralisées). Soient a P R et b Psa,`8rYt`8u.
Soient f une fonction continue par morceaux de ra, br dans E et g une fonction continue par
morceaux de ra, br dans R`. On suppose que pour tout x P ra, br on a

|fpxq| ď gpxq

et que l’intégrale
şb
a
gptq dt est convergente. Alors l’intégrale

şb
a
fptq dt est également conver-

gente.

On dit que l’intégrale
şb
a
fptq dt est absolument convergente si l’intégrale

şb
a

|fptq| dt est
convergente. La proposition précédente implique en particulier qu’une intégrale absolument
convergente est convergente. La réciproque est fausse, par exemple l’intégrale

ż `8

1

cospxq
x

dx

est convergente sans être absolument convergente.

0.3 Mesure de Lebesgue
Le point de départ de la théorie de l’intégration est le calcul d’aires de parties du plan

R2 ou de volumes de parties de l’espace R3. Cette notion d’aire est intuitive tant que l’on
se contente d’ensembles simples. Le but de la mesure de Lebesgue est de définir ce qu’on
appelle volume d’une partie de Rd (ou longueur en dimension 1 et aire en dimension 2) de
façon générale. Ce sera utile en particulier pour définir l’intégrale de Lebesgue.

Le cahier des charges minimal pour une notion raisonnable de mesure est le suivant :
(i) La mesure d’une partie de Rd est un réel positif ou `8.
(ii) La mesure coïncide avec la définition intuitive sur les ensembles de base (on se basera

sur les pavés de Rd). En dimension 2, cela signifie que la mesure d’un rectangle de la
forme ra, bs ˆ rc, ds (avec a ă b et c ă d) doit être pb ´ aqpd ´ cq.

(iii) La mesure est invariante par translation.
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(iv) La mesure d’une union disjointe de parties de Rd doit être la somme des mesures des
parties considérées.

Cette dernière condition cache une subtilité importante et doit être précisée. On ne peut
pas demander que la mesure d’une union quelconque de parties de Rd soit la somme des me-
sures des parties en question. Déjà, il faudrait être clair sur ce qu’est une somme quelconque.
Mais surtout, un singleton est une partie de mesure nulle et toute partie de Rd est union de
singletons deux à deux disjoints, donc toute partie de Rd serait de mesure nulle.

On peut restreindre la condition aux unions finies. Cela fonctionne, mais cela ne donne pas
une définition suffisament souple (en gros, cela définit la mesure de Jordan, qui correspond
en fait à l’intégrale de Riemann).

Le bon compromis, qui typiquement donnera de bonnes propriétés vis-à-vis des passages
à la limite, est d’imposer la troisième condition pour les unions dénombrables de parties de
Rd deux à deux disjointes. La sommes des mesures de ces parties n’est alors rien d’autre
qu’une série à termes positifs.

Malheureusement, il n’existe pas d’application sur l’ensemble des parties de Rd qui vérifie
toutes ces conditions. La seule concession que l’on peut encore faire est donc de renoncer à
définir la mesure de toute partie de Rd.

Une façon usuelle de construire la mesure de Lebesgue (disons sur R2 qui est le cas le
plus simple à visualiser) est d’approcher un ensemble par une l’union d’une suite de petits
rectangles et d’approcher la mesure de l’ensemble par la somme des aires des rectangles. Plus
précisément on définit

λ˚pAq “ inf
ÿ

nPN
AirepRnq,

où pRnqnPN est une suite de rectangles recouvrant A, et l’infimum est pris sur l’ensemble de
ces suites.

Malheureusement l’application λ˚ ainsi définie ne convient pas, on peut avoir AXB “ H
et λ˚pAq ` λ˚pBq ą λ˚pA \ Bq. On restreint alors l’application λ˚ à certaines parties de Rd

seulement, qui constituent ce qu’on appelle la tribu de Lebesgue.
On retient donc qu’on n’est pas capable d’étendre de façon raisonnable la notion d’aire

ou de volume à toutes les parties de Rd. Mais l’ensemble des parties mesurables est en fait
tellement large qu’en pratique on ne rencontre jamais de partie de Rd qui ne l’est pas.

0.4 Mesures
La surface ou le volume d’un ensemble n’est pas forcément une donnée pertinante pour

mesurer sa « taille ». Par exemple, si on veut comparer la taille des pays du monde, on peut
s’intéresser à leur surface (on n’est plus sur un plan, mais la notion de surface s’étend aux
parties de surfaces plus générales) mais aussi au nombre d’habitants, au PIB, ou encore au
nombre de victoires en coupe du monde. Certaines sont plus pertinantes que d’autres, cela
dépend du contexte. Cependant, beaucoup de propriétés sont communes à toutes les façons
de mesurer, ce qui explique l’introduction d’un cadre abstrait.

Définition 0.17. Soit X un ensemble. On appelle tribu sur X une famille M de parties de
X vérifiant les propriétés suivantes.

(i) X P M.
(ii) Si A P M alors XzA P M.
(iii) Si pAnqnPN est une suite d’éléments de M alors

ď

nPN
An P M.

Les éléments de M sont appelés parties mesurables de X. On dit alors que pX,Mq est un
espace mesurable.

Définition 0.18. Soit pX,Mq un espace mesurable. On appelle mesure (positive) sur pX,Mq
une application µ : M Ñ r0,`8s “ r0,`8rYt`8u vérifiant les propriétés suivantes.
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(i) µpHq “ 0,
(ii) Si pAnqnPN est une suite d’éléments de M deux à deux disjoints alors on a

µ

˜ ğ

nPN
An

¸
“

ÿ

nPN
µpAnq.

On dit alors que pX,M, µq est un espace mesuré.

Les propriétés imposées pour la définition d’une mesure sont assez naturelles. Souvent,
la tribu M est en fait l’ensemble PpXq des parties de X, mais il est parfois utile de pouvoir
se restreindre à un sous-ensemble de PpXq. Typiquement, pour la mesure de Lebesgue. On
regroupe alors dans la notion de tribu les propriétés naturelles d’une collection de parties de
X sur lesquelles on veut définir une mesure. Si on sait donner une mesure à une partie, on
sait donner une mesure à son complémentaire, etc.

On a déjà évoqué la mesure de Lebesgue. Deux autres exemples importants de mesures,
définies sur toutes les parties d’un ensemble X quelconque, sont les suivants.

Exemple 0.19. Pour A P PpXq on pose

µpAq “
#
CardpAq si A est fini,
`8 sinon.

Cela définit une mesure sur X, appelée mesure de comptage.

Exemple 0.20. On suppose que X ‰ H et on considère x P X. On définit alors la mesure δx,
appelée mesure de Dirac en x, par

@A P M, δxpAq “
#
1 si x P A,

0 si x R A.

Un exemple important de tribu non triviale est la tribu borélienne. Elle fait le lien avec
la topologie de l’ensemble considéré.

Définition 0.21. Soit X un espace topologique. On appelle tribu borélienne sur X la plus
petite tribu 1 contenant tous les ouverts de X. On la note BpXq.

Sur R (muni de sa topologie usuelle), un critère utile en pratique est que la tribu BpRq
est la plus petite tribu contenant tous les intervalles de la forme sa,`8r avec a P R. On a
d’autres caractérisations de ce type sur R ou sur Rd, d ě 2.

Revenons à la mesure de Lebesgue. La tribu borélienne BpRdq est contenue dans la tribu
de Lebesgue. On peut donc restreindre la mesure de Lebesgue à BpRdq. On la note toujours
λ.

Théorème 0.22. Soit d P N˚. Soit µ une mesure sur pRd,BpRdqq invariante par translation
et finie sur les bornés. Alors il existe une constante C ě 0 telle que µ “ Cλ. En particulier,
la mesure de Lebesgue est l’unique mesure sur pRd,BpRdqq telle que la mesure d’un pavé
P “ śd

j“1rbj ´ ajs de Rd est
śd

j“1pbj ´ ajq.
Pour finir on introduit la notion de propriété vraie presque partout. Une propriété Ppxq

dépendant de x P X est presque toujours vraie (ou vraie pour presque tout x P X) s’il existe
une partie mesurable E P M telle que µpEq “ 0 et Ppxq est vraie pour tout x P XzE.

0.5 Construction de l’intégrale de Lebesgue
L’enjeu pour pouvoir définir l’intégrale d’une fonction f : X Ñ R est de pouvoir donner

une mesure aux images réciproques des intervalles de R par f .

1. il est facile de vérifier que cela a un sens
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Définition 0.23. Soient pX,Mq et pY,N q deux espaces mesurables et f une fonction de M
dans N . On dit que f est mesurable si

@B P N , f´1pBq P M.

Évidemment la condition est vide si M “ PpXq. Lorsque X et Y sont des espaces topo-
logiques munis de leurs tribus boréliennes, les fonctions mesurables sont également appelés
fonctions boréliennes (en particulier, les fonctions continues sont boréliennes).

La notion de mesurabilité est très souple, si bien que, contrairement à l’ensemble des fonc-
tions continues ou des fonctions Riemann-intégrables, l’ensemble des fonctions mesurables est
stable par toutes les opérations usuelles, et en particulier le passage à la limite simple (dans
le cas de la mesure de Lebesgue, comme pour les ensembles, il existe des fonctions qui ne
sont pas mesurables, mais on n’en rencontre jamais en pratique).

On commence par définir l’intégrale pour une classe de fonctions pour lesquelles la défini-
tion est évidente. Le but sera ensuite d’approcher une fonction mesurable quelconque par ces
fonctions simples (c’est le rôle des fonctions en escalier pour l’intégrale de Riemann). Pour
la suite on fixe un espace mesuré pX,M, µq.
Proposition-Définition 0.24. On dit qu’une fonction f : X Ñ R` est étagée si elle est
mesurable et ne prend qu’un nombre fini de valeurs. Une fonction étagée est alors de la forme

f “
nÿ

j“1

αj1Aj ,

avec n P N, α1, . . . ,αn P R` et A1, . . . , An sont des parties mesurables deux à deux disjointes.
Dans ce cas on pose ż

X

f dµ “
nÿ

j“1

αjµpAjq P r0,`8s.

La deuxième étape consiste à définir l’intégrale des fonctions à valeurs positives (éven-
tuellement infinies).

Définition 0.25. Soit f : X Ñ r0,`8s une fonction mesurable. On appelle intégrale de f
(sur X et pour la mesure µ) la quantité

ż

X

f dµ “ sup
h étagée
0ďhďf

ż

X

h dµ P r0,`8s.

La propriété suivante est d’abord vérifiée pour les fonctions étagées puis, vue la définition,
elle est alors vraie pour toute fonction à valeurs positives.

Proposition 0.26. Soient f, g : X Ñ r0,`8s mesurables et telles que f ď g. Alors on a
ż

X

f dµ ď
ż

X

g dµ.

La linéarité de l’intégrale se montre également « à la main » pour les fonctions étagées.
Dans le cas général, on utilise le fait que toute fonction mesurable à valeurs positives est limite
simple d’une suite de fonctions étagées, et le théorème de convergence monotone (énoncé ici
dans le paragraphe suivant, mais qui peut être démontré à ce stade).

Proposition 0.27. Soient f et g deux fonctions mesurables sur X et λ P R. Alors on a
ż

X

pf ` λgq dµ “
ż

X

f dµ ` λ

ż

X

g dµ.

Proposition 0.28. Soient f, g : X Ñ r0,`8s deux fonctions mesurables.

(i) On a
ż

X

f dµ “ 0 si et seulement si f “ 0 p.p..
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(ii) Si
ż

X

f dµ ă `8 alors f ă `8 p.p..

(iii) Si f “ g presque partout, alors

ż

X

f dµ “
ż

X

g dµ.

On peut maintenant définir les intégrales de fonctions de signe variable (dans ce cas on
ne peut plus inclure les intégrales infinies).

Définition 0.29. Soit f une fonction de X dans R. On dit que f est intégrable (sur X par
rapport à µ) si elle est mesurable et

ż

X

|f | dµ ă `8.

Dans ce cas on pose ż

X

f dµ “
ż

X

f` dµ ´
ż

X

f´ dµ,

où f`, f´ : X Ñ R` sont les parties positives et négatives de f . On note L1pX,M, µq
l’ensemble des fonctions intégrables sur pX,M, µq.

Proposition 0.30. (i) L1pX,M, µq est un R-espace vectoriel.

(ii) L’application f ÞÑ
ż

X

f dµ est une forme linéaire sur L1pX,M, µq.

(iii) Pour tout f P L1pX,M, µq on a

ˇ̌
ˇ̌
ż

X

f dµ

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż

X

|f | dµ.

(iv) Soient f, g P L1pX,M, µq telles que f ď g. Alors on a

ż

X

f dµ ď
ż

X

g dµ.

(v) Soient f, g P L1pX,M, µq telles que f “ g presque partout. Alors on a

ż

X

f dµ “
ż

X

g dµ.

On peut également définir l’intégrale de fonctions à valeurs complexes, en intégrant sépa-
rément les parties réelle et imaginaire.

Pour faire le lien avec l’intégrale de Riemann des fonctions continues par morceaux, on
note qu’une fonction continue par morceaux sur un segment est intégrable au sens de Lebesgue
(avec la mesure de Lebesgue !), et les deux définitions de l’intégrale coïncident. Une fonction
continue par morceaux sur un intervalle quelconque de R est intégrable au sens de Lebesgue
si et seulement si l’intégrale au sens de Riemann est absolument convergente. La terminologie
de l’intégrale de Lebesgue ne s’embarasse pas des intégrales semi-convergentes. Mais, bien
entendu, la limite

lim
AÑ`8

ż A

1

cospxq
x

dx

existe toujours, et sa valeur est la même si l’intégrale sur r1, As est comprise au sens de
Lebesgue.
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0.6 Passage à la limite sous l’intégrale - Intégrales à pa-
ramètres

L’intérêt principal de l’intégrale de Lebesgue par rapport à l’intégrale de Riemann est
qu’elle est mieux adaptée au passage à la limite sous l’intégrale. Néanmoins, il est facile de
voir sur des exemples simples qu’une suite pfnq peut converger simplement vers une fonction f
sans que l’intégrale de fn ne converge vers l’intégrale de f . Dans les trois théorèmes suivants,
il y a donc toujours une concession.

Théorème 0.31 (Théorème de la convergence monotone ou Théorème de Beppo-Levi).
Soient pfnqnPN une suite croissante de fonctions mesurables de X dans r0,`8s. On note
f : X Ñ r0,`8s la limite ponctuelle de cette suite. Alors f est mesurable et on a

ż

X

fn dµ ÝÝÝÑ
nÑ8

ż

X

f dµ.

Théorème 0.32 (Lemme de Fatou). Soit pfnqnPN une suite de fonctions mesurables de X
dans r0,`8s. Alors on a

ż

X

lim inf
nÑ8 fn dµ ď lim inf

nÑ8

ż

X

fn dµ.

Théorème 0.33 (Théorème de convergence dominée). Soient pX,M, µq un espace mesuré
et pfnqnPN une suite de fonctions mesurables de X dans R convergeant simplement vers
f : X Ñ R. On suppose qu’il existe une fonction intégrable g : X Ñ r0,`8s telle que

@n P N,@x P X, |fnpxq| ď gpxq.
Alors fn est intégrable pour tout n P N, f est intégrable, et on a

ż

X

fn dµ ÝÝÝÑ
nÑ8

ż

X

f dµ.

Ce dernier théorème est celui qui est le plus souvent utilisé. On note tout de même que,
contrairement au théorème de convergence monotone, le théorème de convergence dominée
ne permet jamais de conclure qu’une suite d’intégrales tend vers l’infini.

Définition 0.34. On dit que la suite pfnqnPN converge simplement presque partout vers f
si fnpxq tend vers fpxq pour presque tout x P X.

Les théorèmes précédents sont encore valables si la convergence simple de la suite de
fonctions n’a lieu que presque partout.

Après les suites définies par des intégrales, on s’intéresse aux fonctions définies par une
intégrale. Soit I un intervalle non trivial de R. On considère une fonction f : X ˆ I Ñ R
(on peut aussi considérer f à valeurs dans C). Lorsqu’elle est bien définie, on s’intéresse à la
régularité de la fonction F : I Ñ R définie par

F pλq “
ż

X

fpx,λq dµpxq.

On commence par une version du théorème de convergence dominée avec un paramètre
continu. Le thoérème de convergence monotone peut également être adapté à ce cadre. On
déduit ces résultats à partir des versions précédentes via le critère séquentiel des limites.

Théorème 0.35 (Théorème de convergence dominée). Soient λ P I et � : X Ñ R. On
suppose que

(i) la fonction x ÞÑ fpx,λq est mesurable pour tout λ P I et � est mesurable,
(ii) pour µ-presque tout x P X on a

fpx,λq ÝÝÝÑ
λÑλ

�pxq,
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(iii) il existe g : X Ñ R` intégrable telle que pour tout λ P I on a, pour µ-presque tout
x P X,

|fpx,λq| ď gpxq. (0.2)

Alors F est bien définie sur I, � est intégrable sur X, et on a

F pλq ÝÝÝÑ
λÑλ

ż

X

�pxq dµpxq.

A partir du moment où on maîtrise la notion de limite, il n’est pas difficile de discuter de
la continuité et de la dérivabilité.

Théorème 0.36 (Théorème de continuité sous l’intégrale). On suppose que
(i) pour tout λ P I la fonction x ÞÑ fpx,λq est mesurable,
(ii) pour µ-presque tout x P X la fonction λ ÞÑ fpx,λq est continue,
(iii) il existe g : X Ñ R` intégrable telle que pour tout λ P I on a, pour µ-presque tout

x P X,
|fpx,λq| ď gpxq.

Alors F est bien définie et est continue sur I.

Exemple 0.37 (Fonction Gamma). Pour s Ps0,`8r, on pose

Γpsq “
ż `8

0

xs´1e´x dx.

Pour tout s ą 0 la fonction x ÞÑ xs´1e´x est continue (et donc borélienne) et à valeurs
positives. Soient a, b ą 0 tels que a ă b. Pour x ą 0 et s P ra, bs on a

ˇ̌
xs´1e´x

ˇ̌ ď gpxq “
#
xa´1e´x si x ď 1,

xb´1e´x si x ą 1.

La fonction g est continue sur s0,`8r, on a gpxq „
xÑ0

xa´1 et, par croissance comparée, gpxq “
O

xÑ`8
pe´ x

2 q. La fonction g est donc intégrable sur s0,`8r. Par le théorème de continuité sous

l’intégrale, Γ est intégrable sur ra, bs. Ceci étant valable pour tout segment de s0,`8r, on
obtient que Γ est continue sur s0,`8r.

Pour x ą 1 la fonction s ÞÑ xs´1e´x est positive et croit vers `8, donc par le théorème
de convergence monotone on a

Γpsq ě
ż `8

1

xs´1e´x dx ÝÝÝÝÑ
sÑ`8 `8.

De même,

Γpsq ě
ż 1

0

xs´1e´x dx ÝÝÝÑ
sÑ0

`8

(si sn ą 0 décroît vers 0 alors xsn´1e´x croît vers `8 pour tout x Ps0, 1r).
Théorème 0.38 (Théorème de dérivation sous l’intégrale). On suppose que

(i) pour tout λ P I la fonction x ÞÑ fpx,λq est intégrable,
(ii) pour µ-presque tout x P X la fonction λ ÞÑ fpx,λq est dérivable,
(iii) il existe g : X Ñ R` intégrable telle que pour µ-presque tout x P X on a

@λ P I,

ˇ̌
ˇ̌Bf
Bλ px,λq

ˇ̌
ˇ̌ ď gpxq.

Alors F est bien définie et est dérivable sur I de dérivée

F 1 : λ ÞÑ
ż

X

Bf
Bλ px,λq dµpxq.

10 J. Royer - Université Toulouse 3



Exemple 0.39. On revient sur l’exemple de la fonction Γ définie à l’exemple 0.37. On com-
mence par noter que la fonction s ÞÑ xs´1e´x est dérivable pour tout x ą 0. Soient
a, b Ps0,`8r tels que a ă b. Pour tous x ą 0 et s Psa, br on a

ˇ̌
ˇ̌ B
Bsx

s´1e´x

ˇ̌
ˇ̌ “ ˇ̌

lnpxqxs´1e´x
ˇ̌ ď gpxq,

où on a noté

gpxq “
#
lnpxqxa´1e´x si x Ps0, 1s,
lnpxqxb´1e´x si x P r1,`8r.

Comme précédemment on obtient que g est intégrable sur s0,`8r. Par le théorème de dé-
rivation sous l’intégrale, on obtient que Γ est dérivable sur sa, br et pour tout x Psa, br on
a

Γ1psq “
ż `8

0

lnpxqxs´1e´x dx.

Ceci étant valable pour tous a, b ą 0, cela prouve que Γ est de classe C1 sur s0,`8r et
l’expression de Γ1 est bien valable sur ce domaine. On montre alors par récurrence que Γ
est en fait dérivable à tout ordre et les dérivées successives sont obtenues en dérivant sous
l’intégrale.

Tous ces résultats font intervenir deux variables qui jouent des rôles complètement diffé-
rents, attention à ne pas tout mélanger dans les hypothèses (d’autant qu’en général X est R
ou un intervalle de R, ce qui augmente les possibilités de confusion).

Il est important de se rappeller que la continuité et la dérivabilité sont des propriétés
locales. Il suffit donc de les vérifier au voisinage de chaque point. On note dans l’exemple
de la fonction Γ qu’on n’est pas capable de vérifier l’hypothèse de domination uniformément
pour tout s Ps0,`8r, mais qu’on travaille sur ra, bs pour n’importe quels a, b tels que 0 ă
a ă b ă `8. Cela suffit car tout point de s0,`8r a un voisinage de cette forme. Par contre
on ne peut pas toucher au domaine d’intégration...

0.7 Intégrales multiples - Théorème de Fubini
Le but du théorème de Fubini est d’exprimer l’intégrale d’une fonction de plusieurs va-

riables en fonction d’intégrales d’une seule variable. En effet, tous les calculs que l’on sait
faire jusqu’à présent (calcul explicite via une primitive, intégration par parties, etc.) sont des
résultats pour une fonction d’une seule variable réelle. Le but du théorème de Fubini est de
se ramener à ce cadre plus agréable.

Avant d’énoncer des théorèmes généraux, il faut introduire les structures adéquates. Si
on veut ramener une intégrale sur X ˆ Y à des intégrales simples sur X et Y , il faut que la
structure d’espace mesuré sur X ˆY soit compatible avec celles sur X et Y . Par exemple, la
mesure de Lebesgue sur R2 est construite à partir des mesures des rectangles, celle sur R à
partir des mesures des intervalles, et la mesure d’un rectangle est exactement le produit des
mesures de ses deux côtés (qui sont des intervalles de R). C’est ce schéma que l’on reproduit
dans le cas général.

Définition 0.40. Soient pX1,M1q et pX2,M2q deux espaces mesurables. On appelle rec-
tangle mesurable de X1 ˆ X2 un ensemble de la forme A1 ˆ A2 avec A1 P M1 et A2 P M2.
On appelle tribu produit et on note M1 b M2 la plus petite tribu de X1 ˆ X2 contenant les
rectangles mesurables.

Proposition 0.41. On a BpR2q “ BpRq b BpRq. Plus généralement, on a BpRn`mq “
BpRnq b BpRmq pour tous n,m P N˚.

On note X “ X1 ˆ X2 et M “ M1 b M2. Pour A Ă X et x1 P X1 on notera

Apx1, ¨q “ tx2 P X2 | px1, x2q P Au Ă A2.

Pour x2 P X2 on notera également

Ap¨, x2q “ tx1 P X1 | px1, x2q P Au Ă A1.
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Définition 0.42. On dit que l’espace mesuré pX,M, µq est σ-fini si X est union dénom-
brables de parties de mesures finies.

Ainsi la mesure de Lebesgue sur Rd n’est pas finie (λpRdq “ `8) mais elle est σ-finie (Rd

est union des r´n, nsd qui sont tous de mesure finie).

Le résultat suivant officialise l’idée que la surface d’une partie de R2 doit être la « somme
continue » des longueurs des « tranches » horizontales ou verticales.

Théorème 0.43. On suppose que pX1,M1, µ1q et pX2,M2, µ2q sont σ-finis. Alors il existe
une unique mesure µ1 b µ2 sur pX,Mq telle que

@A1 P M1,@A2 P M2, pµ1 b µ2qpA1 ˆ A2q “ µ1pA1qµ2pA2q. (0.3)

En outre pour A P M les fonctions x1 ÞÑ µ2pApx1, ¨qq et x2 ÞÑ µ1pAp¨, x2qq sont mesurables
(de X1 dans r0,`8s et de X2 dans r0,`8s, respectivement) et on a

pµ1 b µ2qpAq “
ż

X1

µ2pApx1, ¨qq dµ1px1q “
ż

X2

µ1pAp¨, x2qq dµ2px2q. (0.4)

Si λ1 désigne la mesure de Lebesgue sur pR,BpRqq, alors λ1bλ1 est la mesure de Lebesgue
λ2 sur pR2,BpR2qq.

Par exemple, si on considère le triangle T “ �px, yq P r0, 1s2 |x ` y ď 1
(
, alors pour x P R

on a

λ1pT px, ¨qq “
#

H si x R r0, 1s,
r0, 1 ´ xs si x P r0, 1s,

et donc

λ2pT q “
ż 1

0

p1 ´ xq dx “ 1

2
.

On note µ “ µ1 b µ2. On peut maintenant donner les théorèmes de Fubini. Le premier
ne s’applique qu’aux fonctions à valeurs positives. Le deuxième, qui autorise les fonctions
de signe variable, nécessite de vérifier l’intégrabilité de la fonction considérée. En général,
cette hypothèse d’intégrabilité de f qui apparaît dans le théorème de Fubini-Lebesgue est
démontrée. . . en appliquant le théorème de Fubini-Tonelli à |f |.
Théorème 0.44 (Théorème de Fubini-Tonelli). On suppose que pX1,M1, µ1q et pX2,M2, µ2q
sont σ-finis. Soit f une fonction mesurable de pX,Mq dans r0,`8s.

(i) Les fonctions

x1 ÞÑ
ż

X2

fpx1, x2q dµ2px2q et x2 ÞÑ
ż

X1

fpx1, x2q dµ1px1q

sont bien définies et mesurables sur X1 et X2, respectivement, à valeurs dans r0,`8s.
(ii) On a

ż

X

f dµ “
ż

X1

ˆż

X2

fpx1, x2q dµ2px2q
˙
dµ1px1q “

ż

X2

ˆż

X1

fpx1, x2q dµ1px1q
˙
dµ2px2q.

(0.5)

Théorème 0.45 (Théorème de Fubini-Lebesgue). On suppose que pX1,M1, µ1q et pX2,M2, µ2q
sont σ-finis. Soit f une fonction intégrable de pX,Mq dans R.

(i) La fonction fpx1, ¨q est intégrable sur X2 pour presque tout x1 P X1, et la fonc-
tion x1 ÞÑ ş

X2
fpx1, x2q dµ2px2q (définie µ1-presque partout) est intégrable sur X1.

De même, fp¨, x2q est intégrable sur X1 pour presque tout x2 P X2, et la fonction
x2 ÞÑ ş

X1
fpx1, x2q dµ1px1q (définie µ2-presque partout) est intégrable sur X2.

(ii) On a
ż

X

f dµ “
ż

X1

ˆż

X2

fpx1, x2q dµ2px2q
˙
dµ1px1q “

ż

X1

ˆż

X2

fpx1, x2q dµ1px1q
˙
dµ2px2q.
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0.8 Théorème de changement de variables
On commence par le résultat abstrait de changement de variable.

Proposition-Définition 0.46. Soit pX,M, µq un espace mesuré. Soient Y un ensemble et
ϕ une fonction de X dans Y .

(i) La famille
N “ �

B P PpY q |ϕ´1pBq P M
(

est une tribu sur Y , appelée tribu image de M par f .
(ii) La fonction ϕ est alors mesurable de pX,Mq dans pY,N q.
(iii) Pour B P N on note νpBq “ µpf´1pBqq. Cela définit une mesure ν sur l’espace mesu-

rable pX,N q, appelée mesure image de µ par f .

Théorème 0.47 (Théorème abstrait de changement de variables). Soient pX,M, µq et
pY,N , µq deux espaces mesurés et ϕ une fonction de X dans Y . On suppose que N et ν
sont la tribu et la mesure image de M et µ par ϕ.

(i) Soit f : Y Ñ r0,`8s une fonction mesurable. Alors f ˝ ϕ est mesurable sur X on a
ż

Y

f dν “
ż

X

pf ˝ ϕq dµ.

(ii) Soit f : Y Ñ R une fonction mesurable. Alors f est intégrable sur Y si et seulement si
pf ˝ ϕq est intégrable sur X, et dans ce cas on a

ż

Y

f dν “
ż

X

pf ˝ ϕq dµ.

En identifiant la mesure image de la mesure de Lebesgue par un C1-difféomorphisme, on
obtient le résultat suivant :

Théorème 0.48 (Théorème de changement de variable dans Rd). Soient U et V deux ouverts
de Rd (munis de leurs tribus boréliennes et de la mesure de Lebesgue λ), et ϕ : U Ñ V un
difféomorphisme de classe C1.

(i) Soit f : V Ñ r0,`8s une fonction mesurable. Alors pf ˝ ϕq |Jϕ| est une fonction
mesurable sur U et on a

ż

V

fpyq dλpyq “
ż

U

fpϕpxqq |Jϕpxq| dλpxq.

(ii) Soit f : V Ñ R une fonction mesurable. Alors pf ˝ ϕq |Jϕ| est une fonction mesurable
sur U . En outre f est intégrable sur V si et seulement si pf ˝ ϕq |Jϕ| est intégrable sur
U et dans ce cas on a

ż

V

fpyq dλpyq “
ż

U

fpϕpxqq |Jϕpxq| dλpxq.

Ce résultat est à comparer avec le théorème 0.13 donné en dimension 1. Dans ce résultat,
on tenait compte du signe de la dérivée de ϕ, ce qui ne serait pas le cas en appliquant le
Théorème 0.48 en dimension 1. La différence est que l’intégrale définie au premier paragraphe
est orientée (ce n’est pas pareil de regarder l’intégrale de a vers b ou l’intégrale de b vers a),
alors qu’ici l’intégrale de Lebesgue est une intégrale sur un ensemble non orienté (par exemple
le segment ra, bs, sans préciser de sens). On n’insiste pas sur cette différence ici, mais il ne
faut pas être perturbé par le fait que le résultat qu’on utilise en dimension supérieure n’est
pas une généralisation exacte du résultat connu en dimension 1 (cela existe, pour cela il faut
intégrer des formes différentielles, mais ce n’est pas le sujet ici). Une autre conséquence de
cette différence est qu’ici on doit supposer que ϕ est un C1-difféomorphisme, ce qui n’était
pas le cas pour le Théorème 0.13.

On introduit maintenant des changements de variables particulièrement utiles. En fonc-
tion des symétries du problème étudié, ces changements de variables peuvent permettre de
considérablement simplifier l’expression des intégrales à calculer.
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Proposition 0.49 (Coordonnées polaires). L’application

Φ :

"
R˚̀ ˆs ´ π,πr Ñ R2zpR´ ˆ t0uq

pr, θq ÞÑ pr cospθq, r sinpθqq
est un C1-difféomorphisme. En outre pour tout pr, θq P R˚̀ ˆs ´ π,πr on a

JΦpr, θq “ r.

Remarque 0.50. — On a un résultat analogue en enlevant à R2 n’importe quelle demi-
droite issue de l’origine.

— De façon générale, si ϕ est un C1-difféomorphisme de U dans V , et Ũ est un ouvert
inclus dans U , alors ϕ réalise un C1-difféomorphisme de Ũ dans ϕpŨq. En particulier,
on peut passer en coordonnées polaires pour n’importe quel ouvert de R2zpR´ ˆ t0uq.

Ce changement de variables est agréable quand la frontière du domaine d’intégration
s’exprime plus facilement comme courbe paramétrée en polaire et/ou que la fonction à intégrer
présente une symétrie radiale.
Exemple 0.51. Soit R ą 0. On veut calculer λpDRq, où DR est le disque centré en 0 et de
rayon R. On note D̃ “ DzpR´ ˆ t0uq. Comme une demi-droite est de mesure de Lebesgue
nulle dans R2 on a

λpDq “ λpD̃q “
ż

D̃

1 dλ “
ż

r0,Rsˆs´π,πr
r dλpr, θq “

ż π

θ“´π

ż R

r“0

r dr dθ “
ż π

´π

R2

2
dθ “ πR2.

Pour la troisième égalité, on a utilisé la formule de changement de variable, sachant que
l’application pr, θq ÞÑ pr cospθq, r sinpθqq réalise un C1-difféomorphisme de s0, Rrˆs ´ π,πr
dans D̃. Pour l’égalité suivante on a utilisé le théorème de Fubini.

Proposition 0.52 (Coordonnées cylindriques). L’application

Φ :

"
R˚̀ ˆs ´ π,πrˆR Ñ R3zpR´ ˆ t0u ˆ Rq

pr, θ, zq ÞÑ pr cospθq, r sinpθq, zq
est un C1-difféomorphisme. En outre pour tout pr, θ, zq P R˚̀ ˆs ´ π,πrˆR on a

JΦpr, θ, zq “ r.

Proposition 0.53 (Coordonnées sphériques). L’application

Φ :

$
’’&
’’%

R˚̀ ˆs ´ π,πrˆ‰ ´ π
2 ,

π
2

“ Ñ R3zpR´ ˆ t0u ˆ Rq

pr, θ,ϕq ÞÑ
¨
˝
r cospθq cospϕq
r sinpθq cospϕq

r sinpϕq

˛
‚

est un C1-difféomorphisme. En outre pour tout pr, θ,ϕq P R˚̀ ˆs ´ π,πrˆ‰ ´ π
2 ,

π
2

“
on a

JΦpr, θq “ r2 cospϕq.

0.9 Espaces de Lebesgue
Soit pX,M, µq un espace mesuré.

Définition 0.54. Soit p P r1,`8r. Étant donnée une fonction f mesurable de X dans R, on
note

}f}p “
ˆż

X

|f |p dµ

˙ 1
p

et
}f}8 “ sup ess

xPX
|fpxq| “ inf tρ ě 0 | |f | ď ρ presque partoutu .

Pour p P r1,`8s on note LppX,M, µq (ou LppXq s’il n’y a pas d’ambiguïté) l’ensemble des
fonctions mesurables f : X Ñ C telles que

}f}p ă `8.
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L1 n’est rien d’autre que l’ensemble des fonctions intégrables déjà introduit, tandis que
L8 est l’ensemble des fonctions essentiellement bornées (bornées si on oublie un ensemble de
mesure nulle). On définit maintenant les exposants conjugués, qui joueront un rôle important
dans l’analyse des espaces de Lebesgue. On note que 1 et `8 sont conjugués, tandis que 2
est conjugué à lui-même.

Définition 0.55. Soient p, q P r1,8s. On dit que p et q sont des exposants conjugués si

1

p
` 1

q
“ 1

(avec la convention 1{8 “ 0).

Théorème 0.56 (Inégalité de Hölder). Soient p, q P r1,`8s des exposants conjugés. Alors
pour f P LppX,M, µq et g P LqpX,M, µq on a fg P L1pX,M, µq et

}fg}1 ď }f}p }g}q .
Théorème 0.57 (Inégalité de Minkowski). Soient p P r1,`8s et f, g P LppX,M, µq. Alors
f ` g P LppX,M, µq et

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p .
Avec l’inégalité de Minkiwski, on obtient que LppX,M, µq est un espace vectoriel sur

lequel l’application }¨}p est une semi-norme. Mais pas une norme, puisqu’une fonction f qui
est non nulle mais presque partout nulle (ce qui est typiquement possible avec la mesure de
Lebesgue) est telle que f ‰ 0 et }f}p “ 0. Pour palier ce défaut, on va considérer comme
nulles les fonctions qui sont presque partout nulles. Pour cela, on considère sur l’espace des
fonctions mesurables de X dans R la relation d’équivalence R définie par

f R g ðñ fpxq “ gpxq pour presque tout x,

puis on note LppX,M, µq l’espace obtenu en quotientant LppX,M, µq par la relation d’équi-
valence R.

Autrement dit, un élément de Lp est une classe d’équivalence d’éléments de Lp. Quand
on parle d’une « fonction » de Lp on parle en fait de n’importe quelle fonction dans la même
classe d’équivalence. En particulier, avec la mesure de Lebesgue, on ne peut pas parler de la
valeur en un point d’une fonction de Lp, puisqu’on ne change pas la fonction en changeant
la valeur en ce point (on reste dans la même classe d’équivalence).

En général on identifiera une fonction de Lp avec sa classe d’équivalence dans Lp, ce qui
peut être source d’inquiétude au début, mais si on est prudent on se rend vite compte qu’avec
l’habitude ce n’est pas si gênant.

L’intérêt de travailler avec des classes d’équivalence de fonctions plutôt qu’avec les fonc-
tions elle-mêmes est d’avoir un espace vectoriel normé avec de bonnes propriétés.

Proposition 0.58. L’espace LppX,M, µq hérite de la stucture de R-espace vectoriel de
LppX,M, µq et de la semi-norme }¨}p, qui est en fait une norme.

On a dit que lorsqu’on parle d’une « fonction » f de L1pR,BpRq,λq, cela n’a pas de sens
de parler de la valeur de f en un point, puisque f représente toute une famille de fonctions
qui n’ont pas la même valeur en ce point. Par contre on peut parler de l’intégrale de f sur
R, puisque cette quantité est commune à toutes les fonctions que f représente.

Théorème 0.59 (Inégalité de Hölder, le retour). Soient p, q P r1,`8s des exposants conju-
gés. Alors pour f P LppX,M, µq et g P LqpX,M, µq on a fg P L1pX,M, µq et

}fg}1 ď }f}p }g}q .
Les éléments des espaces Lp sont compliqués. Les fonctions Lp sont déjà potentiellement

très désagréables, et on devra de plus gérer le passage au quotient identifiant les fonctions
égales presque partout. Mais tous ces efforts ne sont pas vains, puisqu’on obtient au final des
espaces de fonctions intégrables qui eux sont très agréables :
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Théorème 0.60 (Théorème de Riesz-Fisher). L’espace de Lebesgue LppX,M, µq, muni de
la norme }¨}p, est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet).

Dans la preuve du théorème de Riesz-Fisher, on montre en passant la propriété suivante.

Proposition 0.61. Soit p P r1,`8r et pfnqnPN une suite de Cauchy dans LppX,M, µq.
Alors il existe une sous-suite pfnk

qkPN qui converge simplement presque partout.

Parmi tous les espaces Lp, le cas p “ 2 jouera un rôle particulier, du fait que l’exposant
2 est conjugué à lui-même.

Corollaire 0.62. L’espace de Lebesgue L2pX,M, µq est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire défini par

@f, g P L2pX,M, µq, �f, g� “
ż

X

fg dµ.

On note qu’en général il n’y a pas d’inclusion entre les espaces de Lebesgue. Par exemple,
pour p, q P r1,8s tels que p ă q et q Psp, qr on a

x´ 1
q 1r1,`8r P LqpR,BpRq,λqzLppR,BpRq,λq

et
x´ 1

q 1s0,1s P LppR,BpRq,λqzLqpR,BpRq,λq.
Néanmoins, pour un espace de mesure fini on a les inclusions suivantes.

Proposition 0.63. On suppose que µpXq ă 8. Alors pour tous p, q P r1,`8s tels que p ă q
on a

LqpX,M, µq Ă LppX,M, µq,
et pour f P LqpX,M, µq on a

}f}p ď µpXq 1
p ´ 1

q }f}q .
En particulier, sur un espace de mesure fini, les espaces Lp sont constitués de fonctions

intégrables. Sur Rd on n’a pas ce type de résultat, sauf si on se restreint à un compact (qui
est lui de mesure finie). Ainsi une fonction Lp est au moins localement intégrable :

Définition 0.64. On note L1
locpR,BpRq,λq l’ensemble des fonctions mesurables f : R Ñ R

telles que pour tout compact K de R on a f1K P L1pR,BpRq,λq.
On note que sur N, muni de la mesure de comptage (ou sur tout espace mesuré tel que

tout ensemble est soit de mesure nulle soit de mesure plus grande qu’un certain ν ą 0), on a
des inclusions inverses entre les espaces de Lebesgue par rapport à la proposition précédente.

Pour p P r1,8s on note lppNq l’espace LppN,PpNq, µq, où µ est la mesure de comptage
sur N. Pour a “ panqnPN on a alors

}a}p “
˜ 8ÿ

n“0

|an|p
¸ 1

p

, pour p P r1,`8r,

et
}a}8 “ sup

nPN
|an| .

Pour p, q Ps1,`8r avec p ă q on a

lppNq Ă lqpNq.
On termine ce passage sur les inclusions entre espaces de Lebesgue avec le résultat d’in-

terpolation suivant.

Proposition 0.65. Soient p, q P r1,`8s avec p ă q et f P LppX,M, µq X LqpX,M, µq.
Alors pour tout r P rp, qs on a f P LrpX,M, µq

}f}r ď }f}θp }f}1´θ
q

où θ P r0, 1s est tel que
θ

p
` 1 ´ θ

q
“ 1

r
.
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On termine ce paragraphe avec un résultat de densité dans les espaces de Lebesgue, et
des exemples d’applications.

Théorème 0.66. Soit p P r1,`8r. L’ensemble C0
c pRdq des fonctions continues à supports

compacts (c’est-à-dire nulles en dehors d’un compact) dans Rd est dense dans LppRd,BpRdq,λq.
Proposition 0.67. Soit p P r1,`8r. Alors LppRd,BpRdq,λq est séparable (admet une partie
dénombrable dense).

Pour f : Rd Ñ R et y P Rd, on note

τyf :

"
Rd Ñ R
x ÞÑ fpx ´ yq

Proposition 0.68. Soient p P r1,`8r et f P LppRdq. Alors on a

}τpf ´ f}p ÝÝÝÑ
yÑ0

0.

Ces derniers résultats ne sont pas valables avec p “ 8. En effet, si on considère f “ 1R`
alors pour tout φ P C0

c pRq on a

}f ´ φ}8 ě 1

2

et pour tout y P R˚ on a
}τyf ´ f}8 “ 1.
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