Chapitre 4

Transformée de Fourier

4.1 Motivation

La transformée de Fourier que ’on va introduire dans ce chapitre sera un outil fondamen-
tal pour ’étude des équations aux dérivées partielles. La motivation est en fait la méme que
la diagonalisation d’un endomorphisme en dimension finie. On la rappelle ici.

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie n € N. Soient A un endomorphisme de F
et ug € E. On considére sur E le probléme

{u’(t) = Au(t), vVt € R, (41)

ot I'inconnue u est une fonction de classe C! de R dans E. Le cas favorable est le cas ou ug
est un vecteur propre de A, associé a une valeur propre A € C. Dans ce cas, il est facile de
voir qu’on obtient une solution en posant, pour tout ¢ € R,

u(t) = euy.

En effet, la fonction u ainsi définie est de classe C* de R dans FE, on a u(0) = ug et, pour
tout t € R,
u/(t) = e hug = e Aug = Aul(t).

Comme ’équation u/ = Au est linéaire par rapport & u, on obtient que si ug est une
combinaison linéaire de vecteurs propres, c’est-a-dire si

k
Ug = E Qaj€j,
Jj=1

ou k < n, ai,...,ap € R et pour tout j € [1,k] le vecteur e; est un vecteur propre de A
associée a une valeur propre A\; € C, alors une solution de (4.1) est donnée par

k
u(t) = Z eNaje;.
j=1

L’intérét des résultats de réduction des endomorphismes est alors de donner des critéres as-
surant que tout vecteur ug de F s’écrit comme combinaison linéaire de vecteurs propres de A.
Ainsi, si A est un endomorphisme diagonalisable et si on peut déterminer ses valeurs propres
et vecteurs propres, on pourra alors résoudre facilement le probléme (4.1) pour n’importe
quelle donnée initiale ug.

Il se trouve que beaucoup de modéles issus de problémes concréts peuvent s’écrire sous
la forme (4.1), mais avec un espace £ qui est un espace de fonctions (typiquement L?(R%)),
et donc de dimension infinie, et une application linéaire A qui est un opérateur différentiel.
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Un exemple qui revient souvent (par exemple pour ’équation de la chaleur, mais aussi pour
I’équation de Schrédinger ou encore 'équation des ondes) est Popérateur Laplacien

P
A=A= —.
2
P oz},
L’équation de la chaleur sur R¢ s’écrit par exemple

Owu(t, ) = Au(t,z), Vt>=0,Vrc R

L’étude est évidemment plus compliquée qu’en dimension finie, raison de plus pour ’aborder
du bon point de vue.

Pour simplifier la suite de la discussion, on suppose que d = 1. Considérons pour le
moment ’exemple le plus simple d’opérateur différentiel sur R :

On cherche des vecteurs propres pour 'opérateur A, c’est-a-dire des fonctions v telles que v/ =
Av pour un certain A € C. Les candidats sont alors les fonctions exponentielles = — e*®. Ces
fonctions apparaissent déja dans la théorie des séries de Fourier, séries qui ont précisément
été introduites pour résoudre ’équation de la chaleur, mais sur un intervalle borné. Joseph
Fourier affirmait que toute fonction T-périodique (pour un certain T > 0) s’écrit comme série
de fonctions de la forme cos(2mnz/T) ou sin(2mnx/T). Avec les notations exponentielles, cela
revient a dire que toute fonction s’écrit comme série (ou plutdt comme limite de combinaisons

linéaires) des fonctions
2iTtnx
ep:x+—e T , pourn € Z.

Cela date d’une époque ou le concept de fonction était moins clair qu’aujoud’hui, mais tou-
jours est-il qu’un résultat central de la théorie des séries de Fourier est que la famille (e,)nez
est une base hilbertienne de l'espace L2.(R) des fonctions f mesurables et T-périodiques de
R dans C telles que

T

1 [2
2 _ L 2
150 =1 [ f@ do < +oc.

2
Muni de cette norme, L2 (R) est alors un espace de Hilbert, dont la famille (e, ),en est donc
une base hilbertienne. Ainsi pour toute fonction f € LZ(R) on a dans LZ(R)

F=YelPen ou el =(ren =7 [ iy

©lN

En outre, chaque e, est un vecteur propre pour I'opérateur de dérivation. Si f est réguliére
on a alors

Ici, on s’intéresse a des fonctions qui ne sont pas périodiques. Formellement, on a envie
de voir ce qu'il se passe si on fait tendre T" vers +oo dans les expressions précédentes. En
observant que pour ¢ € C§°(R) on a

21 2mn
Tnez¢<T> P A GL #2)

(c’est essentiellement une somme de Riemann), on a trés envie d’écrire f(z) comme

1 (/R — dy) ¢i7€ g (4.3)

21 Jp

Mais pour cela il va falloir clarifier pas mal de choses. Et c’est ’objet de ce chapitre.

2 J. Royer - Université Toulouse 3
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Si cette écriture a un sens, et qu’elle donne vraiment une expression de f(x), alors on aura
écrit f comme une intégrale (qui peut étre vue comme la limite d’une série, voir (4.2), ou
encore comme une « somme continue ») de fonctions de la forme c¢(f)e*¢, qui sont bien des
« vecteurs propres » (encore faudrait-il préciser 'espace dans lequel on travaille) associé a
Vopérateur de dérivation. En outre le coefficient c¢(f) s’écrit comme le produit scalaire dans
L2(R) de f avec la fonction conjuguée = — ei*¢ = =< Petit détail, la fonction z > €?*¢
n’est pas du tout dans L?(R)...

4.2 Définition et premiéres propriétés

On commence par définir ce qui jouera le role de « coefficient de Fourier » pour une
fonction qui n’est pas périodique. C’est dans I'espace L'(R?) que la définition suivante a
naturellement un sens.

Définition 4.1. Soit f € L'(R?). Pour ¢ € R? on note
L/ e S f () da
(2m)% Jra '

La fonction f ainsi définie sur R? est appelée transformée de Fourier de f.

fe) =

Cette définition est bien licite car la fonction z + e~*¢f(z) est intégrable pour tout
¢ € R%. En outre, la définition de f(¢) ne dépend pas du choix d’un représentant pour f. On
remarque qu’on a en particulier

A 1
f(O)ZW/Rdf(fU)dx~

Exemple 4.2. Soit a > 0. On considére sur R la fonction f : x — i]l[_aﬂ]. Alors f € L'(R),
f(0) =1 et pour £ € R* on a

A 1

f§) =

e~iat _ giag 1 sin(a&)

a ] 1
iy = =
2a\/ 2w /_a c v 20/ 21 —i€ Vor  a€

Ezemple 4.3. Soit a > 0. Pour = € R on pose f(x) = e~ *|. Alors f € L'(R) et pour £ € R

on a (exercice)
- 2
-\ iars

Remarque 4.4. Plusieurs conventions co-existent pour la définition de f . On peut poser

fey— 1 e WS f(x) du
f€) = g [ eSS @,

i _ —ix-& d
fe)= [ e sayda,
ou encore

fle)= [ e s .

Aucune n’est meilleure que les autres, si on retire le facteur (27)¢ & un endroit de la théorie
il réapparait ailleurs. Ainsi, quand on utilise la transformée de Fourier, il est préférable de
toujours commencer par rappeler la définition utilisée.

On donne maintenant un certain nombre de propriétés de base pour la transformée de
Fourier.
Proposition 4.5. (i) L’application f +— f est linéaire.
(ii) Pour f € L'(RY), f est bornée et || flo < (20)72 || £l

Année 2019-2020 3
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(iii) Pour f € L'(R?), f est continue sur R? et tend vers 0 quand |€| tend vers +oo.

Démonstration. La premiére propriété résulte de la linéarité de 'intégrale, et la seconde de
I'inégalité triangulaire. La continuité de f s’obtient en utilisant le théoréme de continuité
sous l'intégrale.

Montrons que f tend vers 0 quand |£] tend vers +o0o. On commence par supposer que f
est dans S(R?). Soit j € [1,d]. Soit £ = (&1,...,&,) € RY tel que & # 0. On a

r _ L _ —ix-& — i —ix-& — 7/\
FO = [ ~one =S @yar = o [ o g e = 07O

1 Rd

Puisque d,, f € L'(R?) on a (‘3/1;]\]” e L (R%), et donc f(€) tend vers 0 quand ;] tend vers
+00. Ceci étant valable pour chaque j, on obtient le résultat pour f € S(RY).
On considére maintenant le cas général. Soit donc f € L'(R?). Soit € > 0. Comme S(R?)

est dense dans L'(R?), il existe g € S(R?) telle que ( l)d lf —gll;1 < 5. En outre il existe
2m)2

R >0 tel que pour [£] > R on a [§(&)| < §. Pour |{| > R on a alors

1
(2)

|F(E)I <

F© = g©1+ 136 <

3
I =gl + 5 <o
2

Cela prouve que f tend vers 0 quand || tend vers +oco.

Proposition 4.6. Soit f € L*(RY).
(i) Si f est paire (respectivement impaire), alors f paire (respectivement impaire ).
(i) Si f est a valeurs réelles alors f(—¢&) = f(€) pour tout & € RY.
(i) Soient zo € RY et g :x — f(x — x0). Alors §(&) = f(€)e™ ¢ pour tout & € RE,
)

(iv) Soient a >0 et g:x— f(ax). Alors §(&) = ﬁf(g) pour tout £ € RY,

Une propriété remarquable (et qui jouera un role important dans les applications) est que
la transformée de Fourier d’un produit de convolution est le produit usuel des transformées de
Fourier. Aprés les propriétés de régularisation, c’est une deuxiéme application extrémement
importante du produit de convolution.

Proposition 4.7. Soient f,g € L*(R%). Alors on a

— d 5,
frg=(2m)2fg.
Démonstration. Soit ¢ € RY. L’application (z,y) — e ®¢f(x — y)g(y) est mesurable et

d’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli et les propriétés du produit de convolution dans L' (R?)

on a

[ eS| driy < [ (/ If(:c—y)llg(y)ldy> dz < £l gl < +oo.
R xRd R \JRd

D’aprés le théoréme de Fubini-Lebesgue on a alors

Fxg(e) = L e E(f % T
P06 = g [ U 0@

B <2;)% [ ([ 16 -t a) ao
~iv€g(y) (/Rd D ) dx) W
= (2m)% f(£)3(£). .

Il
—
[N}
N | =
S—
%\
IS

o)
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4.3 Formule d’inversion

La propriété qui fait que la transformée de Fourier est utilisable en pratique est qu’on
peut retrouver la fonction de départ si on connait sa transformée de Fourier.

Proposition 4.8. Soit f € L'(R?) telle que fe LY(R%). Alors pour presque tout x € R? on

a
1

x) = e f .
)= g [ oA

Remarque 4.9. On observe que la formule donnant la transformée de Fourier inverse est
quasiment la méme que celle donnant la transformée de Fourier elle-méme (seul le signe dans
'exponentielle change). Ainsi, si on note F; I’application qui a f € L'(R?) associe fetT
I'application qui & une fonction f associe x + f(—z) on a, pour toute fonction f € L!(R?)
telle que f € L' (R%),

FRAf=TFf

Démonstration.  Pour € > 0 et x € R? on pose
P 1
@)= [ e€f©ds ot o=
R4 (277)5
Par le théoréme de continuité sous l'intégrale, ces deux fonctions sont continues sur R?. En
outre, par le théoréme de convergence dominée on a, pour tout x € R%,

(2m)% / et semellnlttisal fe) de.
m)2 Rd

F.(x) - F(x).

e Soient £ > 0 et z € R?. La fonction
(y,€) ei(w—y)-fe—E(\&\+»--+I£d\)f(y)

est intégrable sur R? x R?, donc par le théoréme de Fubini-Lebesgue on a

_ i€ —e(& 4 +leah) [ L —iy-€
Felo) (2m)% /Rde ‘ ((%)g /Rd@ f(y)dy> dg

d
1 .
= iz —yj)& g —eléil gg . du.
(277)‘1/]1@ H/}Re e & | fly)dy
Soit j € [1,d]. Le calcul de ’exemple 4.3 donne
/ei(wj—yj)ﬁje—f\fjl d¢; =
R

Pour s = (s1,...,s;) € R? on note

2e
e? + (w5 — ;)

d
1 1 s
=] —5 et xe(s)==x(=).
x(s) J[[l m(1+ 53) et xe(s) 2 (5)
On a alors 4
1 (2¢)°f(y)
d d
(2m)? Jga [T=i (e + (=5 — y;)?)
Comme (Xc)cejo,1) définit une approximation de l'unité, F. € L*'(R?) et ||[F. — f| ;. P 0.
E—

F.(x) = dy = (xe * f)(x).

En particulier, il existe une suite (,,),,cy qui tend vers 0 et telle que F. tend vers f presque
partout. Cela prouve que F' = f presque partout. O

Ainsi on a montré que sous les hypothéses de la proposition 4.8, I'expression obtenue
formellement en (4.3) est bien valable pour presque tout = € R<.

On observe que la proposition 4.8 prouve par ailleurs l'injectivité de la transformée de
Fourier dans L'(R?).
Corollaire 4.10. Si f € L*(RY) est telle que f = 0 presque partout, alors f = 0.

Démonstration. Si f = 0 alors en particulier f € L*(R%). On peut donc appliquer la propo-
sition 4.8, qui montre que f(x) = 0 pour presque tout z € R%. O

Année 2019-2020 5
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4.4 Dérivation et multiplication par un polynéme - Trans-
formée de Fourier dans S(RY)
On en vient maintenant a la propriété pour laquelle on a introduit la transformée de

Fourier : le bon comportement vis-a-vis des opérateurs de dérivation. On travaille avec les
fonctions z — €€ car les dériver revient a les multiplier par un scalaire. Ainsi, si on a

1
(27)

fla) = — [ e<fe) e

on voudrait pouvoir écrire

Oz, f(w) = (271) /R . i€ f(€) de.

Evidemment ces expressions n’ont pas de sens pour n’importe quelle fonction f € L'(R%).
On se contente pour le moment d’établir les propriétés liées a la dérivation pour les fonctions
f dans la classe de Schwartz. On reviendra sur ces propriétés avec une trés grande généralité
au chapitre suivant.

Le calcul effectué pour la preuve de la proposition 4.5 donne la propriété suivante :

Proposition 4.11. Soit f € S(R?). Soit j € [1,d]. Alors pour ¢ €R on a

— ~

0w, f(§) = i€ F(€)

En particulier, Uapplication & — &; f(§) est dans L>.

Du fait que la transformée de Fourier inverse a une expression analogue a la transformée de
Fourier elle-méme, il n’est pas surprenant de constater qu’on a en fait une propriété analogue
dans l'autre sens. C’est-a-dire que la transformée de Fourier change la multiplication par la
variable x; en une dérivation par rapport & §; :

Proposition 4.12. Soit f € S(RY). Soit j € [1,d]). Alors f est dérivable par rapport @ & et
pour tout £ € R on a

i () = i, f(£).

Démonstration. Pour (x,€&) € R4 x RY on note ¢(z,£) = e~ f(x). Alors ¢ est dérivable par
rapport & & et pour tout (z,&) € (R%)? on a

Oy L
0 00| = |-y 0] = 0]
y
Comme la fonction & — |z f()| est intégrable sur R, on obtient par le théoréme de dérivation
sous 'intégrale que f est dérivable par rapport a &; sur R? et, pour £ € RY,

0,10 = —= [ e (@) do = 2,7(6). 0

Ezercice 4. Soit f € L*(R).
1. On suppose que f est de classe C' sur R et que f’ est intégrable. Montrer que pour £ € R
on a

7€) = ief(e).

En déduire que application & — & f (&) est bornée.

2. On suppose que zf € L'(R). Montrer que f est de classe C'! sur R et que pour tout £ € R
on a

N —

(E) = —— e (—ixf(x))dz = (z
zf(&)—m/R (—izf(x)) dz = (@])(€).

6 J. Royer - Université Toulouse 3
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L’espace de Schwartz est ’espace des fonctions pour lesquelles on peut dériver et multi-
plier par la variable autant de fois que I'on veut. En outre ces deux opérations jouent des
roles symétriques. Avec les deux propositions précédentes, tout indique que c’est un espace
dans lequel la transformée de Fourier est particuliérement agréable.

On note Fs la restriction de la transformée de Fourier a S(R?).

Proposition 4.13. L’application Fs : f — f réalise une bijection de S(RY) dans S(R?). En
outre, pour f € S(RY), a,3 € N? et ¢ € R% on a
€0 (&) = (=)l lagal f(g). (4.4)

Démonstration. Soient f € S(R) et a, 3 € N%. En appliquant |3| fois la proposition 4.12,
on obtient que la dérivée partielle 07 f existe et

27 f(€) = 7107 f (¢).
En appliquant maintenant la proposition 4.11 aux dérivées successives de z” f on obtient
B f (&) = 7 Vlee0? f(e).
En particulier, la fonction & — £29° f (¢) est bornée. Cela assure que Fsf € S(R?) et prouve
(4.4).

L’application Fgs est alors injective par le corollaire 4.10. Enfin, d’aprés la remarque 4.9
ona f = FsFsTf,donc Fs est surjective. Ainsi Fs est une bijection de S(R?), de réciproque

fglzfsTZng. O

Ezxemple 4.14. Soit f € S(R?). Alors la transformée de Fourier de —Af est & — |§|2 f(§)

N

x

Ezemple 4.15. On cherche a calculer la transformée de Fourier de la Gaussienne f : x — e~ 7.
On note que f € S(R). En particulier f € S(R). Pour £ € R on a

F1(&) = Sixf &) = if'(€) = —€£(€).

Cela prouve que

Or on sait que

donc finalement

P _&
(&) =e>
22
Plus généralement, pour o > 0, si on considére f, : x — e 202 alors pour £ € R on a
. o2¢2
fcr (6) = oge 2

Au chapitre précédent on a défini une topologie sur S(R?). Il n’est pas difficile de voir
que la transformée de Fourier se comporte bien vis-a-vis de cette topologie.

Proposition 4.16. La transformée de Fourier sur S(R?) et sa réciproque sont des fonctions
continues sur S(R?).

Démonstration. Soient a, 8 € N¢. D’aprés la proposition précédente on a

0 f(©)| = sup |0°(” ()]

z€ERY

sup
£eRd

D’aprés la formule de Leibniz, on a

Année 2019-2020 7
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Ainsi il existe C' > 0 telle que

|0°(2° f(2))] < D [+70% f ()]

<
<

o Ot
™ R

Cela prouve que la transformée de Fourier est continue sur S(R%). C’est aussi le cas de sa
réciproque Fg' = FsT car T est clairement continue sur S(R?). O

4.5 Transformée de Fourier L2

Jusqu’ici on a discuté des propriétés de la tranformée de Fourier dans L*(R?) (car c’est
I'espace dans lequel la définition a naturellement un sens) et dans S(R?) (car c’est I'espace
le plus confortable). Mais ce ne sera pas suffisant. Notre espace préféré dans la suite sera
I'espace L2(R9), qui a le bon gott d’étre un espace de Hilbert. On a donc besoin de sa-
voir manipuler la transformée de Fourier dans L2(R?). Probléme, une fonction dans L?(R?)
n’est pas forcément intégrable, et la transformée de Fourier n’a méme pas de sens dans ce cas.

On commence par pousser un peu plus loin analyse de la transformée de Fourier pour les
fonctions de Schwartz. Puisque S(R?) est inclus dans L?(R?), on peut le munir de la norme
correspondante. La transformée de Fourier Fs est alors une isométrie pour cette norme :

Proposition 4.17. Soit f € S(R?). Alors on a

12 = 1Lf1la-

Démonstration. L’application (z,&) — e~ f(z)f(€) est intégrable sur R4 x R?, donc par
le théoréme de Fubini-Lebesgue on a

ax)

713 = [ FOF©

— [ @T@ dz = |1 0
Rd

On utilise maintenant le fait que S(R?) est dense dans L?*(R%) pour étendre Fs en une
isométrie de L2(R9).

Théoréme 4.18. Il existe une unique application unitaire F : L2(R?) — L2(R?) (application
linéaire, bijective et préservant la norme) telle que

VfeS, Ff=/F. (4.5)

Démonstration. « On suppose que F; et F» sont deux applications unitaires sur L? vérifiant
(4.5). Alors F; et F, sont deux applications continues sur L? qui coincident sur la partie
dense S. Elles coincident donc partout, ce qui assure 'unicité.

e Soit f € L*(RY). 1l existe une suite (fn),cy de fonctions de Schwartz qui converge vers
f dans L2(R%). D’aprés la Proposition 4.17, la suite (fy)nen est de Cauchy dans L2(R%).
Comme L?(R?) est complet, fn admet une limite, qu'on note F f. On peut alors vérifier que
cette définition de Ff ne dépend pas du choix de la suite (fy), oy et que pour f € S(R%)

8 J. Royer - Université Toulouse 3
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onaFf = f . Par linéarité de la transformée de Fourier sur S(RY) et la proposition 4.17,
I'application F est linéaire et c’est une isométrie de L2(R?). En outre, pour f € S(R?) on a

FFTf=f.

Par continuité, cette égalité est encore valable dans L2(R?), ce qui assure que F est surjective.
O

Proposition 4.19. Pour f € L'(R%) N L?(R%) on a Ff = f

Démonstration. Soit f € L'(R%) N L*(R?). Soit (fn),cy une suite de fonctions de Schwartz

qui converge vers f dans L'(R?) et dans L?(R?). Pour tout n € N on a Ff, = fn. Comme
F est continue dans L? on a
1Ff = Ffally 7= O

En particulier, quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que F f,, tend vers F f pour
presque tout = € R?. D’autre part on a

“ ~ _4d
If = falloo < @2m)"2 || f — fully m 0.

Cela implique que Ff = f presque partout. O

On rappelle que pour une fonction qui n’est pas intégrable, on ne peut pas utiliser I'ex-
pression de F f donnée par la définition 4.1. On a tout de méme la propriété suivante :

Proposition 4.20. Soit f € L%(R?). Pour n € N et £ € R? on note

f, = 1 e 8 f(2) da.
o= ong [ e

Alors on a R
1Ff = Fall o — 0

Démonstration. On a
|1F = Tp flly 2 0

et 1p(,)f € L' N L? pour tout n € N, donc par la proposition 4.19

IFF = fall2 = || Ff = FApmf)|l, —— 0.

n——+oo

4.6 Exemple d’application
Pour f € S(R?), on considére I'équation
—Au+u=f,

d’inconnue u € S(R?). En prenant la transformée de Fourier, on obtient que u est solution
si et seulement si pour tout £ € R? on a

(€% + D)(Fsu)(€) = (Fs )&,

soit
_ FsNE
(Fsu)(§) = TR

On considére la fonction f qui a ¢ € R associe (1}-+fl)§(|§2) Cela définit une fonction f € S(RY)
et on a

1Fllze < IFfllze = 11 g2 -

Année 2019-2020 9
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On pose alors Rf = F~1f. Cela définit également une fonction de S(R%) et on a

1RSIl = = 122 < Il e

Il n’est pas difficile de vérifier que l'application f — Rf est linéaire. Ainsi R définit une
application linéaire sur S(R?), continue pour la norme L2. Elle s’étend donc par continuité
en une application linéaire continue sur L?(R%).

Pour f € S(R?) on a alors
(~A+1)Rf = f.

Ainsi, sur S(R%) au moins, R est un inverse pour I’application linéaire (—A + 1). Bien en-
tendu, si f est dans L2(R?) mais pas dans S(R?), rien n’assure que Rf est deux fois dérivable,
ce qui nous empéche d’écrire une égalité analogue. L'un des objectifs de la suite du cours
sera précisément de gérer ce genre de situation.

Une derniére question & propos de cet exemple. Peut-on donner une expression un peu
plus explicite pour la solution Rf du probléme? On doit calculer la transformée de Fourier
inverse du produit de deux fonctions. C’est la qu’intervient le produit de convolution (voir
la proposition 4.7). Ainsi, si G est une fonction dont la transformée de Fourier vérifie

alors on aura

et donc )
Rf(x) = ——=(G * f)(x).
f(z) (277)5( (=)

Reste a déterminer G. Au moins pour la dimension d = 1, on a déja fait le calcul & I'exemple

4.3 et on obtient
G(z) = \/ie_lxl.

e~ lz—yl e~ 1Yl
Ri@) = [ Gty = [ S ra-nay

On peut alors vérifier par un calcul explicite (le faire en exercice) que si f € S(R) alors pour
tout = € R on a bien

Cela donne

—(Rf)"(z) + Rf(x) = f(x).

En dimension 1, le résultat n’est pas trés spectaculaire, car il s’agit simplement d’une équation
différentielle ordinaire & coefficients constants, et on aurait pu obtenir le méme résultat avec
des méthodes de premiére année (une double variation de la constante, saurez-vous le faire ?),
mais la méthode illustrée sur cet exemple simple sera utile pour des problémes plus subtiles.
Pour cela, on a encore besoin d’'introduire de nouveaux outils. . .
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