M1 ESR DISTRIBUTIONS - FOURIER

Examen Partiel

Mercredi 20 novembre 2019 (1h30)

Pour z € R on pose

(z) 1 siz >0,
H(xr) =
0 siz<0.

On note § la distribution de Dirac en 0. Pour f € L*(R), on définit la transformée de
Fourier de f par

1 )
VéEe R, (F = —— | e f(2)dx.
EeR (PO = o= | )
Si T est une distribution sur R, on note F71 sa transformée de Fourier.

Exercice 1. Pour z € R on pose f(z) = H(x) cos(x).

1. Vérifier que f est dans Li .(R) et rappeler la définition de la distribution associée a
f (que I'on notera T7).

2. Calculer la dérivée T} de la distribution T} (par calcul direct, sans utiliser la formule
des sauts).

Exercice 2. Soit p € Cf°(R,R..) asupport inclus dans [—1, 1] et telle que §;, p(z) dz = 1.
Pour n € N* et € R on pose p,(z) = np(nz). Soit ¢ € C*(R). Montrer que (p, * ¢)
converge uniformément vers ¢ quand n tend vers +co.

Exercice 3. 1.Pour f e L. _(R) on note f la fonction qui & z € R associe f(—z). On

loc

dit alors que f est impaire si f = —f presque partout. Pour 7' € S’(R) on considére la
distribution tempérée T définie par

Vo e S(R), (T,¢)=(T,0).

On dit alors que T est impaire si T = —T.

a. Soit f € L*(R). On note Ty € §'(R) la distribution associée. Montrer que Ty est
impaire si et seulement si f est impaire.

b. Montrer que si T est impaire alors sa transformée de Fourier FT est impaire.
2. On note maintenant 7' la distribution vp(%), définie par

Voe S(R), (T,¢)=Ilim ¢z) dz.

0 jgze X
a. Montrer que 27" = 1 (ot on a noté 1 la distribution tempérée associée a la fonction
constante égale & 1).
b. Montrer que (FT')" = F(—izT) et en déduire (FT)'".
c. Montrer que FT' est impaire.
d. Calculer FT.



Exercice 4. Si f est une fonction de R? dans R%, alors pour A > 0 et € R? on pose

ilz) = f(Ax).

Soit k € N. On dit qu'une distribution 7' € D'(R?) est homogéne de degré k si pour tous
A>0et peCP(RY on a

(T, ¢10) = XT(T, 9) . (*)
1.Soit T € D'(RY) une distribution homogene de degré k € N*. Soit j € {1,...,d}.
Montrer que la distribution dérivée gg est homogeéne de degré (k — 1).

2. Soit T une distribution homogéne de degré k € N. Montrer que

Z x] 8% T

ou x; aT désigne la multiplication de la distribution TT par la fonction coordonnée
J
T = (:El,...,md) — T,
Indication : on pourra dériver par rapport a A l’égalité ().



