L2 PARCOURS SPECIAL MATHEMATIQUES — ANNEE 2018/2019

Théorie de la Mesure et de I'Intégration

Exercices

E.1 Prologue

Exercice 1 (A la grecque). On considére dans R? la parabole P d’équation y = 1 — 2, puis
on note S la région délimitée par P et I'axe des abscisses :

S={(z,y) e[~ 1] xR|0<y<1—2a®}.

1. Soit (a,b) € [0,1]? avec a < b. On note T le triangle formé par les points de P d’abscisses

a, %% et b. Montrer que l'aire de T est (b— a)®/8.

2.Soit n € N. Pour k € [0,2"] z,x = —1 + k27", Pour k € [1,2"] on note alors T,  le
Tp k—11Tn k

triangle formé par les points de P d’abscisses z, j—1, 5

de T, ;, vaut 23",
3. En déduire que l'aire de S est supérieure ou égale a ) 47",
4. Calculer laire de S a I’aide d’un intégrale et comparer a cette somme.

et xp ;. Montrer que laire

FExercice 2. Expliciter les parties de R suivantes :

L ([1,6]n[0,5]) \ 3,8 6. Mene ] =7 [

2. [1,6]n ([0,5] \ [3,8]) 7. Upen- [-1+2,1-21]

3. ([1,6]U[0,5]) \ [3,8] 8. Npezln, +ool

4. [1,6] U ([0,5] \ [3,8]) 9. Mpen- 10, =]

5. Unen+ | —2,2[ 10. Uyegld —&,9+¢f, oue>0

Ezercice 3. Soit a € R. Donner I'image réciproque de ]a, +o0c[ par la fonction f définie pour
xz € R par:

1. fla)=x

2. f(z)= 3z +5

3. flx) =22

4. f(z)=1siz>20et f(x)=—1siz <0

5. f(x)=axsiz>20et flx)=—2x+1siz<0
6. f(x)=1sizeQet f(z)=0siz¢Q

Ezercice 4. Pour tout partic A de N on note v(A) = Card(A) si A est finie, et v(A) = +00
sinon. Cela définit une application v de P(N) dans NU{+o00}. Que pensez-vous des assertions
suivantes :

(i) v() =0
(ii) Pour A, B € P(N) on a v(AU B) =v(A4) + v(B).
(iii) Si (An),cy est une suite de parties de N deux a deux disjointes, alors dans N U {400}
ona:v(UpenAn) =2 en ¥(4n).

(iv) Si (An),cy est une suite de parties de N, alors dans NU {oo} on a : v (U, ey An) <
ZnGN v(An).



v) Si (A, est une suite croissante (pour I'inclusion ') de parties de N, alors on a
neN

v <U An> =supv(4,) = lim v(4,).

neN neN n—oo

(vi) Si (Ap), ey est une suite décroissante (pour linclusion ?) de parties de N, alors on a

v (ﬂ An> = inf v(4,) = lim v(4,).

neN n—00
neN

Ezercice 5. 1.Pour n € N on considére sur R la fonction f,, définie par

fu(x) =

1 sin<ex<<n+1,
0 sinon.

a. Pour n € N, dessiner le graphe de f,.

b. Montrer que pour tout x € Ron a :

— U
fn (LC) n—-+oo 0
c. Montrer que l'intégrale « généralisée » [, fn () dx est bien définie pour tout n € N, la
calculer, et étudier sa limite quand n tend vers +oo0.
2. Mémes questions avec les fonctions g,, et h,, définies pour n € N* et x € R par

0 sixz <0, 0 six <0,
B % si0<z<n, L _ n’x si0<x<%,
gn(®) =95 . et hn(x) = 2 S 1 2
2% sin<ax<2n, 2n—nzr sl <z<Z,

0 six > 2n. 0 six}%.

3. Sur le méme modéle, donner des exemples de suites de fonctions ( fn), (gn) et (ﬁn) qui
convergent ponctuellement vers 0 mais telles que les intégrales [, fn dz, [; §n dx et [p hy dx
tendent vers +oo quand n tend vers +oo.

E.2 Dénombrabilité

FEzxercice 6. Parmi les ensembles suivants, lequels sont dénombrables :
(i) {2",n € N},
(ii)) {27",n € N},
(iii) N xR,
(iv) {a+bv2,a,b€Q},
v)
)

I’ensemble des nombres premiers,
(vi) 1

’ensemble des fonctions de R dans R.

Ezxercice 7. On dit qu'une suite (u,),cy € N est presque nulle s7il existe N € N tel que
u, = 0 pour tout n > N. On dit qu’elle est stationnaire s’il existe N € N tel que u,, = uy,
pour tous n,m > N.

1. Montrer que I’ensemble des suites presques nulles & valeurs dans N est dénombrable.

2. L’ensemble des suites stationnaires & valeurs dans N est-il dénombrable ?

Ezercice 8. Soit E un ensemble. Montrer que P(F) est fini ou indénombrable.

Ezxercice 9. Soit A un ensemble et (I,)qeca une famille d’intervalles de R ouverts, non vides,
et deux & deux disjoints. Montrer que A est dénombrable.

1. Cela signifie que A,, C Ap41 pour tout n € N
2. Cela signifie que A, 1 C Ay pour tout n € N



Ezxercice 10. 1. Soit U un ouvert de R.
a. Soit x € U. Montrer qu’il existe g € Q et n € N* tels que

1 1
xe}q—n,qﬁ-n[CU.

b. Montrer que U est union dénombrable d’intervalles ouverts.
2. On munit R¢ d’une norme quelconque. Montrer que tout ouvert de R? est union dénom-
brable de boules ouvertes de R?. Méme question en remplacant « boule ouverte »par « boule
fermée ».

Ezxercice 11. On dit d’un réel x qu’il est algébrique s’il existe d € N* et ag, ..., aq € Z tels

que
d
Z akxk =0.
k=0

Montrer qu’il existe des réels qui ne sont pas algébriques.

E.3 Tribus

Ezercice 12. Soit M une tribu de X et E € P(X). Montrer que

Mg :={ANEAec M}
est une tribu de E. On pourra dire que Mg est la tribu induite par M sur F.
FExercice 13. Donner un exemple de topologie qui n’est pas une tribu.

Ezxercice 14. Soient X un ensemble et A une partie de X. Déterminer la plus petite o-
algébre de X contenant A.

FExercice 15. Soit X un ensemble. Soit n € N* et Aq,..., A, des parties deux & deux
disjointes de X telles que X = (J;_, Aj. Déterminer le nombre d’éléments de la tribu de X
engendrée par {Aq,..., A, }.

Ezercice 16. Déterminer la tribu de R engendrée par {[0,2], [1,3]}.

Ezercice 17. Soit X un ensemble.
1. Déterminer la tribu engendrée par les singletons de X.
2. Déterminer la tribu engendrée par les parties de X contenant deux éléments.

Ezxercice 18. Soient X un ensemble et A une partie de X. Déterminer la tribu engendrée
par les parties de X contenant A.

Exercice 19. Soit X un ensemble. Soient M7 et My deux tribus de X. Déterminer les
tribus engendrées par M1 N Ms et par My U M.

Ezxercice 20. Soit X un ensemble non vide. On appelle algébre de X une famille A de
parties de X telle que X € A et pour tous A,B€ AonaX\AcAdet AUB € A.

1. Soit P une partie non vide de P(X). Montrer qu’il existe une plus petite algébre (au sens
de 'inclusion) contenant P.

2. Soit (A,), ¢y une suite d’algebres de X telle que A, C A1 pour tout n € N. Montrer
que la réunion | J,, .y A, est une algebre de X.

3. Que dire de la question précédente si on remplace « algébre » par « o-algébre » 7 On pourra
par exemple considérer X = N et, pour tout n € N, A, = o({0},...,{n}).

Ezxercice 21. Soient (X, M) un espace mesurable, Y un ensemble et ¢ une fonction de X
dans Y.

1. Montrer que N = {B lo~Y(B) e M} est une tribu sur Y. On l'appelle tribu image de M
par .

2. Expliciter N lorsque M = P(X).

3. Méme question lorsque M = {0, X }.

4. On suppose que ¢ est une bijection. Montrer que M est la tribu image de N par ¢~ 1.
5. On suppose que X et Y sont des ouverts de R? et que ¢ est un homéomorphisme de X
dans Y. Montrer que la tribu image de la tribu borélienne B(X) par ¢ est la tribu borélienne
B(Y)deY.



Ezxercice 22. Montrer que B(R) est engendré par l'ensemble des intervalles de la forme
Ja, +oo] avec a € Q.

Ezxercice 23. Soit X un espace topologique, muni de sa tribu borélienne B(X). Soit F' une
partie de X, muni de la topologie induite et de la tribu borélienne B(F') correspondante.
1. Montrer que

B(F)={ANnF,AecB(X)}.

2. Montrer que si F' est un borélien de X alors B(F') est simplement ’ensemble des boréliens
de X inclus dans F'.

Ezxercice 24. On considére une suite (fy,),y de fonctions continues de R dans R. Montrer
que les ensembles suivants sont des boréliens de R.

(i) L’ensemble des réels x tels que f,,(x) —— 0.
n—oo

(ii) L’ensemble des réels x tels que la suite (f,(x))nen converge.

(iii) L’ensemble des réels x tels que la suite (fy,(z))nen & 0 pour valeur d’adhérence.

Ezercice 25. 1. Montrer que pour tout A € B(R) on a A x R € B(R?).
2. Montrer que pour A, B € B(R) on a A x B € B(R?).

Ezercice 26. On note P I'ensemble des pavés de R? de la forme

d j nj—i—l
H 9=k’ 9—k |

Jj=1

ol ke Netny,...,ng € Z.

1. Montrer que P est un ensemble dénombrable de parties de R?.

2. Montrer que tout ouvert de R? est union d’éléments de P.

3. Montrer que B(RY) = o(P).

4. Montrer que B(R?) est engendré par I’ensemble des boules euclidiennes ouvertes (repecti-
vements fermeées).

5. Montrer que B(R?) est engendré par les demi-espaces de la forme

R/~ x]a, +00[xRI~7,
avec j € [1,d] et a € R.

Ezxercice 27. Soient X un ensemble et F une famille de parties de X. Montrer que pour
tout A € o(F) il existe une famille dénombrable D d’éléments de F telle que A € o(D).
Indication : on pourra montrer que l’ensemble des A dans o(F) vérifiant cette propriété est
une tribu sur X.

Ezxercice 28. Montrer qu'une tribu contient toujours un nombre fini ou indénombrable
d’éléments.

E.4 Mesures

Ezxercice 29. Pour A € P(R) on note m(A) = 0 si A est au plus dénombrable et m(A4) =
+o0 sinon. L’application m ainsi définie est-elle une mesure sur (R, P(R)) ?

Ezxercice 30. Soit (), y une suite réelle. Soit (p,,), oy une suite de réels positifs tels que
Z:ioo prn = 1. Montrer que ’application

+oo
m = Z pn(sxn

n=0

définit une mesure de probabilité sur (R, P(R)).



Ezxercice 31. Soient (X, M, u) un espace mesuré et E € M. On note Mg la tribu induite
sur E (voir Exercice 12). Pour A € Mg on note

pe(A) = p(ANE).
Montrer que cela définit une mesure pp sur E.

Ezxercice 32. Soient (X, M) un espace mesurable, Y un ensemble et ¢ une fonction de X
dans Y. On note NV la tribu image de M par ¢ (voir I'exercice 21). Pour B € N on pose

v(B) = u(y™(B)).

1. Montrer que cela définit une mesure v sur (Y, ). Elle est appelée mesure image de u par

f.
2. Expliciter v lorsque M = P(X) et u = d,,, oul 2o est un élément de X.

Ezercice 33. On considére une mesure sur I’espace mesurable (R, B(R)). On note O 'union
de tous les ouverts de R de mesure nulle. Montrer que O est un ouvert de mesure nulle. En
déduire qu’il existe un plus grand ouvert de R (au sens de l'inclusion) de mesure nulle.

Ezxercice 34. On considére l'espace mesuré (R, B(R), A). Montrer que pour tout € > 0 il
existe un ouvert O dense dans R et tel que

AO) < e.

Exercice 35. Soit p une mesure sur les boréliens de R, finie sur les compacts. Soit xg € R.
Pour x € R on pose

o) = p(zo,z]) stz > o,
F@) = {—u(]x,xo]) si x < xo.

1. Montrer que cela définit une fonction F' de R dans R, croissante et continue & droite en
tout point.

2. Montrer que F' est continue en = € R si et seulement si p({z}) = 0.

3. Montrer que 'ensemble des x € R tels que u({x}) > 0 est dénombrable.

Ezxercice 36. Soient (X, M, 1) un espace mesuré et (A, ), o une suite de parties mesurables.
On note B 'ensemble des x € X tel que x € A,, pour une infinité d’indices n.

1. Montrer que B est mesurable.

2. On suppose que la série D 1(Ay) converge. Montrer que pu(B) = 0.

Ezxercice 37. 1.Soit f une fonction continue de R dans R. Montrer que le graphe de f est
de mesure nulle dans R? (muni de la mesure de Lebesgue).

2. Soit f une fonction de classe C! de R dans R2. Montrer que f(R) est de mesure nulle dans
R? (toujours muni de la mesure de Lebesgue). Le résultat est-il encore vrai si f est seulement
continue ?

Ezxercice 38. Donner un exemple de mesure 1 qui est o-finie sur R et telle que p (] —n, n[) =
400 pour tout n € N*.

E.5 Fonctions mesurables

Ezxercice 39. La fonction 1g est-elle borélienne sur R?

Exercice 40. Soit (X, M) un espace mesurable.

1. Vérifier que si M = P(X) alors toute fonction de X dans n’importe quel espace mesurable
est mesurable.

2. On suppose maintenant que M # P(X). Donner un exemple de fonction f: X — R qui
n’est pas mesurable mais telle que |f| l'est.

Exercice 41. Montrer que la réciproque d’une bijection mesurable n’est pas nécessairement
mesurable.



Exercice 42. 1.Soit f : X — R une fonction mesurable. Montrer directement (i.e. sans
utiliser le cours) que les fonctions fi = max(f,0) et f_ = max(—f,0) sont mesurables.
2.Soit f : X — C une fonction mesurable. Montrer que les fonctions Re(f) et Im(f) sont
des fonctions mesurables de X dans R.

Ezxercice 43. Montrer qu’une fonction f : R — R croissante est mesurable.

Ezxercice 44. Soit f : R — R une fonction continue a droite.
1. Soit n € N*. On considére sur R la fonction f, telle que, pour x € R,

0 six < —n,
fulz) = F(2) sixe]—n,n]et%<x<%, avec p € Z,
0 six >n.

Montrer que la fonction f, ainsi définie est mesurable.

2. Montrer que la suite (f,)nen+ converge simplement vers f.

3. En déduire que f est mesurable.

4. Montrer qu’une fonction g : R — R continue & gauche est mesurable.

Ezxercice 45. Soient (X, M) un espace mesurable et f : X — C une fonction mesurable.
Montrer qu’il existe une fonction mesurable w : X — C telle que pour tout x € X on a

w(@)| =1 et f(z) = [f(2)|w(z).

Ezercice 46. Soient (X, M) et (Y,N) deux ensembles mesurables. Soit X1, Xo € M tels
que X1 N Xy =0 et X; UXy = X. On munit X; et X5 des tribus induites par M. Soient
f1 une fonction mesurable de X; dans Y et fs une fonction mesurable de X5 dans Y. Pour
z € X on pose

) file) stz e X,
f(x)_{fg(:c) siz e Xs.

Montrer que f est une fonction mesurable de X dans Y.

E.6 Intégration

Ezxercice 47. Soient (X, M, u) un espace mesuré et £ € M. On considére sur E la tribu
Mg induite par M sur FE et la mesure pp induite par p (voir les exercices 12 et 31). Soit f
une fonction intégrable de X dans R. Montrer que la restriction f|p de f a E est intégrable

et
/f|EdME:/ Lgfdpu.
E X

Ezxercice 48 (Théoréme de changement de variables). Soient (X, M, u) un espace mesuré,
Y un ensemble, et ¢ une fonction de X dans Y. On munit Y de la tribu image N de M par
f et de la mesure image v de p par ¢.
1.So0it f:Y — [0, +00] une fonction mesurable.

a. Montrer que f o ¢ est une fonction mesurable de X dans [0, +0o0].

b. Soit A € N. Montrer que 14 0¢ =1 ,-104).

c. Montrer que
/ de=/ (fop)dp.
Y X

2. Soit f : Y — R une fonction mesurable.
a. Montrer que f o ¢ est une fonction mesurable de X dans R.
b. Montrer que f est intégrable sur Y si et seulement si f o ¢ est intégrable sur X.
c. Montrer que si f est intégrable sur Y on a

/dev=/x(f0<p)du-



Ezxercice 49. On munit [0, 1] de la mesure de Lebesgue. Montrer que pour toute fonction f
continue de [0, 1] dans R on a

1
[o,l]fd)\:/o f(z) dx,

ou l'intégrale de droite est 'intégrale au sens de Riemann.

Ezercice 50. Soit f une fonction continue de ]0,1[ dans Ry et F' une primitive de f.
1. Montrer que F' admet une limite ¢y € {—co} UR en 0 et une limite £; € RU {+o0} en 1.
2. Montrer que
fdx=1t1— 4.

10,1]
Ezxercice 51. On munit [~1,1] de la mesure de Lebesgue A. Pour n € N on note f,, = 1jg
si n est pair et f, = 1[_1] si n est impair.
1. Vérifier que f,, est mesurable pour tout n € N.
2. Calculer

/ liminf f, d\ et lim inf/ frndA.
[—1,1] [—1,1]

n—oo n—oQ

FExercice 52. Soient p1 et pus deux mesures sur l'espace mesurable (X, M). On note pu =
p1 + po.

1. Montrer que 4 est une mesure sur (X, M).

2. Soit f une fonction mesurable de X dans R. Montrer que f est intégrable pour la mesure
1 si et seulement si elle ’est pour les mesures w1 et po, et que dans ce cas on a

/deMZ/deumL/deuz~

Ezxercice 53. On munit (R, B(R)) de &y, la mesure de Dirac en 0. Soit f une fonction
mesurable de R dans R. Calculer [, f ddo.

Exercice 54. Soit f une fonction borélienne de [0,1] dans R,. On suppose qu'’il existe
M > 0 tel que

Vn €N, / e fdA(z) < M.
[0,1]

1. Montrer que f =0 p.p.
2. On suppose de plus que f est continue. Montrer que f = 0.

Ezxercice 55. Soient (X, M, ) un espace mesuré et f une fonction intégrable de X dans R.
1. Montrer que pour tout a > 0 on a

ple e X If@) > ap) <5 [ 17 dn

2. Montrer que
ap({z € X| |f(2)| > a}) —— 0.

a—+o00

Ezxercice 56. Soient (X, M, ) un espace mesuré et f une fonction intégrable de X dans R.
Montrer que pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour tout A € M on a

w(A) <o :>/|f\du<£.
A

E.7 Intégrales a paramétres

Exercice 57. Soit f :[0,1] — R une fonction continue. Etudier la limite

1
lim [ f(t")dt.

n—oo 0



Ezxercice 58. Etudier la limite

lim (1 — E) dx.
n—-+oo 0 n
Ezercice 59. Etudier la limite
“+o0
lim e ¥sin(z)" du.
n—oo 0

Ezxercice 60. Pour (t,z) € R x Ry on pose

flt,x) :cosh<1_|t_x> -1

1. Montrer que pour tout ¢ € R la fonction f(¢,-) est intégrable sur R. On note alors

+oo
o) = [ fan= [ fta)dn

R
2. Montrer que la fonction F et continue et dérivable, et donner une expression de F’.

Ezxercice 61. Soit f € £1([0,1]). On suppose que pour tout = € [0,1] on a

/wa(t)dtzo.

Montrer que f = 0 presque partout.

Ezxercice 62. On considére les deux fonctions f, g : R — R définies par

© e
flz) = e " dt et g(x) = ———dt.
0 0

241
1. Montrer que g est dérivable sur R.

2. Montrer que la fonction h(z) = g(z) + f2(x) est constante.
3. Montrer que l'intégrale 0+°O et dt est convergente et vaut @

—t* cos(tz)dt est convergente. On

Ezercice 63. 1.Soit x € R. Montrer que l'intégrale f0+°° e
note alors p(z) sa valeur.
2. Montrer que cela définit une fonction ¢ de classe C! sur R.
3. Montrer que ¢'(z) = f%@) pour tout x € R.

VT a2

4.En déduire (avec l'exercice précédent) que ¢(z) = Le™2 /4.
Ezxercice 64. Pour xz > 0, on pose
Foo —(t*+1)z
¥l) = / i

. Montrer que 1 est bien définie sur [0, +o0[.

. Montrer que v est continue sur [0, +00]

. Montrer que 1 est de classe C'* sur ]0, +o0].

. Calculer ¥(0) et étudier la limite de ¥ en +oc.

. Montrer que pour tout 2 € R on a ¢'(z) = —L\/; f0+oo e~ ds.

2
. Montrer que pour tout z € R on a f0+oo Y (z)de = -2 (f+oo e ds) .

0
. En déduire que f0+°° e~ du = @

N O U I W+

Ezercice 65. (Fonction Gamma) Pour z €]0,+oc[, on pose I'(z) = f0+oo t*~le=tdt. La
fonction I' est bien définie sur R} = {z € R|z > 0}.

1. Etudier les limites de I' en 0 et en +o0.

2. Montrer que I est de classe C! sur R et calculer sa dérivée.

3. Soit k£ € N*. Montrer que I' est de classe C* et calculer I'*),



E.8 Intégrales multiples

Ezxercice 66. Soient (X1, M) et (X2, Ms2) deux espaces mesurables. Montrer qu’en général
I’ensemble des rectangles mesurables de X; x X5 n’est pas une tribu.

Ezercice 67. Soient (X, M) et (Y,N) deux espaces mesurables.
1. Montrer que M; ® My est la plus petite tribu sur X; X X5 qui rende mesurables les
projections canoniques

S X1 X X2 — X1 et 7o X1 X X2 — X2
1 (ZCl,IQ) = I 2 (ZL’l,ZL'Q) — T

2. Soient (Z,7T) un espace mesurable et f une fonction de (Z,7) dans (X x Y, M @ N).
Moutrer que f est mesurable si et seulement si myo f: (Z, M) = (X, M) et myo f: (Z,T) —
(Y, N) le sont.

Ezxercice 68. Soient X; et X5 deux espaces topologiques, munis de leurs tribus boréliennes.
1. Montrer que B(X;) ® B(X32) C B(X; x X3).

2. Montrer que si X; et Xo sont des espaces métriques séparables, alors B(X;) ® B(Xs) =
B(Xl X XQ)

Exercice 69. Soient u; et ps deux mesures o-finies non nulles sur (R, B(R)). On suppose
que

(11 ® p2)(R*\ A) =0,
ot on a noté A = {(z,z),r € R}.
1. Montrer que R2\ A est dans B(R) ® B(R).
2. Montrer que si A1, As € B(R) sont tels que pi(A1) > 0 et us(Az) > 0 alors A; N Ay # .
3. En ré-écrivant I'égalité (u; ® uz)(R?\ A) = 0, montrer que pour p;-presque tout x € R on

a pz(R\ {z}) = 0.
4. En déduire qu’il existe az € R et ag > 0 tels que po = aabq,.
5. Montrer qu'il existe a € R, et ay, ag €]0, +00] tels que 1 = a1, et s = andy.

Ezercice 70. Pour (z,y) € [0,1]? on pose

22—y .
f(x y): (x2+y2)2 S1 (‘T7y)#0a
’ 0 si (z,y) =0.

1. Montrer que cela définit une fonction borélienne de [0, 1]? dans R.
2. Calculer (en justifiant)

/:_0 (/_0 i) de e / 1_0 (/ 1_0 Flap)d ) dy.

Indication : on pourra dériver par rapport Gy lexpression y/(x? + y?).
3. Commenter.

Ezxercice 71 (Intégrales sur des rectangles). Aprés en avoir justifié Uexistence, calculer les
intégrales suivantes :

2
I :/ x—dxdy, I :/ sin(z + y) dz dy,
(-1,1x([1,2] Y [0,51x[0, 5]

I3 = / R S, dy.
3,7]x[-2,2] V1 + xy + a2

Exercice 72. On note D = {(z,y) € R?|2 >0,y >0, z +y < 1}. Calculer

11:/ 1dx dy, Igz/(xQ—i—yQ)dmdy, Igz/xy(a:+y)dmdy.
D D D



Exercice 73. Calculer / f(z,y) dz dy dans les cas suivants :
D

L fwy)=x+y, D={(zy) eR1>2>02"<y<az}

2. f(;z:,y):(x+y)g, D={(z,y) eR?|3>2>1,y>2 x+y <5},

3. f(z,y) =cos(zy), D={(z,y) eR*|2>2>1,0<zy<2}

4. f(z,y) ==, D={(z,y) eR?|ly>0, 2 —y+1>0,x+2y—4<0},
5 f(z,y) =y D={(z,y) eR?|z >0,y > O ry+x+y <1}

Ezercice T4. Calculer I'intégrale de la fonction (x,y) — €*T¥ sur le domaine
D={(z,y) eR*| [z +y| <1,|z —y[ <1}.

Exercice 75. Calculer les aires des domaines suivants :
Dy = {(z,y) eR?| —1< 2 <1, 2? <y<4—w3}
Dy = {(z,y) e R?|0 < I<7T,*Sln( )<y sm( )}
Dgz{(ﬂmy)€R2|y>0,x—y+120,y< —x2 42z +1}.

Ezercice 76. On note D = {(z,y) € R? | z,y € [0,1], 22 + y? > 1}. Calculer

Ty
I = —— dx dy.
//Dl+x2+y2 v

/// rdrdydz, ou D={(z,y,2) €R*|2>0,9>0,2>0,x+y+2<1}.
D

Exercice 77. Calculer

E.9 Changements de variables

Exercice 78. En passant aux coordonnées polaires, calculer I'aire du domaine
21 2 2
D=4(z,y) R |§<x +y“<3ety>0

(et veérifier qu’on obtient bien le résultat attendu).

Ezercice 79. Soit D = {(z,y) e R?|0< z, 0 < y,0 < 22 + y? < 1}. Calculer

1
——— dx dy.
//D T+a2+y2 "

Ezercice 80. Calculer [[, —*5 dady, ot on a not¢ D = {(z,y) e R® [z >0,y >0, 1

z? +y? <4}

N

2+y

Exercice 81. On considére le domaine D borné délimité par les droites d’équations z = 0,
y =z +2 et y = —z. Calculer 'intégrale [[,(z +y)dzdy

1. par calcul direct,

2. en effectuant le changement de variable (u,v) = (v +y,z — y).

Exercice 82. Calculer [[,\/2? +y?dzdy, ou D = {(x,y) € R? |2 + 3 — 22 < 0}.

FEzxercice 83. Calculer / / f(z,y, z)dx dy dz dans les cas suivants :
D

1. f(z,y,2z) =cosz, D ={(z,y,2) € R?| 2% +y? + 22 < 1},
= —=£ = 3la?+y? < <z<2}.
2. f(z,y,2) T D={(z,y,2) e R |x? +y* <4,0< 2 < 2}

Ezercice 84. Calculer lintégrale de la fonction f : (z,y) — (y? — 22)%¥(2? + y?) sur le
domaine D = {(amy) ER?|0<z<y,a<ay<by’—2’< 1}7 ou b > a > 0. On pourra
effectuer le changement de variables v = zy, v = y? — z2.



Ezercice 85. Soit D un domaine de R%. On rappelle que le centre de gravité de D est le
point (zg,yc) € R? défini par

(ze,yq) = Alre (// xdx dy, // ydxdy) .

1. Déterminer le centre de gravité du disque D = {(z,y) € R?|2? +¢* < 1}.

2. Pour k € N*, on considére le trapéze D) C R? de sommets (0,0), (1,0), (1,1) et (0,k).
Déterminer le centre de gravité (zg,yq) de Dy.

3. Considérons I'application affine ¢ : R? — R2, définie par

o(x,y) = (x4 3y,z —y) + (2,3).

Soit (xf, yg;) le centre de gravité du domaine (D). Montrer que (2, ¥:) = ¢(za,Ya)-

4. Plus généralement, montrer que pour toute application affine (inversible) ¢ : R? — R?| le
centre de gravité de (D) est p(zq, ya)-

5. Déduire de la question précédente que si D est symétrique par rapport a ’axe des abscisses
et par rapport & I'axe des ordonnées alors son centre de gravité est I'origine.

Ezercice 86. Soient a et b des réels positifs. On définit le domaine D = {(z,y) € R? |z >
2

0,y>0, = + 4 <1}

1. Calculer [[, (22 — y)dady.

2. Calculer les coordonnées du centre de gravité de D.

Ezercice 87. Soient a > 0, b > 0 et ¢ > 0. Calculer le volume de lellipsoide £ C R?
d’équation
2 2 2
it
a b c

E.10 Espaces de Lebesgue

Ezxercice 88. Soient (X, M, p) un espace mesuré et (Y, A) un espace mesurable. On note F
I’ensemble des fonctions mesurables de X dans Y et on considére sur F la relation R définie
par

Vf,geF, fRg <= f(z)=g(x) pour presque tout z € X.

Montrer que R est une relation d’équivalence sur F.

Ezxercice 89. A quelle condition sur o € R et p € [1,00] la fonction = — z* est-elle dans
L?(]0,1[) ? Dans L?([0,1]) ? Dans LP(]1,00[) ? Dans LP(]0, co[) ?
Ezercice 90. Soit p € [1,+00]. Soit A > 0. Soit @ € R. On considére 'application © qui &
u € LP(RY) associe

Or\u : z — au(Az).
1. Montrer que O définit bien une application de LP(R¢) dans lui-méme.
2. Déterminer o pour que Oy soit une isométrie de LP(R?) (c’est-a-dire que [©xull, = [[ull,
pour tout u € LP(RY)).

Ezercice 91. On se place sur I'espace mesurable (R, B(R)). On note A la mesure de Lebesgue
et, pour a € R, on note J, la mesure de Dirac en a. Soit a > 0. Pour A € B(R) on note

(A = a / =T AN () + 51 (A)
[0,1]nA

et
v = [ e M)+ Y (A
[O,Jroo[ﬂA Z

1. a. Montrer que p et v sont des mesures sur (R, B(R)).
b. Sont-elles finies ?
2.Pour z € R on note f(x) =z et g(z) = e**
a. Montrer que f et g sont mesurables.
b. Sont-elles intégrables par rapports a u 7 par rapport & v 7 Si oui, calculer leurs intégrales.



Ezxercice 92. Dans le chapitre sur les espaces de Lebesgue, ou a-t-on utilisé le fait que
p=>17

Ezercice 93. Soit p € [1,+o0].

1. Montrer que si f € C°(R) N LP(R) admet une limite en +oo alors cette limite est nulle.
2. Montrer qu'il existe f € C°(R) N LP(R) qui ne tend pas vers 0 en +o0.

3. Montrer que si f € LP(R) est uniformément continue alors elle tend vers 0 en +oo.

Ezxercice 94. Soit f une fonction mesurable de (X, M, u) dans R. Montrer que

= sup inf x)|.
/oo = sup inf [7(a)
n(A)>0

Ezxercice 95. Soit p € [1,400]. On note
Qp ={f € LP(R,B(R),\)|f =20 p.p.}.

Montrer que Q, est d’intérieur vide dans LP(R) pour p < +o0o et d’intérieur non vide si
p = +o0. Indication : on pourra commencer par montrer qu’une fonction f € €, bornée n'est
pas dans l'intérieur de Q, sip < +o00.

Ezxercice 96. Soit (X, M, 1) un espace mesuré. Soient p, g,r € [1, 00] tels que %+é—|—% =1.
Montrer que pour f € LP(X,M,pu), g € LY( X, M,u) et h € L" (X, M,u) on a fgh €
LY (X, M, p) et

||f9hHL1(X.,M,p) < ||f||LP(X,M,;L) ||9||Lq(X,M,#) ”hHL’"(X,M,u) :
Ezercice 97. Soit f € LL (R, B(R),\) telle que

loc
Yo € CO(R), / fod\=0.
R

Montrer que f = 0 p.p. (la question peut étre traitée directement dans le cas général, mais on
peut procéder par €tapes en considérant successivement les cas ot f est elle méme continue
a support compact, ou f € L?, ou f € L* et enfin le cas général).

Ezxercice 98. Soit (X, M, ;) un espace mesuré. Soit (f,), oy une suite de fonctions dans
LY (X, M,p) N L=(X,M,pu). On suppose que cette suite est bornée dans L°°(X, M, pu)
et converge dans L'(X, M, u) vers une fonction f. Montrer que f, converge vers f dans
LP(X, M, ) pour tout p € [1,+].

Ezercice 99 (Inégalité de Hardy). Soient p €]1,00[ et f € LP(R,). Pour > 0 on note

On cherche & montrer I'inégalité de Hardy
p

1. Montrer que F(x) est bien défini pour tout = > 0.
2. On suppose que f est continue a support compact dans R* et & valeurs positives.
a. Montrer que F est de classe C'! sur R* et que pour tout z € RY on a

F(z) = —2F'(x) + f(x).
b. A T'aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout A > 0 on a

p—1 [4 A
P 7 payd < / P2y f(z) da.
p Jo 0
c. Montrer I'inégalité de Hardy pour f continue & valeurs positives.
3. En déduire I'inégalité de Hardy pour f continue & support compact dans R7 .
4. En déduire I'inégalité de Hardy dans le cas général.

5. Montrer que la constante p%l est optimale (on pourra par exemple considérer pour tout

n € N la fonction fy, : z — xiiﬂ[l’n] (x)).
6. Examiner les cas p =1 et p = oo.



