L1 PARCOURS SPECIAL MATHEMATIQUES

CC n°2
Mercredi 10 janvier 2018

Durée : 2 heures

Aucun document (ni calculatrice, ni téléphone, etc.) n’est autorisé. On accordera un
soin particulier a la rédaction.

Exercice 1. Enoncer et démontrer le théoréme de Rolle.

Exercice 2. Soient F et F' deux ensembles. Soit f une application de £ dans F'. Soient
A une partie de F et B une partie de F'. On rappelle que

f7(B)={z € E| f(z) € B}.
1. Montrer I’équivalence :
ANf Y (B)#£0 <= f(ANB#0.
2. En déduire que
ANf i (B)=0 <= f(ANB=0.
Exercice 3. Pour z € R, on note

322+ 20 +7

)= x4+ 423 + 522 + 4 + 47

On cherche a résoudre sur R, 1'équation différentielle

v+ L2 = ra) @

1. a. Résoudre I’équation homogene associée a (F).

b. En utilisant la méthode de variation de la constante, montrer que (FE) admet une
solution de la forme
G(x)
r+2
ol G est une primitive d’une fonction a expliciter.

c. Sans chercher & expliciter GG, donner la forme générale des solutions de 1’équation
2. a. Montrer que le polynéme P(X) = X% +4X3 +5X? + 4X + 4 est divisible par
(X + 2)2. En déduire la décomposition en facteurs irréductibles de P dans R[X].

b. Donner la décomposition en éléments simples dans R(X) de la fraction rationnelle

YT —

X +2)(3X2 42X 4+7)
P(X)

A(x) = |



3. En déduire une expression explicite de la fonction G introduite & la question 1.
4. Donner I'ensemble des solutions y de (F) telles que y(0) = 0.

Exercice 4. Pour z €]0, 7| on note

1
sin(z)’

fle) =~ -

1. Montrer que cela définit une fonction f dérivable de |0, 7[ dans R.

2. a. Donner un développement limité a l'ordre 3 en 0 de la fonction x —

sin(z)
b. Etudier la limite éventuelle de f en 0.
c. Pour x € [0, 7] on note
o f@ siedol
0 siz=0.

Montrer que la fonction f ainsi définie est continue en 0.
3. Montrer que la fonction f est dérivable en 0 et expliciter sa dérivée.

4. a. Soit g une fonction de |0, 7| dans |0,+o00[ qui tend vers 0 en 7. En utilisant

directement les définitions, montrer que

—— — +00.
g(x) aom

b. Etudier la limite éventuelle de f en .

c. Montrer que la fonction f ne se prolonge pas par continuité en 7 (autrement dit,

il n’existe pas de fonction continue sur |0, 7] coincidant avec f sur |0, 7).



