L1 Parcours Spécial - S1 - Mathématiques Ch. 2 : Nombres complexes

SECTION 2.2

MAIS CONCRETEMENT C’EST QUOI UN NOMBRE COMPLEXE ?

On a vu combien il peut étre utile d’utiliser des nombres « imaginaires » pour résoudre
des problémes réels. Le probléme est qu’il faut pour cela manipuler des nombres qui n’existent
pas, ce qui est un peu désagréable. S’ils sont utiles mais n’existent pas, il faut donc les inven-
ter. Ou plutdt les définir. Ainsi, le but est maintenant de donner un cadre précis dans lequel
on calcule comme avec les réels, a ce détail prés qu’il existe un élément dont le carré vaut -1.

On introduit souvent les nombres complexes en disant que ce sont les nombres qui
s’écrivent sous la forme x + iy ol x,y sont réels et i est tel que i> = —1. C’est simple
et efficace, mais pas complétement satisfaisant puisqu’a ce stade il n’existe justement pas
encore de nombre dont le carré est -1. Le fait est qu’avec cette approche vous avez pu étudier
les nombres complexes, et en particulier vous avez vu que ’ensemble des complexes est en
bijection avec le plan R?, via I’application (z,y) + 2 +4y. Une facon de définir les complexes
(ce n’est pas la seule) est justement de les voir comme ’ensemble des points du plan sur
lequel on aurait défini une addition et une multiplication. Bien entendu, on reviendra aussi
vite que possible & la notation usuelle, bien plus pratique.

On rappelle que I'on note R? 'ensemble des couples (x,%) oll et y sont réels.

1.Si l'on identifie les points et les vecteurs du plan, on a déja une addition sur R? : pour
z,y,2',y" € R on pose
(z,y)+ (@ y) = (@ + 2",y +y)
Montrer alors que
(i) Pour (z,y),(z',y') € R? on a (z,y) + (2/,y') € R? (on dit que “+” est une loi de
composition interne sur R?)

(i) La loi “4+” est associative : pour (x1,%1), (T2,¥y2), (r3,y3) € R? on a
((z1,91) + (22,92)) + (x3,93) = (z1,51) + ((x2,92) + (23,13))
(iii) La loi “+” est commutative : pour (z,y), (z’,y’) € R? on a
(@, y) + (@,y) = (") + (2, y)-

(iv) Tl existe un élément neutre pour la loi “+7, c’est-a-dire un élément (z.,y.) € R? tel que
pour tout (z,y) € R% on a

(Te,ye) + (2,y) = (z,9) + (Te + Ye) = (7,y).

(v) Tout élément de R? admet un inverse pour la loi “+” : pour tout (z,y) € R? il existe
2, y') € R? tel que
',y q

($7y) + (l‘l,y/) = (l'l,y/) + (Ivy) = (er,ye)-

Toutes ces proprités étant vérifiées, on dit que 'ensemble R? muni de la loi “+” est un groupe
commutatif.
2. On définit maintenant une deuxiéme opération sur R?. Pour (z,y), (2',3’) € R? on pose

(z,y)* (', y") = (xza’ —yy', vy’ + 2y).

a. Montrer que I’ensemble R? \ {(0,0)} muni de la loi “x” est un groupe commutatif. On
pourra en particulier vérifier que l'inverse de (z,y) € R\ {(0,0)} est

x Yy
$2+y2’ $2+y2 :
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b. Montrer que la loi “x” est distributive par rapport a la loi “+”. Cela signifie que pour
(xay)a (xlayl)a (x27y2) S RQ on a

(2, y) * (@1, 91) + (w2,52)) = ((@,9) * (z1,11)) + ((2,9) * (22, 2)).

Toutes ces propriétés étant vérifiées, on dira que ’ensemble R? muni des lois + et * est un
corps commutatif. La loi + est appelée addition, tandis que la loi x est la multiplication.
3. On identifie maintenant un réel A avec le couple (A, 0).
a. Etant donnés X et ) réels, et en utilisant cette identification, calculer A x \’.
b. Soient (z,y) € R? et A € R. Calculer A x (z,y).
4. On note i le couple (0,1).
a. Calculer 7 7.
b. Pour x et y réels, que vaut x +ixy?

A partir de maintenant, lorsque 'on voudra utiliser la structure de corps (c’est-a-dire
lorsque I’on voudra faire sur R? non seulement des additions mais aussi des multiplications) on
utilisera toujours la notation x + iy plutot que (z,y), et on notera C plutot que R? Iensemble
des nombres complexes. C est implicitement muni de la loi + et de la multiplication *, que ’on
notera maintenant comme la multiplication réelle (par un point, qui pourra éventuellement
étre omis). Via l'identification vue ci-dessus, 'ensemble R des réels sera vu comme une partie
de C. Les opérations sur C étendent les opérations sur R (cela signifie que les calculs avec
les réels donnent le méme résultat que l'on considére les opérations usuelles sur R ou les
opérations que ’on vient de définir sur C.

Définition. Soient z =z + 1y € C, avec z,y € R.

(i) On appelle partie réelle de z et on note Re(z) le nombre réel .

(ii) On appelle partie imaginaire de z et on note Im(z) le nombre réel y.
(iii) On dit que z est imaginaire pur si Re(z) = 0.
)

(iv) On appelle conjugué de z et on note z le nombre complexe x — iy.

Proposition. Soient 2,2’ € C.

(i) On az=z.

(W) On a z=7% <= Im(z) = 0 <= z = Re(z) <= =z est réel.

(iii) On a z=—% = Re(z) =0 <= z = iIm(z) <= z est imaginaire pur.
(iv) Onaz+z =z+ 2.

(v) On a z2' =72,

(vi) On a z+Z = 2Re(z).

(vii) On a z —Z = 2iIm(z).

5. Démontrer cette proposition.
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